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SUMMARY .

We present an up to date version of the 1962 result of A.I.Benedek, A.P.Cal-
derdén and R.Panzone.

This version allows us to obtain the results of Fefferman - Stein and of An-
dersen - John for the Hardy-Littlewood maximal function, looking at this
maximal function as a singular integral from scalar valued functions to £ -

valued functions.
We obtain also the result of F.Zo for a maximal operator given by
M,f(x) = sup |f*¢6(x)|
§>0

where ¢ is an integrable function satisfying

¢
J sup |¢6(x—y)—w6(x)| dx < C.
Ix|>2]y| 6>0

If the method is applied to the Carleson maximal operator

iny

THE(x) = sup J € " f(y) dy
n

xX-y
the Carleson-Hunt theorem allows us to obtain the result of Hunt and Wo San
Young and the fact that T* maps L® in B.M.0O. Using a result of Rubio de

Francia we obtain also the boundedness of T* from LP(w,£29) into itself for
w E Ap, 1T <p,q < .

Some applications to the Littlewood-Paley theory are also considered.
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INTRODUCCION.

Las presentes notas pretenden poner de manifiesto que una versidn puesta al
dia del trabajo de Benedek, Calderdn y Panzone de 1962, referente al estudio
de integrales singulares con valores vectoriales, incluye de un modo senci-
1lo resultados notables como por ejemplo los obtenidos por Fefferman y Stehu
Zo, Hunt y Wo San-Young, Andersen y John (ver referencias)

El método desarrollado permite obtener ademds acotaciones vectoriales nuevas
para ciertos operadores como los de la transformada de Hilbert y la funci6n
maximal a 10:1argo de curvas ‘(ver Stein-Wainger), asimismo permite obtener
para el operador maximal de Carleson un teorema del tipo del obtenido por
Andersen y John para la funcifn maximal de Hardy y Littlewood.

El desarrollo de las notas es como sigue. En las cinco primeras secciones se
exponen los conocimientos y técnicas necesarias para el desarrollo posterior.
Se ha pretendido ir por la "geodésica" para poder llegar cuanto antes al pun
to que se quiere tratar, por ello se omiten a veces demostraciones que aun-

" que interesantes e ilustrativas en si mismas no tienen aporte a la teoria de
integrales singulares.

En concreto se comienza en la seccifén 1 con una somera descripcidén de la in-
tegracién vectorial en sentido de Bochner, la seccidn 2 se ocupa de descri-
bir el operador maximal de Hardy Littlewood que es una herramienta bdsica en
la teoria, por ejemplo su uso es fundamental en la descomposicidén de Calde-
rén-Zygmund expuesta en la seccién 3. Las clases de pesos Ap_de Muckenhoupt

constituyen el tema de la seccidén 4 y el espacio B.M.0. el de la seccién 5.
En la seccién 6 se enuncian y demuestran los resultados fundamentales.

El teorema fundamental establece que si un operador T viene dado esencialmen
te por
) = [ KGey) £0) dy

donde f es una funcién valorada en un Banach A y K es una funcidn valorada

en £(A,B) satisfaciendo ciertas condiciones de cancelacidén como por ejemplo
() J K (x-y)-K(x)ll dx <C y # 0
|x|>2]y

entonces supuesto que T sea acotado de LY (A) en LT (B) para un r > 1, se ob-
tienen las acotaciones de LP(A) en LP(B) para todo p,"1 <p < o, Ademis la

la condicidén (*) la verifica trivialmente el nficleo del operador T extendido
de T a valores en £%9 con lo cual se obtienen acotaciones de LP(L9(A)) en
LP(£9(B)).

Si en lugar de (*) K verifica una condicién mds fuerte como



(##)  IK(x-y) - K(OIl < C I_II‘I‘L” si |x| > 2]yl
X

entonces sé obtienen acotaciones de LP(w,£9) en LP(w,£%) para pesos w € A,.
En la seccifén 7 se-aplican estos resultados a operadores maximales, puesto
qué todo operador maximal

L--]

T*f(x) = sgp |Tnf(x)| = H{Tnf(x)}éﬂ

‘ i - . -]
puede verse como un operador que manda funciones escalares en funciones £ -
valoradas. '

Entonces desde este punto de vista se obtienen de manera general los teore-
mas de F.Zo, Fefferman y Stein, Andersen y Johmn para la funcién maximal de
Hardy Littlewood.

Los operadores maximales vuelven a ser considerados en la seccién 9 bajo 1la
dptica de los operadbres dados por nficleos ‘de .dos variables, es decir opera
dores dados por

TE0) = [ KGoy) £ dy

con X una funcién valorada en ﬁ(A,Kw(B)). A este modelo se ajusta el opera-

dor maximal de Carleson

Copto e—int
T*Of(X) = sup J —x—_—ft— f(t) dt
n - 00

para el cual se obtienen (supuesto cierto el teorema de Carleson) el teore-
‘ma de acotacidn con peso de Hunt y Wo. San Young y teoremas del tipo de An-
dersen y John. En particular ambos resultados son ciertos para el maximal

de la serie de Fourier

S*f(x) = sup |Snf(x)|
n

En la seccién 8 se tratan los operadores de tipo Littlewood-Paley desde la
6ptica de operadores valorados en espacios de Hilbert. Este tipo de aplica-
cidén es clédsica y se remonta al trabajo de Benedek, Calderdn y Panzone.

Aqui se obtienen teoremas del tipo de Andersen y John para el operador

2 1/2
£ —— (] IS;£]9)
Ieh
Las ideas desarrolladas aqui son fruto del trabajo fealizddo conjuntamente

por J.L.Rubio de Francia, F.Ruiz y el autor, (ver referencias),



1. INTEGRAL DE BOCHNER.

A lo largo de estas notas A y B designaridn espacios de Banach reales o com-
plejos con normas |i.ll, , ll.llg (pondremos simplemente |.|A , |.[B e incluso
|.] si no hay lugar a confusién). El dual topoldgico serd designado por A*,
B*,

Sea (X,A,u) un espacio de medida positiva o-finita

(1.1) Una funcién f: X —> B se dice simple si existe una familia de conjun
tos medibles de.medida finita tal que f es constante en cada uno de ellos y

cero en el complementario de la unidén de la familia.

(1.2) La funcién f: X — B se dice medible si existe una sucesién {f,} de
funciones simples que convergen en casi todo punto a f. La convergencia an-
terior se entiende en la norma de B. Si B separable f es medible si y sélo

si para todo § € B* la funcidn escalar <&,f(x)> es medible.

n

(1.3) Sea f(x) = 7} b, X, (x), b, €B, A, € A una funcién simple: se defi-

i=1 1 n

ne la integral de Bochner de f con respecto a u como ) biu(Ai) y se indi-
i=1

ca por JX f(x) du(x) o simplemente JX fdyp.

n
Si M € A se define la integral Bochner de f sobre M como biu(Ai Nn M) y
i=1
se indica J £ du.
M

Es obvio que J f du = J f.x,, du.
M X M

{(1.4) Una funcién f: X — B se dice integrable Bochner si existe una suce-
sidén de funciones simples fn que convergen a f en casi todo punto y tales
que
lim J [£(x)-f (x)]| du(x) = 0
n>e /X n
Si se verifica esta condicidn, se comprueba que para cada conjunto M € A
existe '
1im J X, .f du
M
n-ro X
en el sentido de la norma del espacio B y que el valor de este limite es in-
dependiente de la sucesidén f_. Entonces, por definicibén, la integral de
Bochner de f sobre el conjunto M es
f dp = 1lim J X £ du
JM n Jx M0
El teorema siguiente debido a Bochner es clave en la teoria de integracidn
vectorial



(1.5) Una funcidén f: X — B medible es integrable Bochner si y solo si l1a

funcién escalar g(x) = |f(x)| es integrable.

Corolarios de este teorema son los dos siguientes resultados el primero de
los cuales establece la desigualdad integral de Minkowski.

(1.6) Si f es integrable Bochner

|[ fdu|<J I£] du M€ A.
M M

(1.7) Sea T un operador lineal acotado de B en otro espacio de Banach A. 8i
f es una funcién integrable Bochner valorada en B entonces Teof es integra-
ble Bochner valorada en A y ademds

J T(£(x) dp(x) = T(j F(x) du(x)) Me A
M M

Un caso particular interesante es tomar A = C y T = b* € B* con lo cual

Jﬁ <b*,f(x)> du(x) = <b*,[ f(x) du(x)>
M M

Una consecuencia de esta identidad es que para funciones f valoradas en los

espacios de sucesiones £% si f = (fj) es integrable se tiene que
£.). du = f. du).
[y aw = g5 am,
(1.8) Se designa por LP(X,B), 0 < p < », al conjunto de funciones f: X —— B
medibles tales que

£l =(Jr £GP dux) P < w
P X

Si 1< p<w (Lp(X,B),H.Hp) es-.un espacio de Banach.

(1.9) Por Lw(X,B) se designa al conjunto de funciones f medibles tales que
existe k > 0 para el que |f(x)]| < k en casi todo x. Se define

Nel, = inf{k: [£(x)| < k c.t.p.x}
El espacio (Lw(X,B),H.Hm) es de Banach.

(1.10) El comportamiento en dualidad no es todo lo "agradable' que esperaria
mos. Asi si 1 < p < » no es cierto en general que LP(X,B)* = LP' (X,B*) con

(p-1)(p'-1) = 1. Lo Ginico que puede asegurarse es que LP (X,B*) C LP(X,B)*
isométricamente 1 < p < o,



El teorema de dualidad Lp'(X,B*) = LP(X,B)* caracteriza a los espacios con
dual B* satisfaciendo la 1llamada propiedad de Radon-Nikodym, e} decir que

se cumple el teorema de Radon-Nikodym para medidas v,p: X —> B* con u po-
sitiva y v verificando las hip6tesis correspondientes con respecto a u.

(1:11) Un operador T que mande funciones simples A-valoradas en medibles
B-valoradas diremos que es sublineal si

{T.(f1+f2)(x)|B < |Tf1(x)|B + |Tf2(x)|B
Un operador sublineal del tipo anterior diremos que es (p,p)-fuerte si es
J [TE£(x)|P.du(x) < C J [ £(x)|P du(x)
X X

y (p,p)-débil si
w(t ITEG] > a0 < & [ 100 [P duto
AP Jx

La desigualdad de Kolmogorov dice que la condicidn (p,p)-fuerte es mis

fuerte que la condicién (p,p)-débil,

Especial importancia en este contexto tiene el teorema de interpolacidn de

Marcinkiewicz del que haremos uso a lo largo de estas notas:

Si T es un operador sublineal del tipo anterior tal que es (q,q)-débil y
(r,r)-débil con 1< g <r < w; entonces T es de tipo (p,p)-fuerte con
qgq<p<«<r.

(1.12) Para toda esta parte ver Diestel Uhl y la amplia biblicgrafia cita-
da alli.

(1.13) NOTACION. Cuando no haya lugar a confusidén denotaremos a LP(X,B) co-

mo LP(B).



2. FUNCION MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD.

(2.1) DEFINICION. Para una funcibén v localmente integrable en R" definimos
la funcidn maximal de Hardy-Littlewood

Metx) = sup —— [ o] @y
IQl ‘q .

donde el supremo se toma sobre todos los cubos de lados paralelos a los
ejes (simplemente cubos a partir de ahora) y que contienen al punto x.
(2.2) OBSERVACIONES.

a) Es obvio que:

Mw(x) = sup 1 J le(y)| dy
Q] “x+q

donde. el supremo estd ,tomado sobre los cubos de R" que contienen al origen.
P ' q g

Para cada cubo de esta familia, -Q es otro cubo de dicha familia con la mis
ma medida y por tanto

MeGo = sup = [l dy = swp [ Jecen | ay
Q] ‘x-q Q] “q

es decir
XQ(X)

(2.3) Me(x) = sup |¢]| =
Il

b) Si para una funcidén medible f(x) definimos

-n
= X
fd(x) = 8 f(s) § >0
denotando por QG un cubo con radio '§ y por Q1 el cubo concéntrico y con ra-

dio 1 se tiene
Xqg (%)

Xy ) () =
s N

De este modo la funcién maximal puede escribirse como

My(x) = * (X
p(x) = sup |¢]| Qi)é(X)

donde por Qi denotamos los” cubos de radio 1 y centro ¢ que contienen al
origen y el supremo se toma para todos los posibles c's y §'s.

Es una comprobaci6n el hecho de que las funciones
§ — |p| &« (X5 ) (X)
v} Qs

C————-»l¢|*X

(x)
o ¥



son continuas por lo que el supremo de la definicidén del operador maximal
basta tomarlo sobre un conjunto numerable (§ € 0*, ¢ € Q") con 1o cual 1la
funcién M ¢(x) es medible.

El siguiente teorema nos dice que el operador sublineal

1
loc

L (R™ —— {medibles en R"}
y —— My

se extiende .acotadamente para ciertos espacios.

(2.4) TEOREMA. i) |{x: MEC) > A < Snen, , £fell®R™
ii) NMfI < c, ufup , f €LP(R"), 1 <p<e

Las constantes C,Cp son absolutas, sblo dependen de la dimensidén y de p.

DEMOSTRACION. Es claro que para funciones f € L”(R™), el operador maximal
Mf estd bien definido y verifica

IMEN < WEIl,

con lo cual apelando al teorema de interpolacidén de Marcinkiewicz basta pro
bar 1i).

Dada f € Ll(Rn) y A > 0 consideramos el conjunto
EA = {x: Mf(x) > A}

Si x € E,, existe un cubo (que depende de x) tal que

(2.5)

™ f 1£0y) | dy > A
X Qx

Por tanto

(2.6) E, ¢ U Q
A XEQA X

Supongamos demostrado el siguiente

(2.7) LEMA. Sea E un conjunto medible de R" que estd cubierto por una unidn
de cubos Q de didmetro acotado. Entonces existe una sucesién de cubos dis-

juntos QI’QZ""’Qk"" tal que

Ilgl > c el

Las desigualdades (2.5) y (2.6) nos garantizan las hip6tesis del lema (pués

lel < % I£0,) por tanto podemos extraer una sucesién Q;,...,Q.,... disjun-



ta tal que

‘ 1 C
INEESRINE X 71” £ | ay < S,

Qk | ]

DEMOSTRACION DEL LEMA 2.7. Sea Q; tal que diam(Q,) > %—sup {d(Q)}.

Sea Q, tal que Q; NQ, = ¢ y diam(Q,) > % sup {d(Q): 0 n Q = @} en el
k-1

paso k sea Qk tal que Qk NnN(u Q) =8 y diam (Qk) =
j=1
k-1
> 7 swld@: Qn (Y Q) = 0.
Si Zlel = » no hay nada que demostrar.

si J|Q | < =, entonces diam(Q) — 0 y por tanto dado un cubo Q del recu-

brimiento existird un k tal que

1
(2.8) d(Qy,y) <7 4(Q) < a(Q) < ... < d(Q))

k
SiQn(vu Qj) = @ , entonces d(Qk+1) > % d(Q) lo cual contradice (2.8).
j=1

k

Por tanto Q N (_U1 Qj) # 0, es decir existe j tal que Q N Q. # @ con d(Q) <
= 3

< 2 d(Qj), esto permite asegurar que Q C Q; , siendon§ el cubo concéntrico

Q¥ radio 5 veces el de Q;. Es decir E C U QA y |E| <7 |Q§| = 5"y \Qj| .

NOTAS. (2.9) Si definimos la funcidén maximal "centrada"
1
M ¢ (x) = sup — J le(y)| dy
al ‘q

de modo que el supremo se toma sobre los cubos Q centrados en x es ficil
ver que

I Mox) € Mo(x) <M o(x)
Zn . (o}

por lo que se tienen los resultados del teorema 2.4 tambi&n para la funcidén

maximal centrada.

{2,10) En general dada una familia de conjuntos medibles B = {B} con excen-
tricidad acotada p.e. rectdngulos, elipses etc. puede definirse la funcidn

maximal correspondiente y se verifica el teorema (2.4).

(2.11) En el caso de que se tome una familia de Bolas y la funcidén maximal
centrada, puede verse que las constantes Cp , 1 <p < » no dependen de n,
ver Stein 2.

En cuanto a la constante de la desigualdad (1,1)-débil recientemente se ha
probado que su crecimiento estd acotado por n logn E.M.Stein, J.0.Strom-
berg 1. : ” )



(2.12) E1 teorema (2.4) tiene consecuencias cldsicas en la teoria de dife-
renciacién de integrales como por ejemplo el Teorema de diferenciacidn de
Lebesgue que asegura para funciones localmente integrables la siguiente
igualdad en casi todo x

lim -
r-0 |Q

j £(y) dy = £(x)
Q

r r
Qr denotan cubos centrados en x y de radio r, ver De Guzman 1.
(2.13) Todo lo anterior vale para funciones valoradas en espacios de Banach
cambiando mdédulo por norma.
n
In concreto para funciones simples v(x) = ) c¢. X, (x) con c; € B, donde

B es un Banach, puede definirse

Me(x) = sup — e (x)0, dx
lQl JQ B

y el operador ¢ —— My definido en principio de {simples integrables B-
valoradas} en {Medibles B-valoradas} admite las extensiones acotadas que

se demuestran en el Teorema 2.4 y por tanto todas sus consecuencias.

(2.14) La desigualdad (1,1)-fuerte no puede darse en el teorema (2.3), pa-

ra verlo basta coger f(x) = X[O l](X) en R y entonces Mf(x) no es integra-

. 1
ble pues es esencialmente }rcuando X — o« ver D¢ Guzman 1.



3. DESCOMPOSICION DE CALDERON-ZYGMUND.

En este pardgrafo nos vamos a ocupar de un resultado té&cnico que fue intro
ducido pér A.P.Calderén y A.Zygmund en Acta Math.1952 y que es en cierto
modo un '"mecanismo de relojeria" (en palabras de J.L.Rubio de Francia) a
aplicar a las integrales singulares.

(3.1) TEOREMA. (Descomposicidén de Calderdén-Zygmund). Sea f € Ll(Rn). Dado

o > 0 existen unos cubos disjuntos {Qj}T y una descomposicidn

f = g+bh =g + z b

j=1 3
con las propiedades siguientes:
i) Jlgx)| <C a Ilgll1 < Hle
i . C .
ii) sop bJ QJ
iii) J b.(x) dx = 0 , —1—f Ib. (x)| dx < C o
Q. 7 0.1 ‘q, !
J J J
iv) 3 ]a.] < S
Lo T 1

j=1

C denota una constante que no tiene porque ser la misma en cada caso.

DEMOSTRACION. Dividimos R" en una red de cubos disjuntos todos iguales ta-

les que
L [ e ay <o
lal ’q

se puede lograr haciendo Q grande por ser f € Ll(Rn).

Cada cubo de esta red lo dividimos en 2" cubos congruentes, sin mds que di-
vidir por 2 todas sus aristas. De este modo obtenemos unos cubos (cubos

"hijos") de radio mitad del radio de los anteriores (cubos 'padres').
En estos cubos hijos hay dos posibilidades

I.- ;f [£(y)] dy < a
Q'] ‘q'

II.- —1—f [£(y)| dy > @
IQH! Qn

Los cubos del segundo caso se conservan y en el primer caso se repite el
proceso.

El proceso se reitera mientras sea posible y se obtiene de este modo una
sucesién de cubos disjuntos {Qj} que nos verifica el teorema como vamos a
comprobar.

10



Dado un cubo Qj llamamos 65 al padre de Qj y asi tenemos

zn

~

(3.2) -l—-f |£(x) |dx < — J~ [£(x)]dx < J~ |£(x) |dx < 2° a
lQ;1 7 1Q;1 °Q; ;178

Se definen

gx) = 1 I f para x € Q.,
leI Q J
g(x) = £f(x) en otro caso y
b () = (£ - —‘—f £ X, ()
IQJ-I Q j

oo

Es claro que f = g+ J b..
ioy J
3

Ademds teniendo en cuenta (3.2) y la definicién de bj se tiene:

1

™ JQ b, ()] dx < 2 1| [Q 1£(x) | dx < 2™ 4

3 3 3 3
La construccidn de los cubos es tal que |le <

Q=

J |f| por tanto teniendo
¢

[F{

en cuenta que son disjuntos J |Qj| < &

1

En cuanto a g es obvio que

[algeolax = Jgoolax [ Jstol ax <
R uQ, Q.
3 3
<7 J 1£(x) | dx +j JE00| dx = j £ | dx.
j‘Q; (vQ.) R
3 i3
Si x € Q; entonces lg(x)} < 2. Six €U Q; quiere decir que todos los cu-
J
bos que aparecen en esta construccidén y que contienen a x verifican que
4 J [f] < a
el ‘e

por tanto por el Teorema de diferenciacidén de Lebesgue (2.12) |[f(x)]| <«
en c.t.p.Xx.

NOTAS. (3.2) La descomposicidén anterior también es valida si se toman como

"cubos" los conjuntos

1/a
{x: max J{x; - c.]| <}
. 1 1
l<ig<n
donde a, <a, <...<a  son enteros.

11



Estos cubos permiten desarrollar la teoria para el caso de dilataciones no

isotrépicas del tipo
a
§(x) = (6 1xl,...,é "x )

n

Ver Stein-Wainger 1, Coifman-Weiss 1.

(3.3) Al igual que pasaba para la funcidén maximal de Hardy-Littlewood la
descomposicién es valida para funciones valoradas en espacios de Banach.
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4. DESIGUALDADES CON PESO.

Llamaremos "peso" a una funcidén w(x) medible, no negativa y localmente in-
tegrable.

Sea 1 <p <w», diremqQs que w € Ap si
p-1

1
4.1 sup(—l— J w(x) dx)(—l— J W p_l(x) dx) <C
fal ‘q iQl ‘a

donde el supremo estd tomado sobre todos los cubos de R".

Al infimo de las constantes que verifican (4.1) se le llama 'constante Ap"
de w.

Diremos que un peso w € A, si verifica alguna de las dos condiciones si-

gulentes que son equivalentes entre si
(4.2) Mw(x) <Cw(x) en c.t.p.x

(4.2)' Para todo cubo Q TlT [ w(y) dy < C inf essQw(x) en c.t.p.x de Q.
Qf ‘q

Las clases Ap verifican las siguientes relaciones
(4.3) Si 1t <p<q , entonces Al C Ap C Aq
(4.4) weA, 1<p<=, siysolo si wli P e A,

(4.3) es consecuencia de la desigualdad de Holder y (4.4) de la relacién
(p-1)(p'-1) = 1. Ver Coifman-Fefferman

La relacidén de las clases Ap con la funcién maximal de Hardy-Littlewood

fue puesta de manifiesto en 1972 por Muckenhoupt mediante el siguiente
(4.5) TEOREMA. Sea W un peso. Son equivalentes
i} w € Ap 1 <p<e=

C
i | Wy <2 [ £ 1P Wi dy
{x:Mf (x)>A} AP Jgn

La constante p no depende de las funciones f.

Es decir el operador maximal de Hardy-Littlewood es acotado de LP (w(x)dx)
en débil-LP(w(x)dx) si y solo si w estd en A,.

El teorema anterior permite obtener mis informacién sobre las clases Ap y
puede demostrarse por ejemplo que si w € Ap con constante C y Q) denota un
cubo concéntrico con Q y con radio A veces el radio de Q entonces

13



w(0,) < C A"P w(O)
Especial importancia tiene el siguiente teorema (ver Coifman-Fefferman).
(4.6) TEOREMA. Sea W un peso. Son equivalentes:
i) we Ap para algin p € [ 1,x).

ii) Para cada o € (0,1) existe B € (0,1) dependiente de a tal que si E es
un conjunto medible contenido en un cubo Q y |E| < a|Q!, entonces

w(E) < Bw(Q).

iii) Fxiste un € > 0 que depende de w tal que para todo cubo Q
1

(—l— J wl+€(x) dx)T:E < £ J w(x) dx
lal ‘a ol ‘q

La constante C no depende del cubo.

iv) Existen dos constantes C,8 positivas que dependen de w tales que para

todo conjunto E C Q

w(E) < C (lﬁl)d
w{Q) Q]

En el teorema anterior se entiende que
w(E) = J w(x) dx
E

El punto iii) es conocido como "Desigualdad de HSlder al revés" ya que la de
sigualdad contraria para C=1 la da la desigualdad de Holder.

Un corolario importante y no inmediato del punto iii) es el siguiente

(4.7) COROLARIO. Sz w € Ap: 1 <p <=, entonces existe un q < p tal que
w E A .
q

Una apelacidn al teorema de interpolacidn de Marcinkiewicz y al teorema (4.5)

da el siguiente
(4.8) TEOREMA. Para un peso W las sigutentes condiciones son equivalentes:
i) w € Ap , 1T <p < =,

C
i) | wiy) dy <=2 [ 1 IP w(y) ay
{x:ME(x)>A} AP Iy

iii) IRan(;)P w(x) dx <C7 f [£(x)|P w(x) dx

Cp ¥ Cp som constantes independientes de f.
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El teorema (4.8) no puede tener una versidén andloga para p=1 como se deduce
de (2.14).

Si se plantea el problema de caracterizar las clases de pesos (u,w) para
las que el operador maximal de Hardy-Littlewood es acotado de LP(w(x)dx) en
LP(u(x) dx) (6 en débil-LP(u(x)dx)) puede probarse el andlogo del teorema
(4.5) siguiente

(4.9) TEOREMA. Para dos pesos u,w las siguientes condiciones son equivalen—
tes:
i) Existe una constante C tal que para todo cubo Q

1 -1

(- J u(x) dx) (—— j wix) D g0 <
lal ‘q lal ‘q

ii) J u(x) dx < & J | £(x) P w(x) dx
{xeR™:Mf (x)>\} AP g™

Se entiende que para p=1 la condicidn i) es

2 J u(x) dx < C inf ess. w
Q

lQl Q

Sin embargo el teorema (4.8) no tiene anidlogo y tiene que sustituirse por
el siguiente

(4.10) TEOREMA. Para dos pesos u,w las siguientes condiciones son equivalen-

tes:

i) Existe una constante C tal que para todo cubo

J M(X .wl_p')(x)pu(x) dx < C(J w(x)! P’ dx)l/p < o
e Q

ii) J IME(x)|P u(x) dx < C J LE(x)|Pw(x) dx
R" P g™

El teorema anterior es debido a E.Sawyer. Este teorema da una nueva demos-
tracidén de (4.8) gracias a una observacidén de Hunt, Kurtz y Neugebauer que
establece que todo peso w € Ap verifica i) de (4.10).

Existe otra demostracién de (4.8) y (4.10) debida a M.Christ, ver la intro-
duccién del articulo de M.Christ y R.Fefferman y las referencias citadas alli.

(4.11) NOTA. La clase A1 admite la siguiente caracterizacidén debida a Coif-
man y Rochberg.
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Sea w(x) = 0 finita en e¢.t.p.x. Entonces w € A, s7 y sblo st
w(x) = k(x) (Mf(x))Y con 0 <y <1, f una funcidén integrable y k funcidn
tal que kX y le L=,

En general puede probarse que si u es una medida de Borel positiva, tal que
Mu(x) < += en c.t.p.x y vy € (0,1). Entonces el peso w(x) = (Mu(x))Y € Al'

Una consecuencia de esto es que si § es la delta de Dirac en el origen
M8 (x))Y € A,.

Ahora bien M§(x) = 1 . _C , por tanto 1 € A1 si 0 <a <n.

n n a
=t lixl I xII

(4.12) NOTA. La teoria de pesos ha experimentado en el Gltimo afio una cier-
ta "ebullicibn" debido al nuevo enfoque dado por los trabajos de J.L.Rubio

de Francia. El método de Rubio de Francia (ver J.L.Rubio de Francia 1) permi
te entre otras cosas obtener el siguiente resultado de extrapolacidn.
Sea T un operador lineal tal que

j wix) dx < § f £(x) w(x) dx
{x:|TE(x) |>A} r"

para todo peso w € A, con constante C dependiendo de w. Entonces T es acota

do .de LP(w(x)dx) en LP (w(x)dx) para todo peso w € Ap , 1 < p < o,

(4.13) Las demostraciones de todos los resultados enunciados en esta seccién,
asi como un desarrollo general de la teoria de pesos puede verse en J.Garcia
Cuerva.
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5. B.M.O.

El "operador maximal agudo" (terminologia castellana debida a J.Garcia
Cuerva para "#-maximal operator') M* se define como aquel que a cada fun-

cién real f localmente integrable en R®, le asigna la funcibn

.1 MEE(x) = sup —— j 1£0)-£4] dy
o] ‘q

donde el supremo se toma sobre todos los cubos que contienen a x y donde

f designa la media de f sobre Q es decir fQ = |O_|_1 J f(x) dx.
Q

Q
Para @ € R se tiene la siguiente desigualdad
1

1
— [£(y)-£,] dy < — [£(y)-a] dy +
Q] fQ Q Q| JQ

| £ ~a| dy =

[, 1%

- [ Jeo-al oy A o ayl < 2 [ £ sl ay
o] ‘q [Q]'q o] ‘q

Es decir

(5.2) M*£(x) < 2 sup inf —l—-f [£(y)-al dy
Qsx aeR  |Q| ‘q

y como es obvio que sup inf —l—-[ Lf(y)-al dy < M#f(x) se tiene que
Q3x aeR I 7q

(5.3) M*E(x) ~ sup inf —— J |£(y)-a| dy
Qsx oeR  |Q] “Q

en el sentido de que el cociente de ambos miembros estd acotado superior e

inferiormente.

Por tanto observando que

TéT [ gm0 ey < TéT fq-|f(y)-fQ| ay <m'£(x)
) Q

se tiene
(5.4) M (e (x) < 2 M E)

La relacidén con el operador maximal viene dada por la siguiente desigualdad

obvia

(5.5) mte(x) < 2 ME(x)

Se define el espacio B.M.0. de las funciones de oscilacidn media acotada
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(Bounded mean oscilation) como el conjunto de funciones localmente integra-
bles tales que Mte e L™,

Para f € B.M.0. se define

e, = IMFgn
La aplicacidén £ — lfll, es una seminorma en B.M.O. lIfl4 = 0 si y sélo si
f es constante. Pasando al cociente y considerando a B.M.0. como un espacio

de clases de equivalencia médulo constantes se tiene un espacio normado que
resulta ser de Banach.

El siguiente teorema nos da la relacién que existe entre B.M.0. y las cla-

ses de pesos Ap.

(5.6) TEOREMA. Sea ¥ real y localmente integrable. Entonces e¥ € A2 8t y

s6lo si existe C > 0 tal que para todo cubo Q se tiene
le (x)-¢ |
! Je Q' ax < c.
Q

lal

Una consecuencia inmediata de este teorema y de la desigualdad obvia

le(x)-9¢_ |
a1 J [w(x)-¢Q| dx < 1 j e Q" ax
Q| “q Q] o

es que si w € A, entonces log w € B.M.0. Por tanto teniendo en cuenta (4.10)
podemos afirmar que log _lT y log |x| son funciones de B.M.O.

| x

Es decir L” ¢ B.M.O.

Por otro lado la desigualdad M#(|f])(x) < ZM#f(x) nos dice que si

f € B.M.0. entonces |[f| € B.M.0. La consecuencia inmediata es que B.M.O. es
un reticulo (si f,g € B.M.0. max(f,g) = %(!f-gl+f+g) y min(f,g) =

= %(f+g-|f—g!) estdn en B.M.0.).

Sin embargo puede ocurrir que |f] € B.M.O. y que f & B.M.O.

Por ejemplo la funcidn

0 si |x| >1
f(x) = -log |x] si 0 <x <1
log |x| si -1 <x<0
es tal que |f(x)| = max(log —1—| »0) estd en B.M.O. pero como f es impar se tiene

X

1 (2 £ 1 (2 : 1 (2 1 ~

T2 | (Y)-fQI dy = 57 £ | dy = 3 . log 5 dx = 1-loga

-a -a
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y 1-loga — o si a — 0.
En cierto sentido puede decirse que el crecimiento logaritmico es el critico

para estar en B.M.O. pues para todo o > 0 «—L%lﬁ B.M.O.
x|
Para ver que —lTa ¢ B.M.O. basta limitarse a, 0 < a < 1, pues es el rango de
X
integrabilidad local.

1 _ 1
m[O,a] (x—u)

(1—a)aa
1 Ja | 1 1 JE Ja 1 1
- — - m (—)| dx = = + |— - m (—) | dx
a J, '@ [0,a] o a /g e X% [0,a] N
eligiendo e tal que —%-= ___l__a, tenemos
€ (1-a)a
1[5 i 1 1y ey i
3 j (5 - ——)dx = —5 (= - Ly - (J-0) 777 (— - 1) —
0 X (1-a)a (1-a)a e a® (1-a) 1-a a®
1% 1 1 .
por tanto  — Jo |;§ - m[O,a](;a)l dx ——— ® si a —s 0.

# > . .
Los operadores M y M estdn estrechamente relacionados como se pone de mani-

fiesto con el siguiente resultado debido a C.Fefferman y E.Stein.

P
(5.7) TEOREMA. Sea w € A, y sea f tal que Mf € L O(W) para algin pg,
0 < Py < ®, Entonces para todo p , Pg <Kp<®, es:

f L(ME(x))P w(x) dx < C J n(M#f(x))p w(x) dx
R R

La demostracidn que no exponemos aqui se basa en observar que debido a que
es Mf(x) = M(|fD(x) y Mfx) < ZM#(If[)(x) basta demostrar el teorema
para funciones positivas, esto se hace mediante una descomposicién de Calde-

rén-Zygmund que recuerda a la que se utiliza para demostrar (4.6).

Posteriormente nos encontraremos con operadores que llevan L” a B.M.O. En
ese caso tendrd especial importancia el siguiente teorema de interpolacién
debido a C.Fefferman y E.Stein.

Po
(5.8) TEOREMA. Sea T un operador lineal, acotado en L para un Pg,
1< Py < ®. Supongamecs que T lleva en forma continua L® en B.M.O. Entonces

para cualquier p con Py <P < ew, T es acotado en LP,

DEMOSTRACION. Componemos T con M#,

. Po Po # Po .
Si £f €L entonces por (2.4) Mf € L y por (5.5) M"f € L ~. Es decir
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P
M#oT lleva Lpo en L 0.

Por otra parte si f € B.M.0. M'f € L™ y IM*£l_ = I€l,. Es decir Mo T 1le-
va L en L.

El teorema de interpolacién de Marcinkiewicz dice que Mo T 1leva LP en LP
Pp <P < =,

P :
Si f buena Tf € L 0 y por (2.4) M(Tf) € Lpo luego el teorema (5.7) dice
que
JM(Tf)P<ch#(Tf)P<chP Py <P <.

El teorema de diferenciacién de Lebesgue da ahora el resultado. -

Estrechamente relacionado con B.M.0O. se tiene el espacio llamado Hl-atémico
que pasamos a describir.

(5.6) DEFINICION. Se 1llama dtomo a una funcién medible a(x) para la cual
existe un cubo Q tal que

i) sop(a) CQ
a1
Kol

ii) Jax)| < para todo x

iii) J a(x) dx 0

Se define el espacio Hl-atémico, Hit(Rn), como el conjunto
A. a.: a, atomos A | <+
(I a: a, Ty <)

La aplicacidn

) A; a3y ——~T ) A a ll = inf ) ]Ajl ,

donde el intimo se toma en todas las posibles representaciones de } Aj aj,
€S una norma en H;t que lo copnvierte en espacio de Banach.

Toda funcién f € B.M.O. define un funcional sobre Hit del modo siguiente
<f,g> = f fg

Para verlo basta observar que si a es 4dtomo

([ fa| = |J (£-£yal <.—‘—J |£-£,] <,
Q [l ’q
El reciproco es cierto y se tiene (Hit)* = B.M.0. ver J.L.Journé.

Los 4dtomos fueron introducidos en un contexto mds general, ver Coifman-
Weiss 1 y J.L.Journé y la bibliografia citada alli.
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NOTAS.

(5.7) Las funciones de B.M.O. satisfacen el siguiente resultado (Teorema
de F.John y L.Nirenberg).

Existen constantes C),Cy que sélo dependen de la dimensidén tales que para
toda £ € B.M.O. y para cada cubo Q y cada t > 0 es:
-1 -(C, /el e
Q™! tx € Q: [£()-£4] > t}] < e 2

Como consecuencia se tiene que toda funcidén f € B.M.0O. pertenece a una cla-
se exponencial ya que

A £ (x)-£ >
J MEGo-gol I xeM [(x € Q: |£()-£o] > t}] dt <
Q 0

@ -(C,MEh Ot @ (A-C,HEl )t
C rert e 2R g de = ¢ x| el 20 T |q| at
1 1
0 0
Cy
y esta integral es convergente si A < TEs
%

En particular para ese X es

J e>‘|f(x)I dx < +o
Q

(5.8) En el caso del toro, el espacio B.M.O. fue caracterizado por C.Feffer
man como el dual del espacio Re Hl, donde Re H! consiste en el conjunto de
funciones f que son la parte real de las funciones F* que pertenecen al es
pacio ! cliasico, es decir tunciones holomorfas en el disco unidad y tales
que n

f i9
sup J |E(re™ ") | do < +e
0<r<l1 -

1

ar con equivalencia

Posteriormente se dié la caracterizacidn de Re H! = H
de normas,ver Coifman-Weiss 1 y bibliografia citada alli.

Puede demostrarse el siguiente resultado

Sea £ € Re Hl. Entonces existe una sucesidén de dtomos (aj) y una sucesidn

de nimeros reales (Xj) con ) Iljl < C "f"Re gl tal que

J
£(x) = ] A, a,(x) c.p.t.x.
j J J

ademds la serie en Re Hl.

Reciprocamente si f es una funcidn medible real tal que f(x) = § Xj aj(x)
h|
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c.p.t.x, con | |Aj| < w, y los a, dtomos, entonces £ € Re H' Y

]
f < C ALl
It "Re gl g I JI

(5.9) Para funciones f valoradas en espa.ios de Banach todo lo desarrollado
en esta seccién se mantiene cambiando mdédulo por norma, excepto la nota an-
terior que en principio s6lo es vidlida para los espacios de Banach E-con-

vexos, es decir para los espacios de Banach B en los cuales la transforma-

da de Hilbert es un operador acotado de LP(R,B) en LP(R,B) para algln p,
1 < p <=, ver Burkholder.

Ejemplos de espacios E-convexos son los espacios LY(Q,A,u) con (R,A,u) es-

pacio de medida arbitrario y 1 < q < «. En particular los espacios de suce
siones £9, 1 < q < = , son espacios g-convexos y en ellos es vidlida la nota
(5.8), una consecuencia de ello es que la norma Hl(Rn) de una funcidn

F = (fj) 29-valorada puede venir dada por la suma de las normas Ll(Rn)
de sus transformadas de Riesz, es decir

n

F ~
IFly1 pay ~ L

v qy1l/q
n(jZl[Rifj| )
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6. INTEGRALES SINGULARES.

. n - n
A lo largo de toda esta seccidn estamos en R, consideremos en R™ la norma

Ix] = max{lxilz 1 <i<n}. Ay B denotan espacios de Banach y £(A,B) el
conjunto de las aplicaciones lineales y continuas de A en B.

Por LP(A) denotamos el espacio de Bochner-Lebesgue de funciones medibles

valoradas en A y con potencia |f(x)]|P integrable con respecto a la medida
de Lebesgue.

LO(A) designard el conjunto de las funciones esencialmente acotadas (ver

seccidén 1) y tales que se anulan fuera de un compacto F C R". A ese conm-

pacto F se le llama soporte de f.

Sea T un operador lineal que manda Lg(A) en {funciones medibles B-valora-

das} y sea K: R"\ {0} — £(A,B) una funcidn medible y localmente integra-
ble fuera del origen (es decir la integral de [IK(x)ll sobre los compactos

que no contienen al origen es finita).
Supongamos que T y K son tales que

i) Si £ € LS(A) y x ¢ sopf entonces Tf(x) = J K(x-y) f(y) dy
ii) T se extiendeacotadamente de Lr(A) en LY (B) para un r, 1 <1 < =,

Enunciamos el siguiente teorema, cuyo antecedente se encuentra en Benedek,

Calderdn y Panzone

(6.1) TEOREMA. En las condiciones anteriores para T y K si ademds es:

(Hl) FK(x-y)-K(x)I dx < C y#0

J|X|>2+>'|
Entonces:

a) T es de tipo débil (1,1)

b) T es de tipo fuerte (p,p) 1 <p<w

c) T lleva continuamente H;t(A) en Ll(B)

d) T lleva continuumente L¥(A) en B.M.O. (B):

e) 57 r=» , a),b) y c)son ciertos y ademds T lleva Lw(A) en Lm(B).

Antes de pasar a la demostracién damos un ejemplo de un operador que se
ajusta a esta situacidén. El ejemplo es la transformada de Hilbert y es don
de se inspira en cierto modo una gran parte de la teoria de integrales sin
gulares.
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Sean A=C , B=C y la funcién K(x) = i%"

Se demuestra (ver Stein-Weiss) que la transformada de Hilbert

HE(x) = lim & £ gy

e>0 " J|x~y|>e x-y

estd definida en casi todo x para funciones integrables y ademis -f — Hf

es un operador acotado de LZ(R) en si mismo.

Si f e Lg(R) es claro que

HE(x) = lim ~ I £ gy = 1 J £ 4y x ¢ sop £
>0 v |x—y|>€ X-y m X-y
Ademis |§%;-— % <2 {le si |x| > 2|y| y en particular
x|
| - Lax<c
|x|>2]y| ¥V ¥

DEMOSTRACION DE (6.1). La demostracién de a)} y b) se encuentra esencialmen
te en el trabajo de Benedek, Calderdn y Panzone.
CASO 1 <r < ». Dada f € L;(A) queremos estimar la medida del conjunto

{x: |TE)| > A}

Consideramos la descomposicidén que se asegura en (3.1) para A y f y estima
remos las medidas de

{x: |Tg(x)] > r/2} y A{x: |Tb(x)| > A/2}

r r
[{x: [Tg(x)| > A/2}] = [{x: |[Tgx)|" >2—r}| <i—r JR“ ITg(x)|T dx <
2" r _ 2" r-1
< S0 letlTax = Te le() "7 lgx)] dx <
R R
c 2% at! c

< IR“ lg(x)| dx < 3 JR“ [£(x)] dx

)\r
donde hemos denotado por C a distintas constantes absolutas.
Como f € L:(A), by bj también seran funciones de L:(A) en particular es-
tin en Lr(A) y ademis

ol = § ol

es decir b = } bj en LY(A) y por las hipétesis sobre T se tendra
i)



Tb = § Tbj en LT (B), por consiguiente Th(x) = ¥ Tbj(xj y [Th(x)] <
j k]

) |Tbj(x)] en casi todo punto x.

J
Para estimar la medida del conjunto

E, = {x: [Thb(x)| > %}

se consideran los cubos Q? concéntricos con los Qj que asegura la descom-
posicidén (3.1) y con radio doble.

Entonces

[yl = 1By 0 (v QN el + |E, n epl <

< [Hx e Wan T | > | + vt <
j o3 j 3

<2 J ITb(x)| dx + § |Q*] <
(Y o*)° i !
i 3
<ED] o Imieol axe ] 20 o
idwWaen j
J

Teniendo en cuenta iv) en (3.1) se tiene

, 2 2" c
(6.2) B, | <5 1 o ITh.(x)] dx + £l
i Vaen J
3 J
Falta solamente estimar
|Tbj(x)| dx

J 6 one
(g Q?)

de hecho estimaremos algo mayor, como es:

f(Q#)C |Tb, (x) | dx

Sea Q; uno de los cubos con centro yT.

Si x ¢ Qj , Tbj(x) = JQ K(x-y)bj(y) dy. Como bj tiene integral cero se
i
podrd escribir
) = [ Ky KGeyD) b o) ay
Q.
J

Integrando en (Q;.‘)c con respecto a X:

[ omgeortac<] ey keeyD b0 ] dy ax -
(@n¢ Y @ Joy J
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[ bt [ ke xeeydy ax ay -
Qj (Q?)

J Ib. (y) | J CK(x-(y-y3)) -K(x) | dx dy
Qj J (Q;.‘)c-yJ

Pero lx| = |x+yj—yj| >2r y |y-y}| <r luego teniendo en cuenta la hipé-
tesis (Hl) tenemos:

(6.3) |Tbj(x)[ dx < C J |bj(x)] dx

c q.

(Q?) ;

Teniendo en cuenta (6.2) se obtiene

FEy | < % o) J Ib.(y)| dy + 27 S, <
P j A 1
j Q.
J
2 C C
<XCA§1%|+fx”ﬂ1<x“M
donde las dos Gltimas desigualdades se deben a iii) y 1iv) de (3.1).

Hasta agqui hemos obtenido que T es de tipo débil (1351) el teorema de inter
polacidén de Marcinkiewicz nos asegura el tipo fuerte (q,q) para 1 < q < r.

Para obtener el tipo fuerte para indices mayores que r, Benedek, Calderdn
y Panzone usan dualidad observando que, gracias a sus hipdtesis sobre K,
puede asegurarse que el operador T*, adjunto de T, debe de ser esencialmen
te un operador del mismo tipo que T con nicleo K(x) = K*(-x) que también
verifica (Hl). En nuestro caso no puede asegurarse en general que T* manda

funciones en funciones.

Las técnicas desarrolladas en la seccién 5 nos permiten hacer la demostra-
cidén sin el uso de la dualidad. Para ello basta demostrar d) f aplicar el
resultado (5.8).

Dada f € Ly(A), Tf € L™(A) LiOC(A) por tanto para ver que Tf € B.M.O,

basta ver que para todo cubo Q

1 J |TE(x)-a.]. dx < C Il £l
Q] e R ”

donde aQ es una constante (aQ

Sea Q* el cubo concéntrico con Q y con radio doble.

€ B) que depende del cubo.

Sean fl(x) = f(x) XQ*(x) y fz(x) = f(x) - fl(x)

1

| ITf(x)-a.] dx < —— | |T£, (x)] dx +
JQ. Q lQl fq '

; ,
|TE, (x)-a . | dx
lal IQ z Q
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Gomo T es acotado de Lr(A) en Lr(B) es:

N

1 1 T 1/r 1/r!
— 4 |TE, (X)) dx € — ( [TE (x) | dx) Q]
Q| IQ ! o] JR“ '

[1/1‘

< Cclfl_ |0 <cIfl

Para la estimacidén del segundo sumando tenemos en cuenta que como X & sop f2
y £, € LO(A)
TE, () = JR“ K(x-y) £,(y) dy

si X es el centro de O se elige ag = J a K(x-y) fz(y) dy con lo cual
R
( _
1—J |T£, (x)-ag | dx <—]—J J L IKGey) -KE-y) 15,00 ] dy dx <
lal ‘e Q] 7q /%
<l —— [ f K(x-y) K (X-y) [dy dx =
Q] Yo 7%
-, J J_ KO- (®-x) K | dy dx < C €l
[Ql ‘o ‘x-(a*)

donde en la Gltima desigualdad se ha tenido en cuenta la hipbtesis (Hl)'
Falta demostrar c). Para ello basta ver que para todo dtomo a |Tall| < C.

Supongamos que a es un dtemo soportado en el cubo Q, el comportamiento es
como los bj y los cubos Qj por tanto se puede obtener de modo andlogo a
(6.3) que

J . [Ta(x)| dx < C I . la(x)| dx < C
(Q*) (Q*)
por otro lado

1/¢!

[Ta(x)}| dx < [|Ta||r | Q* | <c ”a“r !Qll/rv <

JQ*
g
1l

l/r |Ql1/r' < C.

<C Q]
CASO r = =,

Se procede como en el caso 1 < r <. La funcién g estarad en L:(Rn) y por
tanto
ITglh, < gl <C A

por consiguiente

[{x: |TE(x)] > 2CA}| < |{x: |Tg(x)| > CA}| + |{x: |Tb(x)| > CA}| =
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= |{x: |Tb(x)| > CA}| <

>0

N

(6.4) NOTA. El apartado d) del teorema anterior sugiere la siguiente pre-
gunta. (Es T un operador acotado de Lw(A) en B.M.0.(B)? La no densidad de
L:(A) en L”(A) hace que la respuesta a la pregunta anterior pase necesaria-
mente por una definicién de T sobre las funciones de L¥(A). Una manera de

hacer esto es la siguiente: (ver Coifman-Meyer).

Para £ € LY(A) definir Tf como la clase de equivalencia médulo constantes
de las funciones x — F(x,x'} con x' recorriendo casi todo x. Donde

F(x,x') es la funcién definida como sigue:

Sea Q un cubo que contiene a x y x', sea f1 = f.XQ* y fz = f-f

<

1
F(x,x') = Tfl(x)-Tfl(x') + J (K(x-y)-K(x'-y)) fz(y) dy

la integral es absolutamente convergente por ser £, €L” y verificar K la

condicién (Hl)'

La definicidn de F no depende del cubo Q y ademds F(x,x')-F(x,x") es una

constante como funcién de x, con lo cual la definicién de Tf tiene sentido.

Con esta definicidn de Tf, el hecho de que Tf € B.M.0O, sigue el mismo cami-
no que el usado para la demostracidén de d).

Dado un espacio de Banéch A denotaremos por Zq(A) al conjunto de sucesio-
nes de elementos de A tales que la sucesidén de sus normas esté en £%. Es
decir

q - g . o q
£3(A) = ({a 3, < A: {Jo |}, € £%}
El espacio vectorial Kq(A), 1 € q < », es de Banach con la norma

o M= I {]a_|}
q nio g

El teorema (6.1) se automejora y puede enunciarse el siguiente

(6.5) TEOREMA. SZ¢ T es un operador que satisface las hipbtesis de (6.1) y
1 < q <», Entonces es:

a) |{x: § IT£, ()3 > 29} < § u(g ENNORATN

qy1/q qy1/q , ®
b) ||(JZ lele) Ilp<cp ll(jz |fj|A) "p , 1 <p<

1
9 I ITE DUy 0. <C g £ 1H
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at

y1/q <
) u(% ITE I, < c ILE i

Donde C,Cp denotan constantes absolutas que no tienmen porque ser las mis-
mas en zada caso y las desigualdades ocurren siempre que el miembro de la
derecha sea finito.

DEMOSTRACION. La demostracidn consiste en ver que el operador T definido en
L:(ﬁq(A)) por TF = (Tfj)'es un operador que satisface las hipbtesis del
teorema (6.1).

En primer lugar como T es acotado de LY(A) en L9(B)

* q q
(*) f % lej(x)[ dx < C f § |fj(x)| dx

por tanto si F = (fj) S L:(Kq(A)) ?F(x) € 29(B) para casi todo x. Ademis
la sucesidon de funciones simples SN(X) = (Tfj(x))?=1 tiende a TF puntual-
mente. En otras palabras T manda Lz(ﬂq(A)) en {medibles £9(B)-valoradas}.
La desigualdad (*) nos dice que T se extiende acotadamente de Lq(ﬂq(A)) en
L9e%(B)).

Por otra parte definimos la funcidn

K : R"™-{0} —— £(£9(A),29(B))

como K(x) {an} = {K(x).an}.
Es una comprobacidén ver que K estd bien definida y ademis

(**) K (x) I < K(x)
Le%ay, 2%y L(A,B)

Esta filtima desigualdad nos dice que K es medible, pues como K lo es exis-
tird una sucesidn de simples s £(A,B)-valoradas que convergerdn a K(x) en
la norma £(A,B) y en casi todo x, por tanto g;(x) convergeri a i(x) en la

norma de £(£9(A),2%9(B)).

~

Ademds (**) establece asimismo que K verifica la condicidn (Hl).

Falta comprobar finalmente que para F € Lw(ﬂq(A)) y X € sopF se tiene la
igualdad

TE00 = [ Koon) PO ay
0 lo que es lo mismo

(T£, (x))

I {K(x-y) fj(y)}j dy X ¢ sop F
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teniendo en cuenta que sop fj C sop F la igualdad anterior quedari demostra
da si se demuestra

{J K(x-y) fj(y) dy}j = J {K(x-y) fj(y)}j dy x ¢ sop F

Basta tener en cuenta que G(y) = {K(x-y) fj(y)}j es una funcién en L(L%(B))
con lo que las propiedades de la integral de Bochner nos garantizan la GI-

tima igualdad -

OBSERVACION. En el®* caso de que A sea E-convexo, Zq(A) serd g-convexo y la
desigualdad d) del teorema podrd escribirse teniendo en cuenta la nota
(5.9) como n .
1/ 1/
WCEITE 1D <c T 0C T IRE 1D

] i=0 i=1
El teorema (6.1) da acotaciones entre espacios LP(R") para obtener acota-
ciones en espacios LP(w(x) dx,B) para ciertos pesos w es necesario impo-
ner una condicidén mids fuerte que (Hl)' En concreto demostraremos el si-
guiente

(6.7) TEOREMA. En las condiciones que preceden al teorema 6.1.si K es tal

que
(H_) TK(x-y)-K(x)ll <C TLT%:T si x| > 2|y| y#0
X
(W) TKN < Cr1 para todo x
X
entonces

a) T es acotado de Ll(w(x)dx,A) en Li(w(x)dx,B) para todo pesq W de A1

b) T es acotado de Lp(w(x)dx,A) en Lp(w(k)dx,B) para todo peso W € AP
1 <p <=

(6.8) NOTA. El siguiente reciproco es cierto. Si w es un peso tal que la
transformada de Hilbert (en el caso 1-dimensional) o cualquier transforma-
da de Riesz (en el caso n-dimensional) es acotada en LP(w(x) dx) entonces
w e Ap, 1 < p <o (para p=1 se entiende acotacidn (1,1)-débil) (ver Coif-
man-Fefferman)

DEMOSTRACION DEL TEOREMA (6.7). La parte a) se deduce de la parte b) ha-
ciendo unos ligeros cambios en la demostracidén de (6.1) que da la acotacién
(1,1Y-débil a partir de la (r,r)-fuerte.

En concretd queremos demostrar que para f € L;(A) Yy wE€ A1

f

w({x: |TE£(x)]| > A}) < % f.n
R

[£(x)] w(x) dx
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Hacemos una descomposicién de Calderdn-Zygmund para f y A: f = g+b,

La estimacidén de la medida de Lebesgue del conjunto
{x: |Tg(x)| > r/2}

se basaba en el hecho de que
jRn lg(x)] dx < C fRn | £(x)| dx

En el caso de w

1 w(Q.)
[ el weo ax - [ 0o ayl we ax = —3 [ toavi <
Q; Qy I.jl Q IQjI Q;
w(0.)
< i f £ ay < [ 1E ] W) dy
IQjI Q; Q

donde la Gltima desigualdad es por ser w € A;. El argumento usado en (6.1)

se traslada ahora aqui sin mas que tener en cuenta que w € Ar.
En cuanto a la estimacidén de la medida del conjunto
{x: |Tb(x)| > r/2}

se basaba en tres acotaciones:

) Q*] < C 0. |
9 Llgl<c] e

C '
b) oS T f(x){dx
Doyl <%, 1]

C|Tbj(x)[ dx < C J

c) |bj(x)| dx

(Q?) Qj

La estimacién a) en el caso de w (es decir ) w(Q?) <C Yy w(Qj)) es una con
secuencia inmediata de los comentarios que preceden al teorema (4.6).

Con respecto a b) tenemos:

w(Q.) 1 .
I w(Q,) =} 1_jQ.l <c+ ] | £(x) | I~ ax <
g 3 lo.] 3 A JQ. 1Q. |

J J J

w(Q.)

<cz%f |ﬂﬂ|m@dx<c%f [£(x) | w(x) dx
n
Q. R
3
donde la pentGltima desigualdad es por ser w € Al'

En cuanto a c) recordemos que para x ¢ Q;

To, (0 = [ (KGx-y)-K(x-y$)) by(y) ay
%
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luego

[ oot wmax< | poodt | Koy Koy | wixdxey
(@) J Q J (%)

la hipbtesis (H_ ) nos dice que esto es menor o igual que

ly-y3|
C J Ib. ()| J AYYTl L w(x) dx dy
Qj i (Qg)c |x_yJ|n+1
Pero
J W) gy - ¥ J wix) 4. <
c - jn+l L k k=11, . jn+l =
QH° |x=y7| k=1 7027 \g2 [x-y7 ]
J J
< 1 —ter J wix) dx < T 1 CHITE
k=1 (Zkl)n+1 sz - k=1 (Zkﬂ)n+1 3j
3
kn w w(Q.)
1 2 1 1
< w(Q.) = = ) —~+ —3— < Cw(y) oparac.t.p.y € Q.
k=1 (2kgytl T I 28,2y ok o, i
por tanto
J |Th, (x)] w(x) dx < C j b, (x) | w{x) dx
CIIN Q.
3 J

El razonamiento de f6.1) se traslada ahora punto por punto.
Para demostrar la parte b) necesitamos los dos lemas siguientes cuya demos-
tracidén daremos posteriormente:
(6.9) LEMA. (Fefferman-Stein). Sea T un operador en las condiciones del
teorema (6.7) entonces para todo 1 < r < ® gg

Mf(16) (x) < ¢ M, £(x) para todo x, f € Ly(A)

donde MEC) = MCEITY 0 E

(6.10) LEMA. Con las mismas hipdtesis sobre T si w € Ap p>1y fe€ L:(A),

P
entonces M(Tf) € L O(W) para un cierto pg < p.

Estamos pues en situacidén de aplicar (5.7) y asi establecer la siguiente
cadena de desigualdades para w € Ap y f € LE(A)

Jnﬂmﬂwu)h<cflmﬁnmwwu)h <

< c f M* (T£) (x)P w(x) dx < C f M_£()P w(x) dx =
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=C J M £]T )P/ wix) dx < C f [£(x)|P w(x) dx

donde la filtima desigualdad es vdlida para aquellos r > 1 tales que

w € Ab/r y que existen seglin (4.5).

DEMOSTRACION DEL LEMA (6.9). La haremos para x=0 por sencillez de cidlculo.
Comencemos observando que el teorema (6.1) garantiza la acotacidén del ope-
rador T de LP(A) en LP(B) 1 <p < =.

Dado un cubo Q centrado en el origen, sean Q* el cubo con radio doble,

f. = £.X

o«
1 y f2 = f—fl. Como fz € LO(A)

Q*
16,00 = [ K(v) £, ay

Entonces

1 1

1
—_— [TE{(x)-m _(Tf)| dx < —— |T€, (x)-m, (T£f, ) |dx +
| JQ Q lQl Jo . et

Jq|Tf2(x)-mQ(Tf2)1dx

El primer sumando es menor o igual que

2 2 ryl/r 2 r<l/r
—— ITE, (x) | dx < (= T, %) < (=cC [£,17) < C M _£(0)
Q] JQ ! Q] IQ ! I JQ ! r

sumando y restando TfZ(O) en el segundo sumando podemos escribirlo

1
1l

JQ [sz(x)—TfZ(O)-mQ(sz(x)-sz(O))]dx
como x € sop f,
11,0060 ] = I | KO KCy) 500 ay] <
Teniendo en cuenta que el soporte de f2 estd en |y| > 2|x| lo anterior es me-

nor o igual que

¢

Ie~18

| |K(x-y)-K(C-y) [ [£(y) | dy <

k=1 J2k1X|<l—Y!$2

T | x| J l
—_—— f(y)| dy
k=1 (25 x )™ ] <] oy <2 x|

donde la filtima desigualdad se debe a la condicidn H_.

En resumen tenemos

1 1

—_——— [£(y)] dy <
k=1 2% (2K |xp® flyl<2“"1|xl

~18

|TE, (x)-T£,(0)] < C
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1 1
MRS
1 2® @ D™yl x|

AN
O
ic~18

£y [T ap /T <

AN
(@]

il o~ 8
l

Mrf(O) = C Mrf(O)

DEMOSTRACION DEL LEMA (6.10). Si f € L:(A), sop £ € {|x] <R} y |x|] > 2R

| < | K HHED) ] dy < | —C £y ay <€

|yl <k [x-y|® |x|®

yi<R

donde hemos tenido en cuenta las dos hipdtesis (H_)} y (W) sobre el nicleo.

Entonces basta ver que para un pg <p

p
I - j ITE) | © w(x) dx < +w
|x|<2R
y IT = J W) gy < 4w
[x|>2r |x|"Po

(1+3)

1
P 1t
I < (J |T£ (x) | 0 € dx)1+€ l+e. 1+¢e

(| wix) )
|x|<2R
Como T es acotado de L™ en L' para 1 <r <« lo serd para r = p0(1+%) en-

tonces para asegurar que I es finito basta elegir £ de modo que w verifique
la desigualdad de Holder al revés.

Por otra parte

8

wix) « y 1 w(B(0,2k+lR))

<
I z k+1 1 (2k+1R)np0

k=1 J2kR<]x|<2 R |x|"Po Kk

Seglin observamos en capitulo 4 puede verse que si w € Ap entonces
w(B(0,AR)) < C A"P w(B(0O,R))

Entonces ahora hacemos una eleccidén de Py ¥ € tal que w € Ap _g con lo cual
0

k+1

IT<C §J (2°T'R)7F < +w,

Al igual que ocurre con el teorema (6.1), el teorema (6.7) se automejora y

puede enunciarse

37 T es un operador que satisface las hipdtesis de (6.7) y 1 <q < . En-

toneces
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a) S W € A es: w{x:|Tfj(x)|q > 29} < % f (1 |fj(x)|q)1/q w(x) dx
j

b) 5i w e A es: f (g ITfj(x)Iq)p/q w(x)dx < Cp.f (E |fj(x)|q)p/q w(x) dx

NOTAS. (6.11). Si 1a condicién (H_) sobre el nicleo K se cambia por la con-
dicidén siguiente:

Para todo k > 1 y todo y € R"
( IKCx-y) -KGOIT ax) /< ¢ Is (ly ]~
SK(Iyl)

K+1

donde SK([yl) denota la corona ZKIyl < x| <2 |yl v los Cy son tales

que Z CK < « entonces puede probarse que los pesos para los que el operador
1
estd acotado son las clases Ap/r, si ' <p <<=, o las clases A; si

1 < p < r donde por A; se denota la clase de los pesos w tales que

r r- 1 p-1
sup (_]_. J wr‘P) p (L‘ f w P‘l) <C
Q |Q] Q|

ver F.Ruiz 1.

(6.12) Analizando la demostracidn del Teorema (6.1) veremos que tiene esen-
cialmente dos partes. En la primera se hace una descomposicidén de Calderdn-
Zygmund, se usa para la funcién g la acotacién en L' de la hipdtesis y para

la funcidén b se usa la estimacidn:

| [K(x-y)-K(x-y") | dx < C
[x-y'[>2|y-y"|

Mientras que en la segunda se usa para la acotacidn de Y la estimacidn:

J _ _ IK&x-y)-K(x-y)| dy < C
ly-x[>2|x-x|

Algo andlogo ocurre en la demostracidén de (6.5) donde se usan

|K(x-y)-K(x-y") ] < ¢ LY
-y

1]
. HLT Ix-y'| > 2]y-y"|

[x-x|

|K(x-y)-K(x-y)| < C ——=7
Ix-y|

ly-x | > 2|x-X]|

A continuacidn pasamos a tratar operadores dados por nflicleos de dos varia-

bles. Nuestra situacidn general serd la siguiente:
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Sean A,B espacios de Banach y sea
K: R xR*\ {(x,x): x € R"} —— L(A,B)
una funcién medible y localmente integrable fuera de la diagonal.

Sea T un operador lineal de L:(A) en Lioc(B) tal que

i) TE(x) = J K(x,y) f(y) dy f € L;(A) A, x ¢ sop f

ii) T se extiende acotadamente de LT (A) en LT(B) paraunr, 1 <r
Diremos que K verifica la condicidn (al) si

I |K(x,y)-K(x,y')}| dx < C
[x=y"'[>2|y-y'|

Diremos que K verifica (81) si

J _ _IK(x,y)-K(X,y)| dy <C.
|y-x|>2|x-x|

Diremos que K verifica (a_ ) si

- ]
|K(x,y)-K(x,y") | <¢C l—ll—’tl’—n% |x-y'| > 2|y-y"]|
x-y

Finalmente K verifica (B ) si

K(x,y) -K(Ey) | < C I'—|‘+—1— ly-%| > 2|x-%|
X-y

La nota (6.12) sugiere que las demostraciones para nficleos de una
pueden adaptarse aqui, ello en efecto es asi y pueden demostrarse
guientes teoremas con demostraciones andlogas a las de (6.1) y (6
(6.13) TEOREMA. Sea T un operador lineal de Lg(A) en Lioc(B) dado
eleo K de dos variables como se indica mds arriba.
a) Si K verifica (al) , Entonces:
i) T es de tipo débil (1,1)
ii) T es de tipo fuerte (p,p) 1<p<r
iii) T Ileva H. (A) en L'(B)
b) 1 K verifica (B;), Entonces:
i) T lleva L¥(A) en B.M.O.(B)

ii) T es de tipo fuerte (p,p) r<p<®
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Puede definirse T, de modo andlogo al hecho en (6.4), para funciones de

L7 (A) Yy su imdgen esti en B.M.O.

(6.14) TEOREMA. Sea T un operador lineal de L:(A) en Lioc(B) dado por un

nicleo K de dos variables como se indica mds arriba. Si K verifica (B,) ¥
C

ademds [K(x,y) | < -
|x-y]

Entonces:
) MO ) <c, Mg et

ii) T es acotado de LP(w(x)dx,A) en LP(w(x)dx , B) para w € Ap/r;

r <p <o,
(6.15) TEOREMA. Sea T un operador lineal de L:(A) en Lioc(B) dado por un ni
cleo X de dos variables como se indica mds arriba. Si K verifica (0 ) y T
es acotado de Lr(w(x)dx,A) en Lr(w(x)dx,B) para todo peso W € Al' Entonces:
i) T es acotado de Ll(w(x)dx,A) en Li(w(x)dx,B) para todo peso W € Al

’

ii) T es acotade de Lp(w(x)dx,A) en Lp(w(x)dx,B) para todo peso w € Ap
1T <p < o,

Con el procedimiento de obtencidén de la mejora vectorial desarrollado en
(6.5) pueden obtenerse los siguientes teoremas:
(6.13') TEOREMA. Sea T como en (6.13).
a) 87 K verifica (al) y 1 <q<7r. Entonces:

i) T es acotado de L' (23(A)) en Li(£9(B))

ii) T es acotado de LP(£%(A)) en LP(£9(B)) 1<p<gq

ii1) T Zleva H, (£%(A)) en L'(£9(B))

b) SZ K verifica (Bl) y T < q <>, Entonces:

i) T 2leva L(LY(A)) en B.M.O.(£%(B))

ii) T es acotado de LP(LY(A)) en Lp(ﬂq(B)) q<p<w
(6.14') TEOREMA. Sea T como en (6.14) y r < q < », Entonces:

0 e <c Mg, et
£%¢a)

ii) T es acotado de LP(w(x)dx,2%(A)) en LP(w(x)dx,2%(B)) para w € A
q <p <o,

/q’

(6.15') TEOREMA. Sea T como en (6.15) y 1 < q < =, Entonces:
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es acotado de Ll(w(x)dx,lq(A)) en Li(w(x)dx,ﬂq(B)) para todo peso

EAl

ii) T es acotado de Lp(w(x)dx,ﬂq(A)) en Lp(w(x)dx,.tq(B)) para todo peso
W €E Ap, 1 <p <o,

i)

o

(6.16) Las constantes que aparecen en todas las acotaciones de los teore-
mas (6.1),(6.7),(6.13),(6.14) y (6.15) dependen de la norma del operador

T como operador acotado en LY y de la constante que aparece en las condicio
nes (Hl) 6 (H_) segln los casos nunca de la constante de la condicidn (W)

que sdlo se utiliza para saber que una funcidén estd en un cierto espacio

L7 (w(x)dx) .

(6.17) Los operadores dados por nficleos K(x,y) fueron estudiados sistemdti-

camente por Coifman y Meyer, ver tambié&n J.L.Journé.
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7. APLICACION A FUNCIONES MAXIMALES.

n X

Si ¢ es una funcién acotada de soporte compacto y definimos p(x) = §” w(g)

x € R", 6§ > 0, entonces el operador ¢ —— wa , con
(7.1) M, £(x) = sup EEINCI ] B
§>0

es de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p,p), 1 < p < «.

La razdén de todo esto es que si Q es un cubo fijo que contiene al soporte
de ¢, entonces podemos elegir una cierta constante k tal que

le(x)] <k XQ(X) y tendremos

lol

5!

|w6(x)| < k Xo (X)) con Q= {8x: x € Q}

o

por tanto

X
Qs

|£20(x) | < K|Q|[£] = (x) < k| Q| .Mf(x)

Qs

y las acotaciones para Mf serdn vidlidas para Mw.

Las condiciones sobre ¢ pueden rebajarse y asi puede demostrarse el siguien
te resultado debido a F.Zo. Nosotros daremos la demostracidén como aplica-

cidén de las técnicas desarrolladas en la seccidn 6.
(7.2) TEOREMA. Sea v € LY (R™) con

(z)) f sup | (x-y)-¢p(x)|dx < A < o #0
: xl>2ly] 855 78 s Gl ’

Entonces el operador maxzimal M, es de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte

(p,p) 1 <p < o,

DEMOSTRACION. Comencemos observando que debido a la continuidad de la fun-
cién § — f*wé(x) basta tomar un conjunto numerable y denso de §'s para
calcular el supremo en la definicidn de Mw.

Para cada sutconjunto finito J de Q+ consideremos el operador

M;f(x) = sup |f*¢6(x)|
Sed

‘Por la observacién anterior podemos elegir una sucesi6én de J tal que
J
(7.5) Mwnf(x),,,/" wa(x) para todo x,

Por tanto acotaciones para los operadores Méf que sean uniformes en J darin
las acotaciones deseadas para wa.

La idea consiste ahora en ver que el operador Mif se le puede aplicar la
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maquinaria desarrollada en la seccidn 6. Para ello consideramos el siguien-
te operador lineal

T; Lg(dx) — {Medibles £%(J)-valoradas}

£ o—— {frvgd,

El operador T estd bien definido pues

Exp,(x) < IEI_ o l, = WEl ol

Es obvio ademds que HTJf(x)H - = wa(x) por lo tanto acotaciones de
£ (J)

LP(du) en LP(dn) para M, son equivalentes a acotaciones LP(du) en
LP(dy,£°(J)) para T7.
Sea kV: R® — £(C,£m(J)) la funcién dada por

J -
KT(x)A = {og (A},
Esta funcidn es integrable ya que

f 1K Gl dx < j lo GOl dax =

L(c, 7)) L7 (1)

= I sup |W5(X]l dx < J J |¢5(X)l dx < el card(J).
SeJ SeJ

Ademis si f E‘Lg(dx) y x € R"

T E(x) {Exp g0 b, | = {f Leg () E() dylg
R

f
Jon G5 EONTg dy - IRD K (x-y) £(y)dy

Por otra parte

irlen oo =t o0 =
L™ (L% (3)) (1) L
= W R OO = Ese GOl I <
£ ) L L £ (1)
< I NEN, Wegh I =1 NEl el = lell, £l
SRRV S ALED Lo

es decir 1Y es acotado de L en Lm(ﬂm(J)) con constante independiente de J.

Para tener el teorema sdlo nos falta ver que k7 verifica la condicién (Hy)
pero

HKJ(x-y)-KJ(x)de = f sup |¢6(x-y)—¢6(x)| dx <
x]>2]y| Ses

IIXI>2|§I

40



< J sup |os(x-y)-9g(x)] dx <A
|x|>2]y| 6>0

Por tanto el teorema (6.1) nos dice que i es un operador de tipo débil
(1,1) y de tipo fuerte (p,p), 1 < p < = con constante independiente de J
(ver nota (6.18))%

Los comentarios hechos al comienzo de esta demostracién dicen que Mw es de
tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p,p) como queriamos demostrar. -
Teniendo en cuenta (6.5) tenemos el siguiente refinamiento del teorema de
Zo.

(7:6) TEOREMA. Sea ¢ € LI (R™) con

(Zl) J sup |¢6(x-y)-¢6(x)| dx < A <= y#0
: |x|>2]y| &>0

8

Entonces se verifican para ' < q <

a) ez ] My, ()% > a9 <§—7||(JZ €519 9,

b) u(JZ (M¢fj)q)1/qlip <c ||(Jz |fj|°f)”‘1np , 1<p<w
) I gD o< 1 FAREA

d) I (JZ (_waj)q)”qul <cC iio n(JZ |Rifj|‘1)”qu1

Donde C, Cp denotan constantes absolutas que no tienen porque ser las mis-
mas en cada caso y las desigualdades ocurren siempre que el miembro de la

derecha sea finito.

La demostracién del teorema (7.2) sugiere el enunciado del siguiente teo-

rema
(7.7) TEOREMA. Sea ¢ € Ll(Rn) tal que

() sup e (x-y)-¢ . (x)| <C ——le— si x| > 2]yl , y#0
oo §>0 ¢) [ |x|n+l

y para cada J subconjunto finito en R

Ix|™ ( sup leg(x)[) <cC(I)
deJ

Sea 1 < q <« , entonces

a) S7i w € A1
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C
(x: 7 M £, (x)T>21) <-4 R IAGINEARIOR
wix g PRE R X JRn § | i | wix) dx

b) 57 w € Ap , 1 <p <w

/ /
o0 (§ (waj(x))q)P Tw(x)dx < C\.q JR“(§ lfj(x)|q)p % (x)dx

Este teorema es una consecuencia del teorema (6.7). Para verlo basta hacer
un desarrollo como en la demostracién de (7.2), obteniendo que TJ tiene un
nicleo K’ que verifica la condicidn (H_). Por otra parte la observacién
(6.18) dice que la condicién

Ix|® 1K () < c()

asegura las acotaciones de T sin influir en las constantes. Es decir se
tienen acotaciones uniformes sobre TY que dan las acotaciones deseadas pa-
ra M .

(7]

(7.8) LEMA. Sea ¢ una funcidén positiva con soporte compacto, tal que
¢ € S(RY) y ¢(x) = 1 para todo x| < 1. Entonces ¢ satisface las hipdtesis

del teorema anterior.

DEMOSTRACION. La demostracién es un ejercicio de cdlculo, donde usaremos
el teorema del valor medio.

les(x-y)-0s (| = 67" [0 (B -0 ()| <

n+l
< o Il ooty < ¢ gm e ly| —
5 3

|X-9y|n+l

donde la Gltima desigualdad se debe a que

C

Ve (Il < T;T;:T

por ser ¢ € S(R™)

Ademds si |x] > 2|y] entonces

| x

x-oy| > Ix| - oyl > Ix| - |y| > %]
por tanto | |
log (x-y)-05(x)| < C ~;T;¢T
Por otro lado como |x|™|¢(x)] < C se tendra:
_ -0, Xy .« -n ,x;~n; _ C
sup |og(x)| = sup |87 w(3) "< sup Cl67" |3| | = ——
8§20 820 820 [ x|
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Ahora estamos en condiciones de obtener como corolarios de los teoremas
(7.6) y (7.7) los resultados de Fefferman-Stein y de Andersen y John.

(7.9) TEOREMA. (Fefferman-Stein) El operador maximal de Hardy-Littlewood
verifica las siguientes desigualdades vectoriales para 1 < q < =

. 1/ Cq ay1/q
i) [{x: (J (ME.(x))DH Y >} < 3 f (LCE, (x))) dx
i RY

ii) 0 MENDY U <c (g £ DY 1<p<aw
3 J P pP»q j ] P
n
iii) N (MENHY U <c T n(l |R.E DY
- j 1 q .- = i7j 1
j - i=0 j
iv) M manda continuamente Lw(ﬂq) en la clase exp L(Eq)

DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta que si ¢ € S(R™), ¢ > 0, v tiene sopor-
te compacto y ¢ = 1 en el cubo unidad entonces

ME(x) < C M,(|£])(x) x € R"

El teorema (7.6), el lema (7.8) y la nota (5.7) dan el resultado.

(7.10) TEOREMA. (Andersen-John) El operador maximal de Hardy-Littlewood
verifica las siguientes desigualdades vectoriales para 1 < q < =
i) 87 w € Al
q q Cq qy1/
mm2|m#m|>x}<7¢n(zu“m|)qwu)u

] R ]

ii) S7i w € Ap , 1 <p <o

ayp/q ayp/q
FOREASIDLANOL T JRH(E £, 60 | P/ (x)ax

La demostracidén se sigue como en el teorema (7.9) del lema (7.8) y del teo-
rema (7.7).

{(7.10) NOTA. Los teoremas (7.9) y (7.10) tienen una consecuencia obvia y es
que todos los operadores que estdn mayorados por el operador de Hardy-Little
wood verificardn el mismo tipo de desigualdades vectoriales, este es el ca-

so del maximal Si de los operadores de Bochner-Riesz Sg para & > Lﬂéll donde

2 5 . .
ng(x) - (1 - —5%_) Fx) e2Mik.x
|K| <R R
8 . 8
y S.f(x) = sup |SRf(x)[

QO<R<»
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Otro ejemplo de este tipo seria el operador maximal de Stein (ver Stein-

Wainger)

Mf(x) = sup |Mtf(x)|
t>0

donde Mtf(x) 2

este operador se demuestra

f(x-ty) do(y)

que es de tipo fuerte (p,p) para p > H¥T

Para ello se construye una

es la funcidén maximal (por

familia analitica de operadores Ma que para o=1

tanto valen las desigualdades vectoriales de

- n

(7.9)) y para a > 1 > Se prueba una acotacién en L? que se extiende d: mo

do automdtico a valores en 2. La apelacidén al teorema de Stein de interpo-

lacidén de familias analiticas de operadores (ver Stein-Weiss) da

ay1/q a,1/q
N Me |27 <l €51

1 <p,qg <=

El método desarrollado para el operador maximal sirve también para otros

operadores que no estdn mayorados por el operador maximal.

Por ejemplo si consideramos el maximal a lo largo de una curva y(t) (ver

Stein-Wainger)

h
ME(x) = sup ¢ f £(x-v(t)) dt
h>0 0
al a
donde la curva es y(t) = u,..

barse el siguiente

(7.11) TEOREMA.

i) NQ)
j

)

J J

ii)

| {x

La demostracidn de este resultado para el caso

Wainger.

La primera observacidén que debe hacerse es que
hasta aqui (funcidén maximal, descomposicidén de
Benedek, Calderdén y Panzone y teorema de F.Zo)
norma habitual ea R™ por la "norma"

1/a;
x| = max [xj] i
1<i<n
esta "norma'" engendra una seudodistancia en la
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., t un) con 1

y1l/q « q
[MES 1™ T < c) M(JZ £,

ME. |9 > 29 <&
| le > AT} X H(Z IfJ

=a; <. <a, puede pro-
l/qﬂp 1 <p,q
.|q)1/qlll 1 <q <

escalar puede verse en Stein-

toda la teoria desarrollada
Calderdn-Zygmund, teorema de

es valida si se cambia la

que los '"cubos'" son rectdngu



los, y ademds si se define la dilatacidén no isotrépica

3.1 anp

§(x) = (6 S S n
es claro que |8(x)| = &|x|. En este orden de ideas el teorema de F.Zo es vi
lido para ¢6(x) S w(d_l(x)).

La demostracidn concreta de (7.10) en el caso escalar es conducida del mo-
do siguiente (ver Stein-Wainger, Guzman 2).

Se considera la siguiente modificacién del operador M

Mef(x) = sup IMﬁf(x)!
h>0

2h
donde MO£(x) = + £(x-v(t)) dt
h h,

se comprueba que (Mﬁf)A(S) m(h(£))E(E) con

2 .
m(g) = J e-ZTTl'Y(t),E dt
1

se definen para cada z los operadores Mﬁf tales que (MEf]A(E) = mz(h(E))%(E)
con m (&) = (MEY+(1-n(E))]|&]|®Im(E) con n € C:, n=1 en un entorno de 0.

Y se considera el maximal
MZ£(x) = sup IM;f(x)I
h
Se verifican los siguientes hechos:

HECHO 1. Si -a < Re(z) < 8 el nlcleo M* tal que Mif(x) = f*ME verifica la
condicidén (Z) de (7.2) para 1 <p < =,

M? es acotado de LP en LP.
HECHO 2. Si Re(z) < % , M? es acotado de L? en si mismo.

HECHO 3. Todas las normas crecen polindmicamente en z por tanto el teorema

de interpolacién de Stein da la acotacién de M® de LP en LP para 1 <p<w.

HECHO 4. La acotacidn de MO da 1a acotacién de M debido a las siguientes

identidades
h h 2s
sup Mgf(x) 2 sup % J Mof(x)ds = sup % J %? J f(x-y(t)) dt =
h>0 h +J0 8 h s s
h t - 2s h
- supif [ fGevenar [ S [Tae [ fxeve & >
h 0 t/2 h t/2

45



h
> sup 1022 jo £(x-y(t)) dt
h

donde 1la Gltima desigualdad es cierta para f > 0.
Para obtener las desigualdades vectoriales basta observar dos cosas:

I. Del Hecho 1 se deduce por (7.2) que para -a < Re(z) < 0 M? es acotado
de LP(£Y) en LP(£Y) 1 <p,q < =.

I1. Toda acotacidn en L2 (como la que se da cuando Re(z) < %) tiene una ex-

.. .. 2 . .
tensidén trivial a £° sin variar la norma.

El teorema de interpolacidén de familias analiticas da finalmente el resul-
tado.

(7.12) NOTA. Para la transformada de Hilbert a lo largo de curvas, es decir

HE(x) = v.p. T‘T—J ) £y @) gy

a a
con y(t) = (t 1ul,...,t nun), se tiene un teorema anidlogo al (7.10),1a de-

mostracifén consiste al igual que en ese caso en una interpolacién entre

una estimacién en L2 y otra en LP que con nficleo verifica la condicién (Hy)
de (6.1) l1lo cual da la extensidén vectorial.
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8. TEORIA DE LITTLEWOOD-PALEY.

En esta seccidn nos limitamos a R por sencillez de cdlculo.

Sea f € LP n Lz(dx), 1 <p <o, y sea I un intervalo de R. Denotaremos por
SIf a la funcién tal que su transformada de Fourier sea

(S;£)7(8) = x;(8) £(&)

El teorema de Plancherel asegura que SIf existe y ademids que SIf € Lz(dx).

Puede probarse el siguiente:

(8.1) TEOREMA. s f € LP n Lz, 1 <p <®, entonces es

Is £ <c_ Il
1% P p
con constante Cp independiente de f y de 1.

DEMOSTRACION. Sea Hf la transformada de Hilbert de f.

Si 1

(0,~) basta observar que
1 .
SIf =5 (f+iHf)
Si 1 = (a,»)

S_f =

(f+i62ﬂix.a H(e—Zﬂixa £))

—
[SSTE

Si

—
1]

(a,b)

SI = S(a,w)'s(—m,b) -

(8.2) TEOREMA. Sea {Ij};:_w una sucesidén de intervalos de R y {fj} una su-

cesidn de funcioneé en L2 N Lp(dx). Entonces es:

hcy o Isp £ M

2.1/2
<C f. 1 < < ®
I. 73 p P "(§ | J| ) ”p p

DEMOSTRACION. E1 hecho de que H es un operador en las condiciones del teo-
rema (6.1) nos permite asegurar:

2

1/2 2,172
(8.3) ll(JZ IHij ) up <cp II(JZ Ifjl )

{ 1 <p <=
P p

Si todos los Ij son del tipo (aj,w) entonces

£+ ieZ'nixaj H(e—ZHixaj fj)
£) = (-2 )
i 2

(S;

Por tanto teniendo en cuenta (8.3)
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2y172y

2,1/2
S. £, <C f.
u(%! I, IO < ¢ ”(§ | £51 >

En el caso general Ij = @aj,bj) basta observar

S f. =S - S f.
I. ., -0 A [ ]
P (aJ, ) ( ,bJ) h|

Nosotros estamos interesados en una familia especial de intervalos en R.

[ZK’2K+l] K+1]

En concreto la familia de intervalos co <K < 4wy [—ZK,—Z
-0 < K < +o, A esta familia que forma una descomposicién de R—{0}, en el
sentido de que los interiores son disjuntos, se la llama descomposicidn

diddica de R.

A la familia anterior se le suele denotar por A, y a los intervalos se los

llama intervalos diddicos.
El teorema de Plancherel permite afirmar que

2 1/2”
L2

(8.4) T Is,£1%) =Ifl, £ e L’
Ieh

2)1/2

Es decir la aplicacién f —— ( ) ISIf| es una isometria en Lz(dx).

Ied
Lo anterior puede también verse como una isometria entre Lz(dx) y Lz(dx,ﬂz)
dada por
£ (sIf)IeA

Esta manera nos va a ser especialmente fitil para demostrar el siguiente

(8.5) TEOREMA. Sea f € LP(dx), 1 < p < ®, entonces

2y1/2
fll_ < S.f <c_If
<p I IIp H(IgA [ £17) Hp » l Hp

donde cp, Cp son dos constantes independientes de f.

Supongamos que hemos probado el siguiente:

(8.6) TEOREMA. Sea v € S(R) tal que $(0) = 0 y $(E) = 1 8% £ € [4,1]. Defs

nimos para cada f € Lp(dx) 1 <p <o la funeidn

oo

6£0) = (I o jae0l®Ht/?

- 0O

con ¢ .(x) = ij(ij)
23

Entonces es
HGEll . < Cc_ £l
P p P

Veamos como se deduce el teorema (8.5) a partir del teorema (8.6)
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DEMOSTRACION DE (8.5). Como ¢ . (&) = %(ﬁg) entonces v .(g) = 1 si
. . 2 2 2
£ € [23—1,23] por tanto

S. f£=S. (¢ .xf) si I, = [237} 29
Ij Ij 23 h

los teoremas (8.6) y (8.2) nos dan

(8.7) H(Z 1S;
J J

£1HMY2 <c
p P P

Para obtener la desigualdad contraria observar que (8.7) dice que el opera

dor f — (SI_f)j es acotado de LP en Lp(ﬂz), por tanto el operador ad-

] o

junto (fj)j D Z SI fj serd acotado de Lp'(ﬁz) en Lp' , 1 <p' < o,

j=1 b
Es decir

i 2,1/2
(8.8) 7 S, £, <cC_, (Y |£. ]9

. I, ' ' i '

j=—om i J P P 3 3 p

donde la desigualdad vale para fj € S(R) en principio y luego se extiende

]
para fj e LP (R) siempre que el miembro de la derecha sea finito.

Si en (8.8) hacemos fj = SI f tenemos
4o 3
IS, fo <c,u( Is, £1HYA,
.- . p p ; I.
== J J J
+o . 2
Pero P s, £=f si fel? nlL
j:-oo j

Por tanto se tiene

el o, < C_, () IS
- I
P P i 3

f]z)l/zup, feLr nL?

La desigualdad se extiende a toda f € LP . -

DEMOSTRACION DEL TEOREMA (8.6). La idea consiste en tratar al operador

£ — s Tf = (¢ .46)%%
23

J=—m
como una integral singular Zz—valorada y ver que se ajusta al modelo del
teorema (6.1).

Para verificar todas las condiciones necesitamos poner de manifiesto unas
propiedades de v que enunciamos como Lema y cuya demostracidén daremos pos-

teriormente.
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(8.9) LEMA. SZ ¢ es como en (8.6) entonces es

+ A 2
i) I e ;(®)|°<C

j=-w 23
i 2.1/2 C

i) (1 e ;1% < =
j:—no 2 le

.. e 2,1/2 ly| )

iii) (] e x-y)-e ()T <C s st x| > 2]y
je-= 2 2 x|

C es una constante absoluta.

Veamos que Tf = (‘pzjﬂrf)ﬂo se ajusta al teorema (6.1).

j:-oo

Si f e L:(dx), Tf(x) es una funcidn 22(2)—va10rada, pues teniendo en cuen-

ta la parte i) del Lema se tiene

+00 +oo
[T de ol a1 [ e sl ax -
R j=-o 23 j=-o /R 23
+co ~ ~ 9 N 9
= 1 f le . (E)E(E)|%dE < C f [£(8)|° dg = c Ifll,
j=-o 'R 23 R
+ oo 2
por tanto | j*f(x)l < +» en casi todo x.
j=-w 2

Tf es una funcidén medible, para ello basta ver que la funcién

x — <Tf(x),&> es medible para todo £ € KZ(Z) {por ser Kz separable). Si

+ o0 +oc0
£ = {a.} <Tf(x),€> = z ¢ .xf(x).0, = Z a. ¢ .xf(x) que es medible
j je-w 23 I y=ie 323

trivialmente.

El operador T se extiende acotadamente de L2 en Lz(ﬂz) pues hemos visto

mids arriba que

+00
J I e £ |° ax < c Il
R j 23

= -0

Por otro lado definimos la funcién K: R —» £(C,£2)

K(x): ¢ — £%(2)
A —— K(xX)A = (¢ .(x).2);
23 J

Esta funcién estd bien definida como se deduce de la parte ii) del Lema.
En cuanto a la medibilidad, debido a la isometria entre £(C,£2) y 2% basta
ver que X — (¢ j(x))j es medible y para ello basta ver que

2

X — ) o ¢ .(x) es medible para toda (a e ¢? y eso es obvio.

j 23 J)J
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El hecho de que K sea localmente integrable fuera del origen es una conse-
cuencia de la parte ii) del Lema.

Por otra parte el apartado iii) del Lema dice que K verifica la condicién
(H_.), en particular verifica (H)).
Porn filtimo s6lo nos falta ver que K es el nlicleo de T. Para ello sea f € L:

+ oo

TEG) = (o wfe T = (] v entman]i,

Si x ¢ sopf se tiene

J K(x-y) f(y) dy = J (¢ .(x-y)f(y)). dy
R rR®  2J J

Por tanto para f € L: y x € sop £

Tf(x) = JR K(x-y)f(y) dy

El teorema (8.6) se sigue éhora de (6.1) teniendo en cuenta que

ITECON 5 = GEC).

DEMOSTRACION DEL LEMA (8.9). i) Supongamos 1 < |&] < 2

Tlecz g2 <7 12791 g, <c § 27
0

= C

(=}
or~1 8

donde se ha tenido en cuenta 3(0) = 0 y el teorema del valor medio.

o . . ) o 2 ®  _2j . n 2
Y le(273g) | le23e)|° <] 277 2 gle (i) | <

- 00

o
o

<cy 27 -c.
L

2% €' con 1 < |£'] <2 y por tanto

Tolecz7ie) |2 = T le27itRen ) = Y ez <

-0 - - 00

En el caso general §

ii) Supongamos 1 < |x} < 2

IIxl? e ;)12 =1 123x]? Je2ix)|? =
0 23 0
- T 23x7 25k 2 eI < ) 123k s £ <
0 0 [x|*
1 2 2 L5 2 i 2
LIxl™ e (17 = T 12xI7 eI |7 -
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L - - w -
I 1273x)2 o292 < 127912 )2 <c.
1 1

Caso general x = 2¥ x' con 1< |x'| <2
T2 12 2% ka2 1, j 4k, (2
RS lwzj(X)l = 1 2% 7 J2d e (@77 =
+oco .

= 7 123 1? Je23tRxn) % < c.

iii) Supongamos 1 < |x| <2 y [|x] > 2]y|

) I¢zj(x-y)-¢2j(x)|2 = 7 2@ ey e 23| <
+oo

< ¥ |2j w'(ijj)ijlz con x, = x—tjy , 0 < t < 1.

Como ¢ € S(R™) 1o mismo ocurre con ¢' y seridn:
|2jxj|3 w'(ijj) <c vy ¢'(2jxj) <c

por tanto

had . . [+ 2j 2
2 2 2
I 1223 (@xyl? <] |2 Iyl -
0 J 6 1233 x, 3
J
T © . . 2
- ] s2ce T o2 2l oy <o D
0 27x.]| 0 x|
J
| x| 1
> - lt.y] > - >
pues [x;| > Ix| - |ty > |x| - 0>
1 . . 1 ‘ 2
) IZZJ ‘P'(ZJXj)}’lz < C |y|2 ¥ (223)2 <c IYI4
- - | x|
En el caso general x = 2% x' con 1 < [x'] <2y k€Zysily|l< |§| se
podrid escoger y' con y = 2k y' oy ly'l < l%%L
Entonces
+c0 . . . 2 +o 23 4k f ke 2
I 1@y -e@@0)f = § 2 e @ oy ) e (@I )12 =
J=~w - 00
2k TR L 2(5+k) j+k K 9
= 2 I 2897 (23T (x -y ) e (2T |7 -
- 00
<26 7T |28 (o 2] ey (2 < ¢ 22k Lyl L ¢ Iyl
= 7 L@ Gy e (2x)]T < C 2 LT
B x! x

El teorema (8.5) admite una extensién a valores vectoriales. En concreto si
denotamos
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M) = (] Is £ |H?
IeA

(8.10) TEOREMA. SZ 1 < p,q < », entonces es

v L/gy o v qy1/q
He g Jag [H9 TR A
k=1 k P Koy k p
para toda sucesidn (fk) con (] [fk]q)llq e LP(ax).
k=1

El signo ~ indica que el cociente entre ambos nimeros estd acotado superior

e inferiormente.

DEMOSTRACION. Consiste en ver que los teoremas (8.2) y (8.6) admiten las
correspondientes extensiones vectoriales.

El caso de (8.6) es una consecuencia obvia de (6.1).

En cuanto a (8.2) hay que observar que el operador

tiene por niGcleo K(x) = (F%)j € £(£2,£2) = £®. Este nidcleo es trivial-
mente (H_ ) por tanto existe una extensidn a Kq(lz). De modo que el operador

k k
(£) —— meH, |

verifica

j@dIwﬁuﬂﬁw%wqw<cj(ﬂilﬁuﬂ%q”ﬂ“dx
k 3 ki

es decir es acotado de Lp(dx,lq(ﬂz)) en si mismo por tanto el operador
k k
£7). — (S, £)).
( J)Jsk ( 1j J)J,k
es acotado de Lp(dx,Kq(Kz)) en si mismo.

Por tanto como S; f = S, (v j*f) si Ij =[ZJ_1,ZJ] tenemos que
i j 2

5 ay1/q < 5 qy1/q
II(kZ1 |Afk| ) IIp Cpll(kz1 Ifkl ) IIp

esto nos dice ademds que el operador

(fk)k (SI.fk)k

i »]

es acotado de LP(£9) en LP(£9(£?)) por tanto su adjunto

(fi)k,j — (§ St fi)k

3
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lo serad de LP (29 (£%)) en 1P (2%') 1 <p',q' < =

es decir
+ 00

jja'yl/q’ < ij2yq'/241/q"
I |j§_m stfkl et CP-Q“E(JZ g1 H B

tomando fi =5 fk obtenemos la desigualdad
3

® 'L 1/q" ® q'<1/q"
f q 1 < 1 1 Af T
H(kzl | kl ) ”p Cp ,q ”(kzl | kl ) ”p

En cuanto a las acotaciones con peso tenemos el siguiente
(8.11) TEOREMA. Sea w € Ap, 1 <p <=, entonces

*) ey Isp el ~ 1l £l
IeA LP(w(x)) LP(wx))

es decir su cociente estd acotado superior e inferiormente.
Reciprocamente si para un peso W se da la equivalencia de normas (*) enton
ces w € A_.
p
DEMOSTRACION. Si w € Ap y G es el operador definido en (8.6) entonces G es

acotado de Lp(w) en LP(w). Para ver esto basta observar que el operador T
definido en la demostracidén de (8.6) satisface todas las condiciones del
teorema (6.5), es decir tiene nficleo verificando (H_ ) y (W) y esto es jus-

tamente 1o que se afirma en iii) y ii) del Lema (8.9).

Por otra parte en el teorema (8.2) también es cierto que si w € Ap sea

+ oo
2.1/2 2.1/2
1Oy IS, £ <c (g £
je-o L3 LP(w) Py 3 LP (w)

ello se deduce de que H es un operador acotado de LP (w(x)dx) en LP(w(x)dx)
(consecuencia de (6.5)) y de que el teorema de extensidn de Marcinkiewicz
y Zydmund es cierto para LP(u) con u una medida positiva arbitraria.

Es decir si w € Ap, 1 <p<w, vy razonando como en la demostracién de (8.2)

se tiene que

2.1/2
(8.12) h¢y 1S, £19)°7 71 < C_ £l
;I LP (w) P 1P (w)

Para obtener la desigualdad inversa, observemos que (8.12) dice que el ope-
rador T de la demostracion de (8.6) es acotado de LP(w(x)dx) en LP(w(x)dx,£%)
por tanto su adjunto T* serd acotado de L? (w(x)7P /de,lz) en

Lp'(w(x)-P'/pdx) es decir
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+ 00 .
1y s £, \
d=ec0 Ij 3 P (w(x)'P /de)

<cr Iy e B2 .
Py (w(x) P Pay)

LP
para todo 1 < p' <oy w € Ap.

Recordando ahora que w € Ap si y sélo si WTP'/p € Ap, y haciendo fj = 5 t

obtenemos que J

Nen <c i Is. £15H)My
LP (w) P 1 LP (w)

para todo p', 1 <p' <oy w € Ap,.
Para el reciproco basta observar que (8.11) implica la acotacién en
LP (w(x)dx) de todos los operadores f — SIf y por tanto de la transforma-

da de Hilbert. -

El teorema (8.10) también admite la siguiente extensidén con demostracién
andloga al teorema anterior.

(8.13) TEOREMA. 57 1 < p,q < ® y w € Ap, entonces es:

(**) NC T 1ag | My ~ICT e I
k=1 k=1

LP (w(x)dx) LP (w(x)dx)

y reciprocamente si para un peso W se verifica (**) entonces w € Ap.

Los razonamientos encerrados en la demostracidn del teorema (8.10) permi-

ten obtener el siguiente

(8.14) TEOREMA. SZ7 1 < q < » , entonces:

[{x: ] Jaf, ()| > 2% < c 1 Ifqu)l/qH1V+ e g IHfIq)l/qﬂl)
k k=1 k=1

DEMOSTRACION. Basta observar lo siguiente.
El operador (fj)j —_— (Hfj)j como operador de LP(EZ) en LP(KZ) cumple las

hipdtesis de (6.5) (como vimos en (8.10)) y por tanto por los razonamien-
tos que hemos hecho que relacionan H y SI se tiene que '

[ 3 Isy 81D Y2 >a%<cn g 15159y,
ki k]

Por otra parte el operador f — (wzj*f)j también verifica (6.5) y por tan
to

Joroml sEIDYHYY < e ERR AT g0 LRSI
J

2
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Tomando ahora fi = wéj*fk en la primera desigualdad y teniendo en cuenta

la segunda se obtiene el teorema.

(8.14) NOTA. En R" se entiende por intervale diddico todo intervalo que se
obtenga como un producto cartesiano de intervalos diddicos en R.

Razonamientos de induccién permiten demostrar el teorema (8.5):. Ver Garcia
Cuerva - Rubio de Francia.

Razonamientos de imduccién llevan asimismo a probar que el teorema (8.11)
es cierto en R" si w es un peso tal que

1 .
1 “poT L Pl

1 J p-1
— w(x) dx) £ C
IR| Jgr

(IRI

J w(x)-dx} (
R

para todo rectidngulo de caras paralelas a los ejes (ver Kurtz).

(8.15) NOTA. El1 uso de la teoria de integrales .singulares de funciones va-
loradas en espacios de Banach es clidsico aplicarlo a funciones cuadrado
(ver Stein 1 y Benedek-Calderdén-Panzone).
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9. APLICACION DEL CASO DE NUCLEOS DE DOS VARIABLES. OPERADOR MAXIMAL DE
CARLESON.

En esta secci6n tratamos de obtener acotaciones para el operador maximal
de la serie de Fourier

S*f(x) = sup |Snf(x)|
n

n . .
donde f es una funcidén definida sobre el toro y Snf(x) = Z f(X) e21T1KX
-n

Ciertos tecnicismos hacen mids manejables el operador maximal en la recta,
es decir el operador

(9.1) S*f(x) = sup |SRf(x)|
R>0

donde f es una funcidén definida sobre la recta y

R . ~
S () = j e2TIEX iy g
~R

Para funciones f € LI(R) con transformada de Fourier con soporte compacto

se tiene la siguiente identidad

(9.2) SRf(x) _ ?% {e_ZNiRXH(ezniR.f(-))(x)—ezniRXH(e_zniR'f(-))(x)}

donde H designa a la transformada de Hilbert.

Existe una igualdad contraria a la (9.2), de modo que se puede obtener la
transformada de Hilbert. como una combinacién lineal, salvo factores unimo-
dulares de operadores Sgp- Estas igualdades pueden ser usadas para obtener
acotaciones uniformes de les operadores Sgp» conocidas acotaciones de H y

viceversa.

En el caso que nosotros estamos interesados, usaremos la igualdad (9.2) pa
ra obtener acotaciones del operador S* definido en (9.1), una vez que co-

nozcamos acotaciones del operador

(9.3) T*£(x) = sup |H(e2“iR'

R>0

£(-)) (x) |

Asi el siguiente:

(9.4) TEOREMA. Sea S* el operador definido en (9.1), entonces:
i) S7Z w € Ap, 1 <p <o, $% g5 geotado de LP(w(x)dx) en LP(w(x)dx).

ii) S* manda continuamente Lm(dx) en la clase Exp L(dx).
Es una consecuencia inmediata del siguiente resultado referente a T*.

{9.5) TEOREMA. Sea T* el operador definido en (9.3), entonces:
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i) 51t w € Ap, 1 <p <o, T* es acotado de Lp(w(x)dx) en si mismo.
ii) T* manda continuamente Lm(dx) en B.M.O.
DEMOSTRACION DE (9.5). Comencemos observando que si f es suficientemente
buena y x € R entonces las aplicaciones
R —— Spf(x)

2TiRt
R fe

+ 00 . ~
£(t) dt = J i sigg e2TIEX Frrimy 4

son continuas. En el segundo caso la igualdad es consecuencia de que
HOE()e? ™R ) (5) = -isig £ £(&-R).

Por tanto en las definiciones de S* y T* basta tomar el supremo sobre los
R € Q*.

Al igual que hicimos en la seccidén 7 tomamos los operadores

T*Jf(x) = sup IH(ezniR'

ReJ

£ (x) |

donde J es un subconjunto finito de Q' y basta obtener acotaciones unifor-
mes sobre estos T#” para deducir las correspondientes sobre T*.

Consideramos los operadores T? definidos sobre funciones f S L: como

TE(x) = (H(eTTREC)) 0T,

Como la transformada de Hilbert es acotada de L2 en Lz, cada funcidn
H(eZNiR'f(-))(x) serd medible por tanto como J es finito 17 es un operador
lineal de L: en {medibles ﬂw(J)-valoradas}.

E1l teorema de Carleson-Hunt establece que V 1 <1 <o T#* es acotado de
LY (dx) en si mismo. Por tanto como HTJf(x)Hzm(J) < |T*£(x)| tenemos que los

operadores v se extienden acotadamente de LY (dx) en LT (dx,£%(J)) para to-

do 1 <r < oy las normas de T estan todas acotadas por una constante in-
dependiente de J que es la norma de T*,

En cuanto al nticleo de TJ, consideramos la funcién K7: RPxR® —» £(C,£m(J))

dada por
2miRy
K G,yn = (0 &)
X-Y ReJ

La finitud de J hace que k7 esté bien definido y sea medible.

Ademias como
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1KY Gyl < ] =
£7 () [x-y]

tenemos que

(9.6) 1K (x, y) . <
L(c,L (I [x-y]

y por tanto K7 es localmente integrable fuera de la diagonal.

Por Giltimo si f € L: y x & sop f

. 2WiRy
J - 2WiR~ o/, = e " f(y) . =
T f(x) = {H(e £0)) () 3y {JR —y WYlges ~
f eZ'any J
- JR {—XT}RN f(y) dy = fR K* (x-y) f(y) dy.

. J J . . . .
Es decir T° y K° se encuentran en la situacién general descrita en la sec-

cidén 6, de un operador dado por un nGcleo de dos variables.

Ademas teniendo en cuenta la isometria £(C,£w(J)) o= Zm(J) tenemos que

K oLy K Gyl o = ™RV L Ty <
27 Xy X-y 2%
< |- 2l<e ———'x‘x'z si |y-x| > 2|x-X|
X-y  X-y fx-y|

Es decir KJ verifica (B_) con constante independiente de J.

El teorema (6.14) se aplica y se obtiene
(9.7) M#(TJf)(x) < Cr(M(}f|r)(x))1/r 1 <r <o

(9.8) Siwe€eA 1 <r <p < entonces

p/r

j ITY eGP, w(x) dx < C J 1£0) [P w(x) dx
R Y4 Py

(1

Ademis Cr y Cp pueden suponerse independientes de J ya que s6lo dependen
de la constante de la condicidn (B,) ¥y de la norma de T* como operador de

Lr(dx) en si mismo.

Por tanto como IITJf(x)(Izm(J) =M ex) y MI(|R])(x) < 2MFh(x) (ver (5.5))
tenemos que:

(9.9) W e ) <c mdEMH e 1< <

(9.10) Si w e Ap/r 1 <r <p <<= entonces
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J (T*I£(x))P w(x) dx < C J [£(x)|P w(x) dx
R P Jgr

La aplicacién del Lema de Fatou da como consecuencia
(9.11) Mf(T6) () < C_MCEIDHGDYE 1 <r <

(9.12) Siwe Ap/ 1 <r <p < entonces

r

J (T*£ (x))P w(x) dx < C { | £(x) P w(x) dx
R P g

La parte ii) del teorema se deduce de (9.11) y la parte i) del hecho de que

para todo w e'Ap siempfe existe un r > 1 tal que w € Ap/r. -

(9.13) NOTA. La acotacidn con pesos Ap fue obtenida por Hunt y Wo-San Young
en 1974 para el operador maximal de la serie de Fourier. Dicha acotacidén se

basa en la desigualdad
S* < C(M+T*)

donde M es el operador maximal de Hardy-Littlewood y T* es un operador que

se puede manejar por el procedimiento anterior, concretamente

x-y T 9

T*f(x) = sup \J

Como aplicacidn del teorema (6.14') vemos que el método desarrollado permi-

te deducir acotaciones vectoriales del tipo Lp(Zq) para q < p. Las extensio
nes vectoriales sin restriccidén en q requieren el uso del siguiente teore-

ma (ver Rubio de Francia 2).

(9.14) TEOREMA. Sea A un operador linearizable acotado de Lr(w(x)dx) en st
mismo para todo peso W € Ar’ 1 <r < w. Linearizable significa que dada
cualquier funcidn fO S Lr(w(x)dx) existe un operador lineal U tal que

uf, = |Af,| y |Uf| < |Af]| para toda f € LY (w(x)dx). Entonces es

ryl/r <
@) |Afj|) IIP cp

Iy l£. |5 1<p<ow
F S P

Todo operador maximal es linearizable por tanto teniendo en cuenta el teo-

rema (9.5) tenemos que T* es acotado de LP(2%9) en LP (2D para todo

1 < p,q <=, La repeticién de los argumentos de (9.5) para operadores 77

acotados de Lp(ﬂq) en Lp(kq(lm)) permiten concluir.

(9.15) TEOREMA. Sea T* el operador definido en (9.3), 1 < q < » , entonces:
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i) T* manda L¥(dx,2%) en B.M.0.(t%)

ii) st weA, 1<p<e=, T* ¢s acotado de LP (w(x)dx,£Y) en LP(w(x)dx,2%).

y como consecuencia:

(9.16) COROLARIO. El operador S* definido en (9.1) es acotado de LP(w(x)dx,£%)
enIP(w(x)dx,Kq) para todo w € Ap, 1 <p,q < ». Ademds manda Lw(dx,ﬂq) en
Exp L(£Y), 1 < q < =,

Consideraciones de dualidad nos van a permitir demostrar el siguiente:

(9.17) TEOREMA. Sea w € Al' Entonces para todo subconjunto finito J C QF es

wilx: | J S, f.x)| > <& l£.(x) | d
rRey ¢ R A JR RgJ (O] dx

ccn constante C independiente de J.
Observar que el Lema de Fatou da lugar a:
(9.18). COROLARIO. Sea w € Al’ Entonces es:

f
w({x: s f(x)| >ah <& £ (x)| dx
|R§Q R A JR RgQ R (9]

DEMOSTRACION DE (9.17). En la demostraci6n del teorema (9.5) se vid que los

operadores TJ son acotados de Lp(w) en Lp(w,ﬂw(J)) CON pesos w € Ap. A par-

tir de esto es una comprobacidén ver que los operadores

j 2mTiRx

€
- f )4 dy
—y R( )

TV ({£}) =
R REJ

son acotados de LP (w,ﬁl(J)) en LP (w) con pesos w € Ap,. Ademds la norma

de TJ se puede suponer independiente de J.

J . . .
Los operadores T® pueden ser tratados como integrales singulares con nficleo

de dos variables dado por

¥ R™R® —— £(elq),0) = %)
27WiRx
(x,y) > { -, brer

Este niicleo verifica la condicidén (a,_) por tanto el teorema (6.15) dice que
para todo peso w € A1
eZFin C
[e— f,mari > <E ] 1 gl ax
A JR ReJ

w({x:| J

ReJ X-y
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Si en la desigualdad anterior hacemos fR(x) = e_ZHiRXgR(X) tenemos que pa-

ra todo peso w € A1

w(ix: | ] e?miRx H(e‘“iR‘gR(-))(x)l > 1) <%J I leg(0] dx
RelJ R ReJ

y por tanto apelando a la igualdad (9.2) obtenemos el teorema.

(9.19) NOTA. E1 teorema (9.17) encierra toda la informacidn sobre la serie
de Fourier, ya que por el teorema de extrapolacidén de Rubio de Francia (ver
4.12) se tienen acotaciones de Lp(w,ﬂl(J)) en LP(w) para pesos w € Ap de
los operadores TJ, que a su vez nos reproducen las acotaciones para pesos

w E AP de los operadores TJ de LP(w) en Lp(w,ﬂw(J)) que dan lugar al teore-

ma de Hunt y Wo San Young.
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