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CAPITULG 1.

El nimero complejo. Propiedades topolbgicas del plano complejo. Continuidad
y diferenciabilidad de funciones a valores complejos. Funcibn holomorfa. Con-
diciones de Cauchy-Riemann. Series: criterios de convergencia. Series de poten-

cias. E1 teorema de Cauchy-Hadamard. La distancia cordal.

1. EL NUMERO. Supondremos que el lector ya conoce a los nimeros complejos y
sus propiedades. Esta seccidn es sdlo un repaso informal e incompleto de esos
conocimientos. El conjunto de los nlmeros naturales N = {1, 2, 3, ...} es una
familia cerrada bajo dos operaciones fundamentales: +, x.

Z="A{.0uy -2, -1, 0,1, 2, 3, ...} es una ampliacién en la que también pueden
realizarse las operaciones de suma y producto de dos nimercs siendo el resul-
tado otro nimero en Z. Estos son los nimeros enteros que en el método genéti-
co de introduccidn del nimero que estamos describiendo aparecen como la res-
puesta a la necesidad de restar dos nimeros naturales. La necesidad de dividir
dos nimeros en Z, py g, q # 0, lleva a la introduccién de los ndmeros racio-
nales 0 = {p/g; ps,q € Z, g = 0}. Esta familia es cerrada bajo las operaciones
+, X, -, * con divisor distinto de cero. (El conjunto de los racionales con
sus operaciones definen un cuerpo ordenado minimo: todo cuerpo ordenado K con-
tiene un subcuerpo ordenado isomorfo a Q). E1 conjunto de los nimeros reales
se obtiene extendiendo Q, y como hasta ahora, de manera que se satisfaga el
principio de permanencia de las leyes formales; es decir, en este caso R 2@

y las operaciones, +, x, -, * en R restringidas a Q dan los mismos resultados
que se obtenian antes de la extensidn. En R puede definirse el logaritmo

log10 x, x >0, y el concepto de limite: (1 + 1/n)" —— e. Pero este Oltimo
n -+

es un concepto topoldgico mis que aritmético. Nimeros como m, e y 2 pertene-
cen a R\D.

El nimero real es introducido, por ejemplo, por cortaduras de Dedekind y vale
para ellos el teorema fundamental: si se separan los nimeros de R en dos cla-
ses no vacias A, B tales que todo nimero a € A es menor o igual que todo nime-
robeByR=A| B (cortadura) entonces existe un sblo nimero real r tal que
a sr £b para todo a £ A, para todo b £ B.

La geometria analitica se basa en el principio que dice gue pueden ponerse

en correspondencia ordenada los puntos de una recta y el‘conjunto de nimeros
reales. En términos geométricos entonces el teorema fundamental mencionado

dice que la recta es "continua", y corresponde a lo que se llamd postulado



de continuidad de 1la recta o postulado geométrico de Cantor. Cenceptualmente

es equivalente al principic de encaje. Diremos que {[an,bn]: a < bq},
' i

n=1, 2, +..s s un encaje de intervalos de nimeros reales si a, s 8417

el S bn y b - a, + 0 para n + «, £l teorema dz encaje (de intervales cerra-

dos) dice que existe un y sdlo un nimero real p tal gue a, £p 2 bn para todo n.

(E1 teorema de plenitud y unicidad de los nlmeros reales pusde enunciarse asi:
todo cuerpo crdenado completo K es isomorfo a R. La completitud se define por la
existencia de por lo menos un elemento de separacidn en tado encaje en K).

La familia de nimeros complejos C = {(a,b): a,b € R}, o también C = {a + ib:

asb € R, i = v/-1}, aparece al tratar de extender el concepto de nimero real
de manera que puedan realizarse en C operaciones como aB, ¢ % 0, o resolver

ecuaciones como x2 + 1 = 0. Recordemos que o = (a,b), o & = a + ib = a.1 + b.1i,
es igual a cero si y sblo si a = b = 0. En otras palabras, las "unidades"

1 e i son " linealmente independientes respecto del cuerpo R%. El llamado teo-
rema final de la Aritmética de Hankel asequra que no puede ampliarse mas el
concepto de nimero de manera que se conserven las leyes formales de las ope-
raciones. (Mas precisamente, no existe un sistema de nimeros de mas de dos uni-

dades que feorme un cuerpo conmutativo).

2. EL NOMERO COMPLEJO. Sea a = a + ib = {p,¢] donde o = /;’_ bz, ¢ = arc tg h/a.
¢ puede reemplazarse por ¢ + 2km, k £ Z, en la representacidn polar del ndmero
complejo a. En general fijaremos de arntemano un intervalo semicerrado de lon-
gitud 2m donde se encontrard el argumentc ¢, vg. ¢ € [0,2m), ¢ ¢ (-m,7], etc..

El mbdulo p € [D,®). Cuando @ = 0, y sdlc en ese caso, 0 = 0, y ¢ puede tomar

cualquier valor. Sea |a| := p. Valen:

a) lz1 + 22| S |z1| +‘|22|, y por tanto, é 4

||Z1| = |22|| s !7-1 - Zzl’

b) si z := [p,~¢] entonces |Z| = |z] v Zz
i
2z = |z|° pues,

c)'z1.z2 = [0192, b, + ¢2]s //
124251 = 124 1-1z,1s W x{.,j‘ﬁ
d) 2, + 25 = [(Df + O% - 29102005 w)1/2n ol, Lf - -
2 24
»\

e) i=[1,1/2], i% = -1, i° = -1, i* =1,

f) =i z, % 0, 21722 = 2,/75)




g) parte real de o = Rg t= a, parte imaginaria de g = Iq t=b; z + z = 2Rz = 2a,

h) de |a|2 = a%+ b2 se deduce la ley del paralelogramo (verificarla):

2 2
= 2|z,

2 2
|z1 -z,| %+ |z, + z,| + 2|z, %,

i) el producto escalar de.z,w € C es por definicidn (z,w) := zw, y por tanto
'(Z,W)I = IZ

Identificamos al nimero real x con (x,0). Tenemos

3) [1,9] = (cos ¢, sen &) = (cos ¢, D) + i(sen ¢, 0) =cos & + 1 sen ¢ =

oe

2 4 3 5 . Y .

k) eiw.a = eiw.[p,¢] = [09 ¢ + W]’

1) a = (a,b) = [p,0] = p.el¢ = p{cos ¢s sen ¢) = plcos¢+ i sen ¢); luego,

@w.a=|aLeﬂ¢Nﬂ,

m) e +1 = 0, férmula de de Moivre-Fuler,
- -2i0

n)z=z.e ,

o) sea z *0; 1/z = 1/[p,9] = [%0 6] =0 g aplicacién z + z' = 1/z

pone en correspondencia biunivoca al conjunto lz’l <1 con |z| > 1, lz'] >1
con Izl <1y lz'l =1 con |z| =1, y sugiere la introduccidn de un punto en

el infinito, imagen de z = 0O,

p) sear >0, n€N; (rel®)" = "(el®)" = N, 100 | r"(cos np + i sen ng),
(férmula de de Moivre),
a) n/Reiw .= (ReiW)1/ﬂ - R1/n.(eiw)1/n’

r) (elw)1/n = el(w+dkn)/n, k € Z. Todos los valores posibles del argumento son

% , %-+ %g, cen s %-+ (n - 1)%? » que corresponden a K = 0, 1, vuey N = 13 si
k =n, n+l, ...y o k.= =1, -2, ... vuelven a aparecer los n nimeros distintos:
(1) elW/n.1’ elW/n.elZH/n’ o, elw/n.el(ﬂ—1)2ﬂ/ﬂ.

Los factores de elw/n

en (1) que ¥ € [0,2n).

son las raices n-ésimas de la unidad. Podemos suponer

3. LA ECUACION CUADRATICA. El problema que surge en el campo real al tratar



de encontrar las raices de x2 + 1 = 0 no es otro que el de hallar

(-1)1/2 = (eln)1/2. Y no es en manera alguna un problema especifico de esa

ecuacion de segundo grado. Sea y = ax2 + bx + c, a,b,c ¢ R, a z 0. Hallaremos

los x para los que y = 0. Haciendo x = X - vy se obtiene y = aX2 + d para un

cierto valor de y. Luego el problema se reduce a calcular (-d/a)1/2. Se ve

enseguida gue los valores:-posibles son

(2) -b+ v bZ-Aac.

1,2 T 2a

Las soluciones estardn en C\R si el discriminante b2 - 4ac es negativo. El
método no usa en absoluto el hecho gue los coeficientes sean reales por lo

que (2) resuelve también la ecuacidn de segundo grado a coeficientes complejos.

4, LA PROYECCION ESTEREQGRAFICA. Llamaremos plano de Argand, o Gauss, o

simplemente plano complejo, al conjunto C de los pares z = (a,b), a,b ¢ R.
5i z; = (ai’bi)’ i =1, 2, la distancia entre z, y z, sera

2)1/2

|z1 - 22| = ((a1 - a2)2 + (b1 - bz) . (Asi |z| define una norma en el es-

pacio C asociada al producto escalar (21,22) = 21.;;. 0 sea, topoldgicamente,

C es isomorfo a R x R = R? )

. Cuando al plano de Argand se le asocia un punto
e vinculado con C en la forma gue se describe a continuacidn hablaremos de

la esfera de Riemann. (C |J {~} es topolégicamente isomorfo a la superficie de

la esfera unitaria en R3).
Proyectando desde N sobre C (ver figura 2) la superficie § de la esfera unita-
ria cuyo ecuador se encuentra en C, se establece una correspondencia g en la

gue N <> ®, y que permite definir z + « exactamente cuando su homdlogo P ¢ %

tiende a N,

{(x 4.0

2= (x4lY)e (XlYlo)




A S opuesta de N en I, le corresponde z = 0, y puntos simétricos en la esfera
respecto del planc del ecuador se corresponden con puntos inversos respecto
a lzl =1 en el plano complejo: P + 2z, P! »a => a=1/z. En efecto, utilizan-

do semejanza de tridngulos y que (& + in{g - in) = (1 -z)(1 + ¢) obtenemos:

(3) F=i- +§+ = T'%TE’ (Néz n Pﬁz, ete.),

(4) %:%iéﬂ=;:§n,(@amw%w,

(5) e %N,p}'z dist §N’Z) , (Néb q,NéE).

Luego, z = (€ + in)/(1 - ¢), vy |a.z| = [(£ + in)/(c - in){ =1. 0 sea, a = 1/7.
Ademas

(6) g _ dist (N,P) _ 2 2 St -

x dist (N,z) dist (N,2)° 1 4 %2 + 42

Por tanto, si |z| 2 1, o equivelentemente para ¢ 2 O:

E+jn=__2z-,c:-z-;z_—:-—1-,
zz + 1 zz + 1
(7)
, = &+ dn
=T-7

1 + rla + i + 1
Notando que z(a) = -z(z), 1/7 =a = E gé ) . f - CPTY = 1£+ lc?37] , se dedu-
ce que (7) también define a la transformacidn o restringida al hemisferio sur
de I y cuya imagen es el circulo unitario {|z| < 1}. Ademéas ¢ transforma
circunferencias en £ en circunferencias en Cy o rectas. Si consideramos a las
rectas como circunferencias (degeneradas), o pone en correspondencia circunfe-
rencias con circunferencias. l_a transformacidén es conforme: dos curvas en C

que se intersecan en z y cuyas tangentes allf forman un angulo § tienen imége-

nes en I que se intersecan en P y cuyas tangentes forman también un &ngulo g,

5. EL PLANO COMPLEJG. Llamaremos entorno circular de un punto z, aun con jun-

to BE(ZD) de la forma {z: |z - zo| < g} para algin ¢ > 0, y por entorno de



z, entenderemas cualquier conjunto de C gue contenga un entorno circular de

z . Luego, z >z siy sblo si |zn - zDI —+0siysdlosiz g BE desde un
n-+ow

n en adelante y cualquiera sea e Un entorno (circular) del» serd la imagen

por la transformacién 1/z de un entorno (circular) del origen. Llamaremos

acotado a todo subconjunto M del planoc complejo para el que exista un circulo

Br(O) tal que BI(D):D M. Llamaremos abierto a Eualquier unidén de entornos

circulares: A = | {Br(a)(za): a € A}.

’, _ r) .
Sea I_ un recténgulo [31,n’b1,n] X [az,n,b2 ]y n=1,2, ... . 51

diam (In) — 0 vy In :)In+1 diremos que {In} es un encaje de recténgulos.
n +o

Vale (demostrarlo): existe un (nico punto comin a todos los recténgulos de un
encaje.
Dado un conjunto M < C diremos que z es un punto de acumulacidn de M si para

todo Be(z), Be(z) N M contiene infinitos puntos. E1 teorema de Bolzano-Weierstrass

afirma que todo conjunto infinito y acotado posee un punto de acumulacidn al
menos.

Un conjunto K se dice compacto si ademas de acotado es cerrado. Esto d1ltimo
significa que su complemento O\K es abierto. Se demuestra que K © C es compac-
to si y sblo si todo subconjunto infinito M €K tiene un punto de acumulacidn
en K. 0O también, toda sucesidn {Zn} C K contiene una subsucesidn

{zn } convergente a un punto en K. Teorema de Heine-Borel: un conjunto K es
J

compacto si de todo cubrimiento de K por circulos, | {B8 (ZA): X e A} DK,
A

puede extraerse un subcubrimiento finito: B€ U...U Bs o K. {Nétese que
no exigimos que zy € K aungue, obviamente, la versidn del teorema con esta

hipotesis adicional es eguivalente a la anterior).

Dado un conjunto T & C designaremos con T a su clausura que es la unibn de T
con todos sus puntos de acumulacidn. Si un punto a € ?\J entonces necesariamen-

te eviste una sucesién {:n}cz T tal que z_ +a. T es un conjunto cerrado, y

es el menor conjunto cerrado que contiene a T. Llamaremos disco a la clausura
de un entorno circular de un punto:

B_(a) = {z: |z - a| =1}
Un arco simple S es un arco continuo sin puntos miltiples, es fecir, la imagen

5(t), biunivoca y bicontinua de un intervalo cerrado finito propio t0 £t s t1.

Una curva cérrada -simple, o curva de Jordan, es un arco J continuo con un

s6lo punto miltiple: J(to) = J(t1).



0 sea, una curva de Jordan es la imagen biunivoca y bicontinua de una circun-

ferencia.

Un dominio es un abierto conexo: D es abierto si para todo punto z € D existe
BE(ZO)(: D; D es conexo si para cada par de puntaos 215 2, en D existe un arco

simple gue los une cortenido en D. El famoso teorema de Jordan-Veblen asegura
que el complemento en C de una curva de Jordan J, C\J, estid formado por exac-
tamente dos dominios, uno acotado, el dominio interior, y el otro no acotado,
el exterior. Todo arco simple que une un punto de uno con un punto del otro
interseca a J.

Para saber si un punto z ¢ C\g es interior o exterior basta unirlo por medio
de un segmento con un punto de J {por ejemplo J(to)) y recorrer la curva con
el extremo en J. Si al regresar al punto (J(t1)) el angulo total recorrido es

0 (2m, -2m) entonces z es exterior (interior).

Un dominio Z se dice simplemente conexo si toda curva de Jordan J contenida
en I, J< I, encierra solamente puntos de I, Es decir, el interior de J esta
contenido en I. Intuitivamente, un dominio simplemente conexo es un dominio

sin agujeros.

6. SUCESIONES Y SERIES. Suponemos aqui que el lector esté familiarizado con
los conceptos de supremo (sup) e infimo (inf) de una familia de nlmeros reales
y el de limite de una sucesidn de nimeros reales, y también con los de limite
superior (1im) y limite inferior (lim).

Sea z_ = (xn,yn), n=1, 2, ..., una sucesion de nlmeros complejos, esto es,
una aplicacidn de N en C. z >z siy s6lo si |Zn - zo| + 0, lo gue equivale a

- I d - >
X X5 g, Y Yo g.

Aplicando el criterio de Cauchy a {xn},{yn}, resulta éste mismo pard {zn}:
condicidn necesaria y suficiente para la convergencia de una sucesidn {Zn} es

que dado € > 0 exista n = n(€) tal que para todo p > O, iz - znl <e. En

n+p

efecto, Izn -z | = |xn - xml + lyn - ym[ s 2|zn -z

m m

z esel limite de {z }: z_ = 1im z_. Si {z_} define un conjunto infinito
o n 0 e n

entonces z_ es su dnico punto de acumulacidén. Vale:
Z Tz, W TwT® z +w *rZ rw, ZUW *>zZuw siz*0 %z w /z »>uw/z
n *n n=-n *“nn o Y n’ n/ n /

(demostrarlo).



w n
Seaa.eCy, j=0,1, 2, ... . Recordemos que y a, =t Ssi § = § a.+ S,
N 53 n &)

El criterio de Cauchy aplicado a {Sn} dice que existe la suma de la serie

aj+a; +ta, + ... si y sblo si para todo £ > 0 existe n = n(g) tal que

|an ta gt oees t an+p| < g cualquiera sea p 2 0.
o)

Recordemos que la serie se dice absolutamente convergente si § Iajl =t < o,
0

Si esto ocurre también la serie original converge a un nimerc S, y cualquier
reordenamiento de la misma da lugar a una serie convergente a S {convergencia

incondicional). La convergencia absoluta no equivale a la convergencia simple -

1 1 1
(1 _§+§_Z+'..).

7. FUNCIONES COMPLEJAS. Una funcidn compleja, o a valores complejos, es una

aplicacidén f de un conjunto Df, su domihio, en'C. 5i su valores estén en R< C

diremos que la funcidn es real. Salvo indicacifn en contrario supondremos siem-

pre D, = C. f se dird continua en z € De si z, *zen Df implica f(zn) + f(z).

Es facil ver que f{z) es continua en z = x + iy si y sblo si las funciones
reales Rf(z), If(z) son continuas en (x,y) y que si f y g son continuas en z

y Dg = Dg entonces f t g, f.g, y f/g si g(z) # 0, también lo son.

La continuidad de f en z € De significa entonces que 1lim f(zn) = f(z). Se
z_ -z
n

dice que f es continua en Df si y s6lo si lo es en cada uno de sus puntos. La
continuidad en z, € Df puede describirse en la siguiente forma equivalente:
para todo € > 0 existe un n = n(e) > 0 tal que si |z - Zol <n, z € D, enton-
ces |f(z) - f(zo)| < g, (demostrarlo).

La funcidn f(x) = 1/x, Dy = (0,1), es continua, perc a medida que X, =2, se
acerca a 0, el mayor n(e) posible para un € fijo, es cada vez més pequefio.

Cuando esto no ocurre se habla de continuidad uniforme: f es uniformemente

continua en D si para todo € > 0 y todo z_ € D; existe unn = n{e) tal que

|z - ZOI <n= |f(z) - f(zo)l < g,

TEOREMA DE HEINE-CANTOR. Si £ es continua en el conjunto cernado y acotado A
entonces £ es acotada y uniformemente continua alli,

DEMSOTRACION. (E1 ejemplo precedente prueba que el teorema no vale si A no es



compacto). Dado a ¢ A existe B (a), n = n{a), tal que si 21525 € B (a) N A
vale sup ]f(z1) - f(z | < €. Esto se expresa diciendo que la osc1lac1on de

fenB (a) es menor que g¢. Cada punto a de A lo cubrimos con un' eftorno ‘cifcu-

lar Bn(a)/Z(a)' El teorema de Heine-Borel asegura qus con un nlmero finito de
estos entornos queda cubierto todo A. Sean estos los correspondientes a los
n(aj)/2(aj) 3 %o
Sea n = inf {n(aj)/Z}. Si |z - zol < n entonces z ¢ Bﬂ(aj)(aj) y por tanto

puntos 815 eees 3. Sea z, € A. Existe entonces aj tal que B

[f(z) - f(zo)] < €. Ademés |f(z)]| s sup If(aj)| + €, QED.
J

8. DIFERENCIABILIDAD. Sea Df un abierto. Diremos que f es diferenciable en
f(z) - #(z,)

z - Z
s}

éo € DF si +1€eCpara0< |z - zoi + 0, y que 1 es la derivada

de fenz :1-= gﬁ(z ); escribiremos también 1 = f'(z ).
o dz'"o 0
Es claro que si f es diferenciable en z, entonces es continua en ese punto.

La reciproca es falsa. Por ejemplo, |z§ no es diferenciable en z = 0 ni en

z =1, Arg z no es diferenciable en z = 1.

DEFINICION 1. Sea D{ un dbierto. £ se dice hobomorfa en Df (0 anclitica regu-

Larn) si es diferencialle en todo punto de su dominio.

Si Df = Dg y f y g son holomorfas en un abierto entonces f + g, fegy f/g

para g *0, también lo son y vale:

i) (f+9)(2) = £'(2) + g'(2); (F.g)'(2) = F'(z).g(z) + f(z).g9'(2);
d(f/g) _ f'g - g'f
dz g2 *

ii)

(Estas férmulas valen punto a punto, y por tanto son validas si f y g son sblo

diferenciables en un punto.) La ¢ltima sigue de i) y de

(8) S(1/g) = - igm.

Sea f holomorfa en un abierto que contiene a g(Dg) Entonces w(z) = f(g(z))



es holomorfa en Dg y (cf. §9):

(9) w'(z) = f'(g(z)).a'(2).

M _ Af Ag
Az T Ag " Az

constante en un entornmo de z, Ag = 0 = g'(z) pero también w es constante en

En efecto, si Ag # O, y pasando al limite resulta (9). Si g es

ese entorno y w'(z) = 0, ged.

DEFINICION 2. Una funcidn f se dice holomorfa en un punto a si estd definida

en un entorno cinculan Br(a) donde es holomonfa.

Luego, f es holomorfa si y s6lo si es holomorfa en

Df.

cada uno de los puntos de

DEFINICION 3. Si f es hofomorfa en C decimos que T es una funcién entenra.

Todo polinomio de grado n, P(z) :

funcidn entera. En efecto, basta

n
ver que z lo es.

ves +a, a =0, es una
n’ "o

De la identidad

n n _ _n-1 n-2 n-1

(10) z -z = (z - zo)(z 2 Tz e+ 2 )

n n

z -z, n-1
resulta que _— : >Nz oo Es decir,

0z+2
o
n
dz_ _ __n-1

(11) g, =Nz -

Un teorema de Gauss (que demostraremos més adelante) afirma que en & lo sumo

n puntos de C: P(z) = 0. Sean Zys eves 2. Si 0 es otro polinomic, la funcidn

m

racional Q(z)/P(z) es holomorfa en C\{z1,...,zm}.

9. LOS SIMBOLOS O Y o. Sean f(z) y g(z) funciones complejas definidas en

U= Br(a)\{a}. Diremos que f(z) = 0(g(z)) para z + a si existe una constante

=
[a]

M tal que |f(z)| = M|g(z)]| para |z - a[ < r,s T r; y que f(z) = o(g(z)) si

- 10 -



para todo € > 0 existe ro(e) tal que |f(z)]|

L7

e|lg(z)| cuando |z - a] < r(e).

As{ tenemos, para (x,y) + 0: e** = o(1), 12 o(z), z = o(1),

|z|2 = o/ X2 + y2) = o(}z]). En particular, si f estad definida en un entorno

de z y es derivable en ese punto, o sea, existe el lim af = 1, entonces
0=Az->0 4z

AF = f(z + Az) - f(z) = 1.0z + o(1) Az = 1.Az + o(Az). Si el incremento de f en
z verifica esta relacidn entonces 1 = f'(z).
Supongamos gue la funcidn compuesta w(z) = f(z(z)) esté definida en un entorno

de z y existan ¢'(z), f'(g(z)). Entonces Aw = F(z(z + Az)) - flg(z)) =
f1(z(z)).8c + o(1) Az = £'(2(2))(c! (2)bz + n(Az)) + o(1)az =

= f'(¢(z)).z"(2)az + o(az), y por tanto, w'(z) = £'(z(z)).z'(z), (cf. (9)).

10. LAS CONDICIONES DE CAUCHY-RIEMANN. Sea f diferenciable en z = (x,y) € D, abierto

f(z) = u(x,y) + iv(x,y), u y v reales. Si Az = h real:

flz+8z) - f(z) _ ulx+h,y) - u(x,y) + 1 ulxhyy) - v(x,y)
Az B h h

3 - 1
AU+ i s f (z)

Si Az = ih,

AF _ u(x,y+h) - u(x,y) 43 v0oy+h) - u(x)
- i ih

-i = f1
Az ih > -iuy + v, f1{z).

Entonces
(12) U =V, U = -v en z.

APLICACION. Sea f(z) holomorfa en Br(a) con f'(z) = 0 alli. Entonces

u =V = 0, y por tanto, uy = vy =0 en Br' Luego, u es constante y v también,
es decir, f(z) es igual a una constante.
Vale el

TEOREMA 1. Sea f(z) = u(x,y) + iv(x,y) definida en un entorno de z = (x,y),
Uy v reales. T tiene derivada en 7 si y 5640 i U y v son diferencialles en
(x5y) y satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann (12). Es decin,

(13)  Au = ulxdx,y#dy) - ulxey) = Max + Nay + ol (ax)2 + (ay)?),

(14) Av = u(x+Ax,y+Ay) = v(x,y) = M'Ax + N'Ay + o(|az|),
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(15) Mm=nN'y, N=-M',

N + iN!

En esta situacién £'(z) = f;(x,y) = -if;(x,y) =M+ iM' =

(16) AF = f(z + Az) - F(2) = f'(z2)Az + o(az).

* 11. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1. (16) expresa la diferenciablidad de f en z
que es equivalente a la derivabilidad de f; (13) y (14) la diferenciabilidad
de u y v. En el caso de varias variables la diferenciabilidad implica {pero

no es equivalente a) la continuidad de la funcidn y la existencia de las deri-
vadas parciales en el punto.

a) Diferenciablidad de f => diferenciablidad de u y v:
M+ ipav = FY(z2)Az + o{Az) = (M - iN)Az + o(Az) =

MAX + NAy + i(-NAx + May) + o(v/ (Ax)2 + (Ay)z).

De aqui sigue (15) que son las condiciones de Cauchy-Riemann.

of

b) Diferenciablidad de u y v + condiciones de C-R => derivabilidad de f:

AF = Au + inv= ((13),(14),(15)) =

= max - May + ol (Ax)2 + (ay)2) + 1(M'ax + May) + ol/ (ax)? + (ay)?) =

= (M + iMm')(Aax + iAy) + o(|Az]), ged..

12. SERIES DE POTENCIAS. Sea a e Cyn=1, 2, ...t

TEOREMA 2. @) § a_ es alsolutamente convergente si Tim |an|1/n <1y absoluta-

mente divengente si 1im |an|1/“ > 1.

a

8) Sea a_ =z 0 para todo n, Si lim 0+l < 1 entonces ) |a | < oy 44
n n n

lim |01

=1 a, I >1, ] |la | =
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DEMOSTRACION. a) es el criterio de Cauchy para la convergé%cia absoluta de
series numéricas y b) es el criterio de D'Alembert. Este (ltimo es mas débil
gue el anterior pero en general es mas facil de aplicar. Veamos a). Si

lim |an|1/n <1, existe q € (0,1) tal gue Ianl <q para n 2 n, ¥ por tanto

[=] o
I lal =) q" <, siTim !an|1/n > 1 entonces |a | > 1 para infinitos valo-
n

res de n. Puede demostrarse b) recurfiendo a las siguientes desigualdades

2 1/n

a
(17) Tim 0l

v

Tinja |"/™ 2 Linfa |

\Y)

“
n n

En lugar de demostrar (17) probaremos directamente el criterio de d'Alembert.

a
. == |7
. — [Tn+1 e

Si existe g tal que lim 3 < g < 1 entones ian+1| <aq.l n' desde un n, en
i o n n+1

adelante y por tanto J |a}| = ]an | Y9 < o, Silim 'I > 1 entonces desde
n - o O

0

un n_ en adelante vale |an+1| > |an| y la serie diverge absolutamente, ged.

Una serie de potencias es yna serie de la forma

4
(18) § azs a e C, z e C.

z es una variable y nos preguntamos para qué valores de z converge la serie.
Aplicando el criteric de Cauchy vemos que converge absolutamente si

m |anzn,1/n - m lan'1/r 1/n I I

<1, y diverge si Tim |a [ > 1. 0 sea,

converge si

1

— -‘I/n =: R,
lim |a_|
n

2] <

i7n = lim —-——(77— |a |

y diverge si

Tenemos entonces el
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-1/n

TEOREMA 3 (Cauchy-Hadamard). Seez R = lim |an| . La senie (18) converge also-

Lutamente si |z| <R y diverge si |z| > R.

R es el llamado radio de convergencia de la serie de potencias. En rigor

ésta deberia llamarse serie de potencias alrededor del origen. Una serie de

(o)

potencias alrededor del punto z_ € C es de la forma ) an(z - zo)n y el mayor
n=0

circulo alrededor de zO donde ésta converge tiene radic R. Si en un punto z,

n .

) |an||z - Zol = o entonces |z - zOI 2Rysi|z- zOI > R seguramente esta
0ltima serie diverge.

Para determinar el radio de convergencia es cbémodo aplicar, cuando es posible,
la siguiente regla practica.

TEOREMA 4. Sea @ # 0, n 2 n_. i Ian/ 1| + R entonces R es el nadio de

a
n+

. n
convergeneia de ) az .

DEMOSTRACION. Sea r = lim |a /anl y z # 0. Entonces existe el limite de

n+1

la zn+1|/lanzn| y es r|z|. Luego habra convergencia absoluta si (y so6lo si

n+1
r|z| $ 1) tfz| <1, (T.2,b)). Luego 1/ = R, ged.

Obsérvese que el argumento es correcto aln para r = o,

. . n.n .. . s T 2 B £ B
La serie de potencias z n 'z tiene radio de convergencia R = O; l 2 z tiene

«©
radio R = = ) z tiene radio igual a uno. Si Sn =1 + 2z + ... + 2 vale

0
2§ =z 4 .eu ¥ ;M y resulta (1 - z)Sn =1 - 2™, Por tanto

n+1 © .
4 . Jg_ _1
Sn_1-z 72Z—’]..z’lzl<’l’
n->owog

* 13. LA DISTANCIA CORDAL. En ocasiones es conveniente introducir en el plano

complejo una métrica d equivalente a la euclidea, es decir, tal que [zn - Zol +0
si y sdla si d(zn,zo) > 0, respecto de la cual pueda hablarse de la distancia

de un punto al infinito. Una métrica que responde a estas exigencias es
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(19) d(z1,22) = arc tg :1+-Zf§ ’
172
para la cual valen
(20) 0 sd(zy,2,) s w2,
(21) d(z1,22) = d(22,21); d(z1,22) = 0sii z; = z,,
(22) d(z;,2,) + d(zz,z3) 2 d(z1,z3),
con z; € C U {}. Si 22 = w2z, d(z1,22) = arc tg 1/|z1 . A continuacién

explicamos el significado de ¢ = d(z1,22), sin entrar en todos los detalles.

Consideremos una esfera ¢ en R3 con centro C = (0,0,1/2) de radio 1/2. Esta
serd tangente al plano C = {(x,y)}. Si proyectamos ¢ sobre C desde N = (0,0,1)
obtenemos una correspondencia, que también podemos llamar esterecgrafica, que
tiene las mismas propiedades que la descripta en el parrafc 4. Las relaciones
(7) deberén alterarse de acuerdo a la nueva situacidén aungue todavia el ecua-
dor de ¢ se corresponderd con la circunferencia unitaria en C, el hemisferio
norte de ¢ con el exterior de esta circunferencia, N con «, etc..

La distancia cordal entre 2, ¥ 2y puede

elegirse igual a |A - B| (ver fig.3).

Una métrica equivalente a esta viene da-
A

da por el angulo ACB medido en radianes.
La formula (19) define otra métrica equi-

valente:

(23) dz,,2,) = ¢ = 5= =

= 1g del arco de circuloc méximo AB.

En efecto, si Zy = Xgs Zy = X5 se tiene

(vedse fig. (4):

(24) ¢ = ¢2 - ¢1 =
Xo = X
= arc tg —2 1
1 + x1x2

- 15 -



Se puede demostrar que las rotaciones en g alrededor de C se traducen en

transformaciones de la forma

(25) w=-2*8 m.EE=1.

Bz + A

Para éstas es facil verificar directamente gue forman un grupo y que vale

(19) es entonces consecuencia de (24). La desigualdad triangular (22) se prue-

ba facilmente utilizando en lugar de ¢ el angulo 2¢ = 21C22.

NB. En la inversién de R:'J respecto de B1(N) la superficie ¢ se transforma en

el plano C = {(£,n)} y puntos homblogos en esta correspondencia son también

homblogos respecto de la proyecci6n estereografica recién descripta.
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CAPITULO 2

Integral curvilinea. Te&remas de Cauchy y Morera. Fdrmula de Cauchy. Las fun-
ciones elementales. La funcién za. Convergencia uniforme de funciones holomor-
fas en una regidn. Desarrollo en serie de potencias: el teorema de Taylor. Los
ceros de una funcidén holomorfa. Determinacidn de una funcidn holomorfa por uno
de sus elementos analiticos. Funciones arménicas. El nlcleo de Poisson y su

conjugado en el circulo unitario. La transformacién conforme. Lema de Schuwarz,

1. LA INTEGRAL DE CAUCHY. Sea S un segmento de extremo inicial zZ,y final z:
[zo,z], y f una funcibn compleja continua sobre S. Sea T = {20’21""’Zn =z}
una particidén (ordenada) de S donde z. sigue a Z. 1 al recorrer S de z  az.

Sea £ un punto cualquiera del segmento [zr_1,zr}n Existe un ndmero I tal que

dado € > 0

r-1) - Il <e

N
I; Flg )z, - 2
si max |zr - Zr-1! <n(e). £n efecto, esto es una consecuencia inmediata de
la continuidad uniforme de f. Definimos

J f(z) dz := lim E f(gr)(z -z ,) =1,
o] 1

max |Az| + O T r-1

Sean w e Sy S = [zo,w], S, = [wsz]. Valen las siguientes propiedades para

f y g continuas sobre S, a, be C, -5 = [z,z ]:

0
(T) JS (af + bg) dz = aJS f dz + bJS g dz,
(2) J-S f dz = -JS f dz,
(3) JS f dz = J51 f dz + JSZ f dz.
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Sea {fn} una sucesidn de funciones continuas sobre S que conver ja uniformemente

a f (recordemos que esto significa que dado € >0 existe m = m(e) tal que

Ifn(z) - f(z)| s €sin 2 mcualquiera sea z € S). Entonces

(4) JS fn(z) dz -+ JS f(z) dz.

N
Sea P una poligonal: P = ) Si’ donde los Si son los segmentos consecutivos que
1

la forman. Definimos para f(z) continua en P:

I f dz.
S

i

=12

Jp f(z) dz 3=

Obviamente las propiedades (1) - (4) valen para J . Designemos con |S| la lon-
p

gitud de Sy con |P| := [ |S;]|. Es facil ver que

(5) |j F(z) dz| sM.|P|s M= sup |F(2)]
p zeP
5izy+zen P entonces |F(zj)| + |f(2)]| pues ||F(zj)| - |f(2)]] = |F(zj) - f(2) ],

y |f(z)| es continua en P. Como P es un conjunto compacto, la demostracion co-
nocida en el caso real se aplica para demostrar ques existe un punto p e P tal
que |[f(p)| = sup{|f(z)]

nera

: z € P}, y (5) puede reescribirse de la siguiente ma-

|J f dz| s ( max |f(z)|) x longitud de P.
p zeP

EJEMPLOS. Sean z, Y Z los extremos inicial y fimal de P. Entonces:

J 1dz = I dz =172 -2z,
P p e
Nz +1z N
~ r ¥ % AN 2 2y 12 2
jp R B CRESN RS DRIt 22).
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2. LA INTEGRAL CURVILINEA. Llamaremos arco suave a un arco L de Jordan, defi-

nido por funciones x(t), y(t), 0 st =1, con x,y continuas alli, continuamen-
1
te diferenciables en (0,1), y tal que J (|x(t)] + |y(t)]) dt < . La siguiente
) 0

-’ ’ .
relacion entre numeros no negativos

(5) a2 + b2 <a+bs2 a2 + b2

permite demostrar que la finitud de la (ltima integral equivale a la de

1 1
J 4 x2 + y2 dt. En este caso J vV x* + y* dt es la longitud del arco L.

0 o

Llamaremos curva suave a la suma de un nimero finito de arcos suaves consecu-

A

tivos. Sea f(z) continua sobre el arco suave L. La integral curvilinea de f

sobre L es

1
§ £(2) dz j F(x(t) + 1y(£))(x() + iy(t)) dt =
L 0

1 . -
- jo Lu(x(£),y(£)) + 1vix(£)sy (ENTIX(E) + iy(t)] dt =

= § udx - v dy + i§ vdx +udy, u-=Rf,v=If,
L L

Supongamos que entre 0 =t =1 vy T sT =T SE establece una correspandencia

biunivoca y bicontinua T = 1(t), continuamente diferenciable en el interior de

esos intervalos en ambos sentidos y tal que t(0) = Ty (1) = T,. Entonces

. 1 . .
JT1 F(x(1) + iy(D)(x(1) + iy(7)) dt = JD F(x(t) + iv(£))(X(t) + iv(t))dt
T

0
donde x(1) + iy(1) = x{7(t)) + iy(z(t)) = X(t) + iY(t) describen al arco L.

Esto se expresa diciendo que la integral curvilinea es independiente de la

parametrizacidén del arco. Valen

(7) § (af + bg) dz = a§ f dz + b§ g. ¢z, a,b ¢ C, f,gcontinuas, L arco suave,
L L L
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(8) § fdz = -§ f dz, -L. = arco L recorrido en sentido opuesto,
! -L

[

(9) f dz = f dz + f dz, si L, + L, es un arco suave,
1 2
L1+L2 L1 L2

(10) si fn(z) converge uniformemente a f, todas continuas,entonces

§ f_ dz ~— § f dz.
L N

n-+o/L

Si C es una curva suave, C = L1 + vee + LN’ definimos §

N
f(z) dz :=.} § f(z) dz,
C 1

L.
i

y para la integral curvilinea sobre C valen las propiedades (7) - (10).
Sea P una poligonal parametrizada con el pardmetro longitud de arco. Se tiene

(demostrarlo):
[ f@) oz =f ) oz
p P

Es decir, el concepto de integral curvilinea es una extensidn del concepto de

integral de Cauchy. Por esta razdn, de ahora en adelante, en lugar de § escri-
C

biremos simplemente j . La desigualdad (5) se demuestra ahora asi:

C
1 L] -
(1) |J F(z) dz| = max  |F(z(t)) .J x(£) + iy(t)] dt =
L Dst =1 0
1
= max |f .J /5 + y2 dt = max |f].long (L),
a

desigualdad que se extiende en forma obvia a curvas suaves.
Sea O st s1, L ={(x(t),y(t)}y

t ‘
(12) J := j 2+ )21 et.

0
d es el parametro longitud de arco. Para parametrizar con él a L es suficiente
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« . . e \
exigir que x2 +y° >0en (0,1); asi, cuando t va'de 0 a 1, d recorre el seg-

mento [0, longitud de L] en forma estrictsmente mondtona con derivada positi-
vaen0 <t <1,

DEFINICION 1. Llamaremos anco regular a un arco de Jordan L. definido pon fun-
ciones continuas x(t), y(t), 0 st 51, con decdvadas continuas x(t), y(t),

en 0 <t <1, tales que V X% + y2(t) sea (Linita y) positiva y

1
L) 1= jD /x2(t) + J2(t) dt <

1(L) es la longitud del arco L. Una curva regular serd una suma finita de ar-

cos regulares consecutivos.

DEFINICION 2. Una cuwa de Jondan J = {z(t): 0 £t =1} se dice reconrida en
sentido positive si al pasarn t de B a 1 el nadio vector que une un punto inte-
nion a J con (x(t),y(t)) Larre un dngulo de +2% radianes, Al sentido opuesto
se Lo Llamard negativo.

Por J f(z) dz entenderemos la integral de f sobre el arco J recorrido en sen-
J

tido positivo.

*3, APROXIMACION POR POLIGODNALES. Sea L un arco regular y f{z) uma funcidn uni-

formemente continua en un entorno A de L, vg. A = |J {Br(z): z e L}, r fijo.
Sea {0 = tos tys eees by = 1} una particidn 7 de {0,1] tal que la poligonal

P formada por los puntos {Z(ti)} esté contenida en A. Esto ocurre siempre que
el mddulo M(m) de la particidnm, M = sup (ti - ti—1)’ sea bastante pequefio. Sea

)

T, un punto en el arco de L definido por los extremos z = z(tr), Z.q = Z(tr+1

y Cr un punto del segmento que une esos puntos. S1 M es bastante pequerio en-

tonces la longitud de cada arco (zr,z ) sobre L es menor que n dado y

r+1

t -
lz_ - Zr+1| < n pues J T+ (x(t) + iy(t)) ot = z
‘ t ‘

T

4 = Zpe Ademds, todo punto z del

T r+

t L] L] V
arco: z = I (x(t) + iy(t)) ot + Z_s tr St <t g dista menos que N de
t
T

Z. Si M es bastante peguefio y también lo es n, entonces f oscila en Bn(zr)
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]
menos que €. Ademds 1(P) = § |z ,, - z_| s J |x(t) + iy(t)| dt = 1(L), (y se
0

puede demostrar que 1(P) + 1(L)). Tenemos entonces (con g, en el segmento

D,

[Zr’zr+1

.
j f(z) dz = j F(x(t) + iy(£))(x(t) + iy(t)) dt =
L 0
- LR ey, - 2) + (L) = T Flg)bz, + 0(L(L) €) =

= J f(z) dz + O{L(L) ¢) = J f(z) dz + 0{e).
p p

En consecuencia, J f(z) dz » J f(z) dz si m(w) -+ 0.
L

p

4, CALCULO DE ALGUNAS INTEGRALES. Sea L un arco regular gque une z, con Z, n

entero no negativo:

1
(13) I 2" dz = J (x + iy)™(%x + iy) dt =
L 0
n+1 n+1
_ 1 d (x+i )n+1 o - (x + iy)n+1(t) 1 ) z -z
- 0 dt n+1 - n+1 0 - n+1 *

Si 04 L ynes entero s -2, (13) vale y su demostracién es todavia correcta.
Sea C={a+Rcost+iRsent:0st s 2q} una circunferencia de centro a,

radio R, recorrida en sentido positivo. Entonces

2n

dz __ _ T Rsent+iRcost _ . os
(14) L: - JZ Rcost+iRsent dt = ID idt=2nl.

Sea L un segmento de longitud 2 por cuyo centro T pasa perpendicularmente una
semirrecta con extremo en G. Sean 1/p la distancia de Ta 0, 0 < p <>, a € c\(0}.

1 . 1 .
dz dz ip dy s 1 - ipy
== = - = = ip ) dy =
L z aL z -1 1 + ipy -11 +p°y
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1 P P
=ipj———d%—2=ZiJ ds-2=21arcsen—i—- =
11 +py 01 +s \1+520

2i.arc sen —E— , pues (arc sen x)' = (1 - x2)'1/2,

1+ p2

Sip=1, J d_zz = mi/2 Luego, la integral de 1/z sobre un cuadrado de lado 2

L
con centro en 0, y por lo tanto sobre cualquier cuadrado con centro en O, es

igual a 2mi. Entonces, si Q es un cuadrado con centro a:
(15) J 92 _ omj,
Q

EJERCICIO, Deducir de (13) la férmula

(13,) 1 _ 1 - ]
(w-0)" (uw-a) JL (w - t)m’1

dt, n=1,2, soe o

donde L es un arco regular que une a con b y que no pasa por w.

5. REGULARIDAD DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION HOLOMORFA. Nuestro objetivo es
ahora mostrar que la derivada de una funcidn holomorfa es también una funcidn

holomorfa. Para ello recurriremos al siguiente teorema elemental de Cauchy:

LEMA 1. Sea R un rectdngulo totalmente contenido en un dominio simplemente
conexo A donde f(z) es holomonfa. Entonces

jR #(2) dz = 0.

DEMOSTRACION (segln Goursat). Dividiendo el recténgulo en 4 recténgulos con-

D100

gruentes R e integrando sobre

ellos obtenemos B R
L
I f(z) dz =
| G
L
(JR(‘]) * JR(Z) * IR(EI) + JR(Q))f(Z) dz A i
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. Repitiendo el proceso, - esta

| salf

R

y por tanto, para cierto R1 = R(l), |I
R

vez sobre R1, obtenemos IJ | s AZIJ |, y en general
R R
2

|jR f(z) dz| s an|IR f(z) dz| .

n

Sea s el perimetro de R. Entonces, el perimetro de Rn es s = s/2n. La familia
{ Rj} es un encaje de rectangulos que determina un punto a € R. Si Rn es de

didmetro bastante-pequefio se tiene (cf. (13)):

(18) W) = [F(2) - f(a) - f'(a)(z - a)| <€lz-al, zeR,

JR f(z) dz = f(a)JR dz - af'(a)JR dz + f'(a)JR z dz + L v(z) dz =

n n n n n

=0+0+0+ I Y(z) dz.

Luego,

|j f(z) dz| = e.si = €(s/2n)2 = 32.6/4n:
R

n

|J f dz| s a”.lj | s s%, QED.
R R

n
El teorema siguiente presenta la llamada formula de Cauchy en su forma elemental.

LEMA 2. Sea Q un cuadrado contenido en ef dominio simplemente conexo A donde
f(z) es holomorfa. Enlonces, si a es interion a Q,

(17) f(a) = —1-J ——ﬂ—z—al,dz.

2mi Q z -

OEMOSTRACION. Sea y un cuadrado con centro a contenido en Q tal que si z €Y
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vale (16) para un ¢ > 0 dado. Recurriendo
al lema 1 se ve que (cf. figura) Q

RECPR e S]]

Pues f(z)/(z - a) es holomorfa fuera de 2

z = a. Por otra parte

y2-® Y

I J—lzf_za dz = f(a)J dz_, f'(a)J dz + J ZJléiazdz = (cf.(15)) =
Y Y

=2m f(a) + 0 + n donde |n| s e.1(y).

Entonces, para v + {a}, n +0 y I ;ﬂ_ial dz » 2ni f(a), qged..

Y
TEOREMA 1. Sea f(z) holomorfa en un punto a. Entonces existe f(n)(a) = ((-g—z)”f‘)(a)
cualquiena sea n € N, 0 sea, una funcidn holomerfa es indefinidamente difencn-
cialle,
DEMOSTRACION. Sea A = Br(a) contenido en el abierto donde f(z) es holomorfa,

sea Q un cuadrado contenido en A y conteniendo en su interier al punto a. De-

rivando (17) bajo el signo integral se obtiene

]

ft(a) J—J —-ﬂiLdz

(18) P"@) - o |

El proximo lema nos muestra que es legitimo derivar bajo el signo integral
para obtener (18), QED.

COROLARIO. Sea f(z) holomorfa en un abierto B. Entonces su prarte neal u y su
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2 2
prarte imaginaria v son funciones awménicas: Au = Q_% + §_§ =0, Av = 0.
X ay
DEMOSTRACION, Sabemos que u_ = v _, u_ = -v_. Ademis existen u__ =v ,
X y* Ty X XX yX

Uyy = Vy, ¥ son continuas (T.1). Del teotema de Bonnet (*), o Schwarz, se

deduce que Vyx = ny’ y por tanto U + uyy = 0, QED.

LEMA 3, Sea L un anco negular y R un dominio simplemente conexo y sea

G(u) = jL

existe y es continua en (z,u) € L x A entonces

F(z,u) dz, donde F(z,u) es continua en (z,u), z € L, u e A, Si F'U

%GG(U) = gUJL F(z,u) dz = JL %E(z,u) dz.

DEMOSTRACION. Esta demostracidén puede entenderse en toda su generalidad al
finalizar el siguiente parrafo 6. Para la verificacién de (18) basta con poner

en ella F(z,u) = ——£££l~; , N 21, y recordar la férmula (13').
(z - u)

AG - J F(29U+AU) - F(ZyU) dz = I (1 JU+AU F&(Z,t) dt) dz =
L L

Au Au u

J«U"'AU

= JL{ j%

(FL'J(z,u) + ¢(z,t)) dt} dz = J FL'J(z,u) dz + 0(e.1(L)),
u L

pues si t € [u,u+Au] vy Au es bastante pequefio entonces

|6(z,u)| = |F&(z,u) - F&(z,t)l < € para todo z € L (demostrarlo). Luego,
%% ——— J F&(z,u) dz, QED.
Au + 0 L

6. TEOREMA DE CAUCHY Y FORMULA DE CAUCHY.

(*) Existen ny’ v en U 3 (xo,yo), continuas en (xo,yo) = vxy(xo'yo) =

yx
='vyx(x0,yo). El corolario también sigue de la fbérmula f'(z) = fx(x,y) =
= '—' i i " - = =f X .
i fy(x,y) pues este implica que f"(z) fxx(x.y) yy( 'Y)
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TEOREMA 2. Sea f holomorfa en el dominio A y J una curwa de Jordan reguban
contenida en A junto con su .intenion. Entonces

j_ f(z) dz = 0.
J
DEMOSTRACION. Sea D el interior de J. Tenemos

J f(z) dz = J udx - vdy + iI vdx +udy=
J J J

= JJD (-v, - uy) dx dy + i“D(ux - Vy) dx dy.

El teorema de Gauss-Green es aplicable pues J es un arco regular y por el

teorema 1, s uy, Vs vy son continuas en A. Como f verifica las condiciones

de Cauchy-Riemann los dos (ltimos integrandos son identicamente iguales a ce-
ro, QED.

APLICACIONES. 1) Deformacidén del contorro. Si C, ¥ C, son dos curvas de Jordan
regulares, con C1 contenida en el interior de CZ’ y f(z) es una funcidn holo-

morfa sobre C1, Cz, y en el dominio B contenido entre ambas curvas, entonces

(19) j F(z) dz = J f(z) dz. C
C1 C2

Existe una poligonal P que une C2 con C1 y

contenida en B salvo por sus extremos. Del

teorema 2 se deduce que I f(z) dz = 0,
C,+P-C,-P

(suministrar los detalles), y por tanto (19).

2) TEOREMA 3. Sea f(z) holomorfa sobre fa curwa de Jondan I y en su internion
I. &ntonces, si ae I,

(20) (M (a) - oL

flz
3 dz, n=D’1, 2’ soe o
2mi IJ (z - a)n+1
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DEMOSTRACION. Se obtienen de (1B) por deformacidon del contorno, QED.

COROLARIO (feorema de Liouville). Sea f(z) entera (i.e. holomorfa en C). &n-

tonces T{z) es igual a una constante si es acotada.

DEMOSTRACION. De (20) obtenemos

[F1(a)]| = éLJ _f2) | 520 {1F(z)]: |z - a] =z}
m |z-al=r (z - a) T
gue tiende a O para r + o« Luego, f' = 0, y por tanto, f = constante, QED.

3) Primitiva de una funcidbn holomorfa. Sea A un dominio simplemente conexo vy

f una funcidn holomorfa en A. Sean L1 y L2 dos arcos regulares en A gue unen

zo’con Z. Entonces

(2{) IL f(z)dz==JL f(z) dz.
1 2

Vedmoslo para poligonales. Si L, y L, son poligonales entonces J f(z) dz = O
P, -p
1 2

pues P1 - P2 es una poligonal cerrada que encierra un nimero finito de regio-

nes a las que puede aplicarse el T.2. El caso general se demuestra aplicando

el teorema de aproximacidn por poligonales del parrafo 3. Puede entonces escri-

birse
) Z
(22) F(z) = I £(z) dz.
z
0
Z+0¢
En este caso, F(Z+Ai% - F(2) _ i% J f(z) dz donde podemos suponer que la
Z

Oltima integral se calcula sobre el segmento que une Z con Z + AZ. Luego

AF 1 (¢BL
L. L JZ (F(2) + o(1)) dz — £(2). 0 sea, F'(Z) = f(2) y F es una
AL >

primitiva de f. Si G(z) es holomorfa en Ay G'(z) = f(z) entonces (F - G)' =0

en A, y por tanto, F - G es una constante. Luego,

z
(23) [7 ) g = r@ - o),
z

s}
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es decir, tenemos en (23) al teorema de Barrow-Newton.

4) Sea también g holomorfa en A. Vale entonces la formula de integracién por
partes

z
J f(w) g'(w) dw-= f(z)g(z) - f(zo)g(zo) - JZ f'({w) g{w) dw.
z

r4
s} (o]

7. RECIPROCA DEL TEOREMA DE CAUCHY. CONVERGENCIA CASI UNIFORME. Las ideas

recién presentadas pueden utilizarse para demostrar el siguiente resultado de-

bido a Morera.

TEOREMA 4, Sea f continua en A dominio simplemente conexo. Si para toda cur-

va de Jordan regulan contenida en B, J, se tiene I f dz = 0 entonces T 24
J

holomonfa.

z
DEMOSTRACION. Una funcibn F(z) queda definida en A por F(z) = I f(¢) drt,

Z
o

Zs2 € A. Sblo resta observar que la demostracidn con la gue se probd la

diferenciabilidad de (22) sblo us6 la continuidad del integrando. Entonces,
F'(z) = f(z). El resultado sigue ahora del T.1, QED.

Si {fn(z)} es una sucesidn de funciones holomorfas en un abierto B diremos
que fn(z) converge casi uniformemente a f(z) si fn(z) + f{z) uniformemente

sobre todo compacto K contenido en B. Denotaremos la convergencia uniforme con
un punto: fn 5 f y la casi uniforme asii fn * f. Recordemos que Fn 5 f sobre
K B

K si para todo € > 0 existe m = m(e) tal que n 2z m implica que para todo z £ K,
If (z) - f(2)|

A

e. El criterio de convergencia uniforme es ahcra: para todo

€ >0 existe m = m(e) tal que para todo pe Ny z € K, |f___(z) - fm(Z)l < €.

m+p

El 1imite uniforme de funciones continuas es continua. En efecto, si n 2 m(e),

If(z) - f(w)| s |f(2) - fn(z)[ + Ifn(z) - fn(m)| + Fn(w) - flw) =

s 2 + |fn(z) - fn(m)l.
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Fijando n resulta para |z - w| <n=n(en): |f(z) - f(w)| s3¢, QED.

TEOREMA S. Sea {fn(z)} una sucesién de funciones holomorfas en A dominio sim-

plemente conexo. Entonces

f 3 f = f holomorfa.

DEMOSTRACION. Sea J una curva de Jordan regular contenida en A, Tenemos

0= J fn(z) dz -+ J f(z) dz. Y el teorema sique del T.4, QED.
J J

COROLARIO. Bajo Lds hipdtesis del 7.5 vale tamb.ién que
(24) f{(jJ) + ¢(3),
En efecto, si w € Br(a) c:83r(a)<: A, entonces de

. . . f (z) - f(z)
fﬁJ)(w) _ f(J)(w) _ g n'z gz,

2mi J|z—a|=2r (z - w)

resulta |f£j)(w) - f(j)(w)l

A

jl—31£1 sup {|fn(2) - f(2)]: |z - a] =21} » 0
21r.rJ

para n + «, 0 sea, fﬁJ) 3 f(J) en Br(a). Una aplicacidn del teorema de Heine-

Borel da cuenta de la convergencia uniforme sobre un compacto arbitrario.

o

TEOREMA 6. Si ¥ anzn converge alsolutamente en {|z| < R} entonces converge
0

uniformemente en todo disco de radio T <R y define una funcién holomorfa T(z)
en BR(U)' La serie derivada I'h’:!nzn-1 también convenge casi uniformemente en
1

B,(0) ¢y a f'(2). Més ain, La serie y La serie derivada tienen el mismo radio
R

de convergencia. Ademds a_ = f(n)(D)/n!, Nn=0,1, vec

DEMOSTRACION. .Por hipdtesis tenemos
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1

:::TT;-T77;'= R.
n

lim

Luego, si n > N(e), (1 +¢€)" > |aan|. Por tanto, si |z| € R(1 - €)/(1 + €) = 2

[++] [+ ] 2] [o ]
n mnlz
% |anz | = % |anR | g s % (1 -€e) <o,
o«
2) anzn converge uniformemente en §;(U).
0

La reciproca del radioc de convergencia de la serie derivada es

1 n+1

n ———
e - 1 - 1 T 1 1
lm1¢in+1”§wﬂ =lmﬂam4|/n=lmxﬂ%w”n+) n =lm|amﬂ /n+

@ [e4]
o sea, ) anzn y ¥ (n+ 1)an+1zn tienen el mismo radio de convergencia. Si
0 0
N

fN(z) =7 anzn entonces f&(z) + f'(z) por (24). Derivando n veces a
: :

L -
f(z) =} asz y calculando su valor en z = 0 obtenemos f(n)(O) = nla_, QED.
0

COROLARIO. Si } anzn ) bnzn tienen radios de covengencia R, y R nespectivas

mente y ) anzn =} bnzn en Br(D)’ T S inf (Ra,R Y, entonces nepnesentan fa misma

b

Luncién holomorfa T(z) y Ra = Rb” a = b rara todo n,

*8, EL TEOREMA FUERTE DE CAUCHY. Se dice gue un arco de Jordan L es rectifica-
ble si el supremo 1 de las longitudes de todas las poligenales inscritas es
finito. Sea L = {(x(t),y(t)): 0 s t = 1}. Si d(1) coincide con ese supremo
pero para el arco definido por 0 s t s T, entonces g= d(t) es una funcién con-
tinua que crece de 0 a 1 con T entre 0 y 1. Sea f continua sobre un arco de

Jordan rectificable. Puede demostrarse que existe

I-= lim E flg )z, -z

)s ¢ arco z_ .,z en L,
max |&x| +0 r=1 = -1

-1
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Definimas J f(z) dz = I. Sean L = D dominio simplemente conexo y f(z) holomor-
L

fa en D, Sea P = {zo, ooy Zn} una poligonal en D formada por puntos de L con

z, el punto inicial del arco y z, el final y ordenados segln el parametro cre-

ciente. Entonces J f(z) dz = J f(z) dz. vVale el
p L

TEOREMA 7. Si f(2) es holomorfa en el dominio interion D de una curva de Jondan

nectificable J y 54 T es continua en D=0 UJ entonces I f(z) dz = 0.
J

9. LAS FUNCIONES ELEMENTALES. i) LA FUNCION EXPONENCIAL:
(2]

(25) expzi=1+ ¥ 2'/n!
n=1

es una funcidn entera, pues el radio de convergencia de la serie es infinito,

s ps X . s z
y verifica para x real: exp x = e, Por eso definimos e~ como exp z. Vale

Z,+2 z, z z
e! 2-e'e?. En efecto, observemos que g%— = e’. Luego O = %; (e%.e%7%)
implica e‘.e?7? = A = constante. Como eD =1, A = e?, Es decir, ef.e®7% = &%,
z z z+z,
Haciendo z,=a-12, resulta e .e =g s Qged.
. z -z 0 . z
En particular, e".e “ = e =1, y en consecuencia e” = 0 para todo z.

ii) FUNCIONES TRIGONOMETRICAS: senc y coseno. Definimos

2n+1

.- -] 2n
B n z _ PRGN
(28) sen z = n§0 (-1) 57T » Cos z = nZD (-1) T

que coinciden con sen x y cos x para x real. Ambas series tienen radic de con-

vergencia infinito y como pueden derivarse término a término obtenemos
(sen z)' = cos z, (cos z)' = -sen z.

Es facil verificar que
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(27) sen z = &—Z_8 s €OS Z = 2-——§-—~— .

iz . -iz .
Sumando tenemos: e”° = cos z + i sen z. Luego, e =cos {-z) + i sen (-z) =
. . 1s iz 2 2 . .
=cos z - 1 sen 2 y multiplicando por e"“: 1 = cos® z + sen” z. S5i z = x + iy:

(28) e? = ex+iy I S 8

e*.e?” = e*(cos y + i sen y).

De (27) se deducen las siguientes fdrmulas ya conocidas en el caso de varia-

bles reales:

w

sef (z, + 2z sen Z,.C0S Z., + c0S Z
(1 2) 1-0 2

2 . Sen 22,

cos (z, + 2z COS Z,.C0S Z, - Sen z,.Sen z,,
( 1 1 2 1 2

2)
iii) FUNCIONES HIPERBOLICAS: seno y cosens hiperbdlico

(29) shz = (e ~e"?)/2, chz-= (% + e ?)/2.
Se verifican facilmente las siguientes relaciones: sh iz = i sen Z,
-isen iz =sh z, «¢cos iz =ch z, chz - shzz =1,

iv) CERGS DE SEN z Y COS z. Supongamos que z = x + iy, sen z = sen (x + iy) =
= sen x cos iy + sen iy cos x = sen x.ch y + 1 cos x. shy =0. Comochy z 1,
sen x = 0 y en consecuencia x = ny. Entonces sh y = 0, o0 sea, vy = 0.
Conclusibn: los ceros de sen z son reales e iguales a nm, N = 0, *1, ... .

Sea cos z = 0. Entonces

0 = cos x.cos iy - sen x. sen iy = cos Xx. ch y - i sen x.sh vy,

. 1
y de aqui resulta que los cercs de cos z son reales e iguales a (n +'§)n,

n =D, 11, 1'2, ceo o

v) PERIODICINAD DE e”. Diremos que p ¢ C es un periodo para la funcién entera
F(z) si para todo z vale F(z+p) = F(z). DObviamente si p es un periodo, np,

+p _ p

n e Z, también lo es. Si e*'P = e = e®.eP entonces eP = 1. Sea p = at ig.
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Luego, e%*cos B + i sen B) = 1. Necesariamente |ea| =1=¢e% o sea, g = 0.

Entonces cos B+ i sen B =1 que se satisface si y s6lo si B = 2nm, n = O,

M, vo» » Conclusidn: los periocdos de e’ son los miltiplos enteros de 27i.

vi) LA FUNCION LOGARITMG. Se define log z para z # 0 como el nimerc w tal que

e’ = z. Sea w = u + iv. Entonces e”(cos v + i sen v) = |z|(cos ¢ + i sen ¢).

Para fijar ¢ supondremos al plano complejo "cortado" en (-«0], luego

-T < ¢ s m Se tiene entonces: ¢ = Arg z vy
e = ]z|, v=Argz+2nm, n=0, %, 2, ...

0 sea, hay infinitas soluciones de eV = Z, y son
(30) w=log z = log |z| + i(Arg z + 2nm).

Unc de esos valores serad designado con Log z, y se denominard valor principal

del logaritmo de z:
Log z = log |z2| + 1 Arg z.
Cuande z recorzz C\{0}, Log z recucre 13 franja {w: -7 <y = 1}. En C\{~,0]

quedan definidas infintas ramas cowtinuas -.: log z cada una asociada a exacta-

mente un valor entero n (cf. (30)). Cada una de ellas puede derivarse en z:

4
dlleaz) . gy M. gy gz 1L
&+ 0 pus 0 AY (¥

Conclusitn:

Z

dz

La eleccidn del semieje negativo para cortar el plano C es arbitraria. Por eso,
al considerar puntos z en ese semieje podemos suponer el corte efectuado segin
otro semieje, vg. {0,»). Como las ramas son localmente continuas no sg intro-
ducen complicaciones mayores, y por ejemplo, el cdlculo de (log z)' precedente

sigue siendo correcto parz z € («m,O).

EJERCINIO. Demostrar que los Unicos periodos de sen z y cos z son los mGltiplos
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enteros de 2.

Ocasionalmente escribiremos lnzo lg z en lugar de log z.

10. DESARROLLO EN SERIE DE POTENCIAS DE UNA FUNCION HOLOMORFA,

TEOREMA 8 (Taylor). Sea f(w) holomorfa en |w - a| <R. éntonces Flu) es
o o]

desarrnollalle en serie de potencias § bn(w - a)" con b, = f(n)(a)/n! y nadio
0

de convergencia 2z R.

DEMOSTRACION. Recurriendo a la conocida formula

1 n xn+1
(32) TR =Tt x e x 3=, x| <1,
obtenemos’ (ver figura 4):
; I S i 9
f(m)_f(“h)-mfcz_a_hdz_
1 fz)
= = - dz =
ZWiJ , : h
C(z-a)(1 -5 4
2 n n+1
=._1_I flz) L + h 5 + b T H oeee h ot n+? }dz
2ri’cC z-a (z-a) (z - a) (z - a) (z-a)' "' (z-a-h)
n T
_ (r),.y b
= f(a) + r§1 £ (a) Ty + A
Si g = R1 - R2 > 0,
1 sup |F(2)] MR A+ R, |n+1
|h)™ _ 1 bl 2
Pl s =5~ oy =7 /) skR] 0

n ¢(3)
para n + «, Luego, §| —
0 ¥

(w - aYJI f(w) en {|u - a| < R}. La serie también

converge absolutamente en ese disco (cf. el siguiente teorema 10) y por tanto
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su radio de convergencia es por lo menss R,QED.
Usando (31) y el teorema 8 se obtiene el desarrollo de f(z) = Log (1 + z) alre-
dedor de z = O:

2
Log (1 + z) = z - %? +

LrllNu

De aqui se deduce facilmerite que

n
(1 +-§) ——e%, neN.
n >

DEFINICION 3. Sea f holomonfn en a. a es un ceno de orden p de f 54
o<

f(z) = m§ am(z - a)", a, * 0, p
=p

v

Te

Esta definicidn es inequivoca pues existe el desarrollo en serie ce potencias
alrededor de z = a (teorema de Taylor) y este desarrolloc es (nico (corolaria

al teorema 6).

TEOREMA 9. Sea f(z) holomorfa en z = a con f(a) = 0. Entonces, o bien T es
idénticamente nula en un entorno de a3, o bien existe un entorno de a donde
f(z) no 4e anuwla si z # a.

DEMOSTRACION. Si f £ 0 en un entorno circular de a entonces alli es de la forma

f(z) = (z - a)P ; am(z -a)" = (z - a)Pe(z) con a, = 0. Pero
m=0

0 3
) aj(z - a)J| < |a0|/2 si |z - a| <'ey ¢ es bastante pequefio, pues si en
Jj=1

una serie de potencias se omite un nimerc finito de términos su radio de con-

o] .
vergencia no cambia, y por tanto § aj(z - a)J define una funcién holomorfa
1

nula en a. Luego, ¢(z) # 0 en un entorno de a, ged..
La féormula de Leibnitz de la derivada de un productoc de funciones holomorfas

en un punto z tiene la misma forma que en el caso real

(34) ofg) _ 7 (yLEda
dz" =0 T dzf 9"

- 36 -



y se demuestra por induccién recordando que (;) +'(rT1) = (n;1). Para calcular

la serie de Taylor alrededor de z = O de f.g debemos estimar (fg)(n)/n! que
por (34) es iqual a

ne(r) g(n-r)

rzﬂ ! *(n-1)!"°

0 sea, si f = Z qun yg-= X qnzn con radios de convergencia Ra y R, respecti-

vamente

© n
(35) (f.0)z) =1 (1 aiBn_;)2s

en el entorno circular de z = 0 de radio inf (Ra’RB)°

(35) puede demostrarse también usando el siguiente teorema de Cauchy sobre el
producto de series:

[eo] [+ -]

Sean J a_y | b, series numéricas absolutamente convergentes. Entonces
1 1

[++]
b (anb1 +a byt a1bn) es absolutamente convergente y vale
1

(36) § (a by + .o +ajb ) =

..)MS

(o]
an.g bn.

Mas aln, ¥ a;b; es absolutamente convergente y a (36).

i,j
(Y a  se dice convergente a S si para todo >0 existe M(c) tal que si p,gz M

q
entonces | E 1 a

- S| < €. Lo que el teorema afirma es que z a.b. se pue-
m=0 n=0 1+

mn

de ordenar de cualquier forma y la serie asi obtenida, que es absolutamente
convergente, converge a (36)).
En el teorema que sigue reunimos algunos resultados sobre series de potencias

que ayudan a comprender mejor su comportamiento.

TEDREMA 10. /) Si X anzn converge en z =z * 0 entonces convenge ab.solutamente

P n
en Blzol(U). Ademds az ;ﬁ:ja a,-
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ii) Si f(z2) es holomonfa en un abierto R entonces f es desarrollable en senie
protencias alrededon devz1 € R en el cireulo de mayon didmetro con centro z,

y contenido en A,
iii) Sean ] q2" y [ B2" series de potencias tales que |8 | z |ay| desde un

momento en adelante. Entonces Ra 2 RB.

DEMOSTRACION. i) Sea |z| < |zol. Entonces, si |z/20| = g,

n . n n
< z ianzO .q ].

n n
Llegzt =1 laz, 2,

Como anzg + 0, existe M tal que Ianzg| s M para todo n, y en consecuencia la
. n 7 . n
serie § 3.,z esta dominada por M J q .
La serie define en Blz |(D) una funcidn holomorfa f(z).  (0) = a, y como
o

f(z) ~£(0), 2" —>a_.
z »0

ii) Sigue del T.8.

iii) Basta recordar que R = Tim |3h|1/n, QeD.

8
11. LA FUNCION z%, Sea z = 0. Si p es un entero positivo:

p
P =2 z= epLog Z-eP log z,

relacidn valida aln para p = 0, o p entero negativo. Si p y q son enteros po-

sitivos:

B iA + 2nmi
(37) w 1= otP/@)log z _ eq( 0g |z [+iArg z + 2nmi)

es solucién de w9 = 2P, Esta solucidn es g-valuada si p y q son primas entre
si:

w= (P79 2MRay g g, (2P/9) - g(P/allog 2z
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En efecto, al variar k en Z, eznlk/q toma sdlo q valores distintos dos a dos.

Estos deben ser todos los valores de eZﬂlnp/q en (37), pues si n - m = 4,

i i . .
e2 inp/q = 92 1mp/q, y si parar € Z, p.n/q = p.m/q + T, yn-m#4g, entonces

(hn-m)p=qgrypdivide ar: r = ps. Luego, n - m = q.s, contradiccidn.

Si p y g no son primos entre si, (37) toma q' valores -dos a dos distintos-
al recorrer n los enteros,donde p'/q' = p/q, p',q' primos entre si. Si p/q no
es positivo, escribimos p/q = - |p|/|g|. w recorre ahora los reciprocos de
o(lpl/lal)1og z_

DEFINICION 4. Sea  reals 2% 1= 2109 2 . gLog z + 2min)

eaLog z

Si Arg z € (-m ], define una funcidn holomorfa en el plano cortado

en (-=,0]. Esto ocurre para cada valor de n y si g no es racional hay infini-

tas ramas -dos a dos distintas- de za, cada una correspondiendo a una rama del
. . . . . 0 B _ o+B _

logaritmo. Vale, si asB € R, y con una misma rama del logaritmo: z®.zP = z =

e(a+6)log Z, Por otra parte

g% log 2z
dz = z

dz® _ de™
dz = duw

(38) (log z). dlogz _ g = aza-1,

y con la misma rama del log.
Si o es un complejo no real se utiliza la misma definicidn 4 para definir z©

y se obtiene también (38). Los casos que méis nos interesarén serén aquellos don-
de a es real. Cuando ¢ es complejo, las determinaciones de z% cambian mddulo.

. i i z -2 s es s s
Por ejemplo, 2t =gt Log z " toma infinitos valores de mbdulos distintos
dos a dos, mientras gue en las potencias reales todas las determinaciones

poseen el mismo madulo.

En el caso de o real, (1 + z)® tiene un valor principal (n = 0) desarrollable

en serie de potencias en |z| < 1. Verificar que vale

(39) (1+2)%=1+ n; o 1)'8?(a—(n_1)) 2", R=1.

*12. LAS CONDICIONES DE CAUCHY-RIEMANN EN COORDENADAS POLARES. Sea

i6
= e

F(z2)
f(z)

U(X,Y) + iV(X,Y) holomorfaen Z =0y z Z. Si f(z) = F(2Z) entonces

u(x,y) + iv(x,y) es holomorfa en z = 0 y u, = Vy’ uy = -v.. Por otra
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parte, Ux = VY’ UY = -on Es decir, estas relaciones entre derivadas de las

partes real e imagiraria se verifican en cada sistema de ejes ortogonales equi-
orientados. Sea w = Z - a. De F{Z) = F{w+a) =: G(w) se deduce gue lo dicho
para z = 0 se aplica a cualguier otro punto. Es facil ver ahora gque en coorde-
nadas polares las condiciones de Cauchy-Riemann se expresan de la siguiente

manera (r > 0):

(40) gu _lov v _ _13u

3T T 3¢ ’ or T3
*13, LA FUNCION arc tq z. Sea [Rw| < w/2:

. i ~iw -2iw
z=tgu = senw _Je -e’ _11-¢ —

cosw iel¥4e ™ i1 4

Entonces
~2iw s .

(1) 2= g, Y e

T +e

La relacién entre ¢ y z establece una correspondencia biunivoca entre

C(;)\{-1} y C(z\{-i}. Como la exponencial tiene periodo 24i y el Unico valer

que no tcma es el cero resulta que la regidn %Rw! < 1/2 estéd en corresponden-

cia con el plano g cortado por el eje real en {«o0). Esta regidn se correspon-
.z . o s )

de cop la region del planc z obtenida eliminando de C a {z: z = he* /2,

|h] 21, h real}. Se tiene entances para |Rew| < 7/2:

1 + iz : s .
Log ——= , z # imaginario puro de médulo 2 1.

(42) w o= %

Si z = x real entonces w = y es real y recorre (-7/2,7/2) cuando x varia entre
1+ ix

1
Y =3 M09 Tk

- y 4. Ademas Arc tg x

14. DETERMINACION DE UNA FUNCION HOLOMORFA ROR UND DE SUS ELEMENTOS ANALITICOS.
Dar un elemento analiticc de f(z), (f,a), es dar un entorno circular de a don-
de la funcién f es holomorfa. Los elementos analiticos (f,a) y (gsb) se dirén
iguales si a = b y f(z) = g(z) en un entorno circular de a.

Gueremos probar que dar un elemento de una funcidn gque es holemorfa en un
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abierto conexo equivale, tedricamente, a conocer toda la funcidn en ese abierto.

Sea f(z) holomorfa en el dominio G lo mismo que g(z). Vale entonces (cf. T.9) el

TEOREMA 11. Si f = g en un congunto infinito de puntos con un punto de acumu-
lacién a en G entonces f(z) = g{z) para todo z ¢ G.

La funcién F(z) = f(z) - g(z), por el T.9, debe ser idénticamente cero en un

entorno de a. Es decir, (f,a) = (g,a).Para mostrar que f coincide con g en A

basta entonces ver que vale el

TEOREMA 12. Sea f holomorfa en ef dominio G. Si f =0 en un entorno de a ¢ G
entonces f = 0. 0 sea, (f,a) = (0,a) = f = O.

DEMOSTRACION. La que presentamos agqui recurre a un procedimiento propio de la
rrolongacion, o continuacidn analitica,que discutiremos mis adelante. Sea b ¢ G
y P un arco poligonal contenido en G que parte de a y llega a ese punto. Supon-
gamos a P parametrizado con el parametrc d longitud de arce: 0 sd gL = 1(P).

La distancia de un punto ¢ a un cerrado X (no vacio),
dist (c,X) := inf {]c - x|: x € X},

es una funcidn continua de c. En efecto, por ser cerrado, daco c existe X, € X

tal que |c1 - x1| = d(c1,x1) = d(c1,X). Entonces d(cz,X) s d(cz,x1) <

A

d(cz,c1) + d(c1,x1) < Icz - c1l + d(c1,X), y por tantc |d(c2,x) - d(c1,X)[ <

A

|c2 - ¢l Luego, si z varia sobre un compacto K disjunto a X gueda definida

sobre K una funcidn continua y positiva: d(z,X). Esta toma su minimo en K:
d(zO,X) > 0. Aplicado a K = Py a X = C\G, este resultado prueba que existe

un nimeroc r > 0 tal que Br(p)(: G cualquiera sea p € P. Sea p,=avy pé el pri-
mer punto de P socbre el contorno de Br(po), si es que hay alguno. Sea p, un
punto del arco ;;:;g en P N Br(po) tal que su pardmetro d(p1) 2 d(pé) - /2.

(Por ser P un arco poligonal reqular tememos gue si p,q € P, p # g si y sblo

si d(p) # d(g)). Sea p{ el primer punto de P con d(p{) 2 d(p1) sobre el contor-
—
no de B_(p,). Sea p, un punto del subarco p,.p! con d{p!) > d(p,) 2 dp!) - r/2,
ol | 2 1°M 1 2 1
etc.. Queda definida asi una sucesidén de puntos a = Py? Pps +++s P, = b tal
que p; 4 € Br(pi)' Por hipbtesis el elemento (f,a) es nulo. Luego f(z) se anu-
la en Br(po) pues f(a) = f'(a) = ... = 0. El desarrollc de f alrededor de P

tiene radio de convergencia 2 r y de lo dicho se desprende que f(z) = 0 en
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Br(p1). Asi siguiendo llegamos a que f(z) es nula en un entorno de b. Como to-

do punto de G es alcanzado con un arco poligonal gue parte de a, tenemos f =0

en G, QED.

APLICACION. La funcién e® es la Unica funcién holomorfa en C que coincide con

e* para z = x € R. Lo mismo para sen z y cos z, sh z y ch z. En efecto, esto

sigue inmediatamente del teorema 11.

15S. FUNCIONES ARMONICAS. i) Sea f(z) = u(x,y) + iv(x,y) holomorfa en D dominio
simplemente conexo. Sabemos que en D: Au = Av = 0. Es decir, u y v son fun-
ciones armdnicas (*). Supongamos que f' = 0. Las curvas de nivel de u,

{u = cte.}, son ortogonales a las curvas de nivel de v. En efecto, como f' =0,

Iuyl + |vy| # 0. Supongamos que en z_ = a + ib, uy(a,b) #z 0. Entonces la cur-

va u(x,y) = u{a,b) se puede describir en un entorno de z, como y = y(x) y

%ﬁ = - Ux/uy’ Por otra parte v, # 0y la curva v(x,y) = v(a,b) puede escribirse

como x = x(y) con 9 oy /v_ =u_Ju . tuego, las curvas de nivel son ortogo-
dy y' X x' 7y
nales en z_.
0

ii) Dada u armbnica en D existe v armbnica tal que u + iv es holomorfa en D.
Diremos que v es una armonica conjugada de u. Para probar su existencia obser-

vemos que - U, dx + u dy es una diferencial exacta (pues Au = 0). Luego

(X’Y)
(43) vix,y) := J - u, Ox +u dy
(XO’YO)
define una funcién tal gue v o= - Uy’ Vy = U Entonces u + iv es holomorfa

pues v es diferenciable y se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann. (43)
determina la funcidn potencial v salvo por un sumando constante. Las funciones
de la forma v + ¢, c ¢ R, son todas las soluciones posibles de nuestro proble-
ma, pues si la parte real (imaginaria) de uma funcidn holomorfa es constante
también lo es la parte imaginaria (real) (demostrarlo). En particular, una

funcidn holomorfa no puede ser real o imaginaria pura, salvo que sea una cons-

(*) Una funcidn se diré arménica en D si es dos veces continuamente diferencia-

ble y en ella se anula idénticamente el operador de Laplace A. En general supon-
dremos que estas funciones son a valores reales.
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tante.
iii) TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA FUNCIONES ARMONICAS:

(44) (X oy ) === . (z_ + Re™®) o
u O’YO _'2" U u o e .
Sea v una armdnica conjugada a u. Entonces, si f = u + iv y C = {Iz -‘Zo| = R} < D:

- ; -2 [ £ 4, .
Flzy) = ulxsyg) + dvlxey ) = 57 Jc z -z dz =

2m u(zO + Rei¢) + iv(zD + Rei¢)

1 J id,
= = i Re*®i g =
ami g rel®

1 (% it it
= [T Ttz + Re™®) 4 iulz, + Rei®)) o, GeD.
.D )

iv) PRINCIPIO DE MAXIMO: si u es armdnica y alcanza su mdximo en D entonces
u es constante.

Anilogamente, si u es armdnica no constante no puede alcanzar en D su minimo.
Este Oltimo es el principio de minimo y se deduce del de miximo considerando

la funcidn -u. Estos se pueden deducir del principio del mbdulo miximo para
funciones holomorfas:

TEOREMA 13. Sea f(z) Aolomorfa en el dominio D. Entonces fLa Luncién

|f(2)| no aleanza su méximo en D salvo en el caso que t sea constante.

DEMOSTRACION. Sea C = {|z - a| = 8} = D. Como (f(z))" es holomorfa para

n=1, 2, .ot
(45) (Fo)" = o [ L@z, bega.

Derivando respecto de b resulta:

(46) n(F(B)™T.er(b) = 2171 IC (—flz-é—)i dz.
7 -

Sea M el maximo de |f(z)| en C. Entonces [f(a)] s M. Si M =0 entonces f es
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igual a cero en un entorno de a. Si M >0 y |f(z)|alcanza su méiximo en z = a

entonces |f(a)| = M. De (46) sigue que n|1"'(a)|.|f’(a)|n—1 < M/ 6. Luego
|f*(a)| s M/nd para todo n, y f'(a) = 0. Derivando (46) obtememos en forma

)(a) =0si j>1. En todos los casos resulta f constante en un
entorno de a. La tesis sigue ahora del T.11, QED.

analoga f(j

COROLARIO. Si una sucesidn de funciones hofomonfas en D, dominio acotado,
continuas hasta el forde convenge unifonmemenie en ef contorno de D entonces
comvenge uniformemente en D a una funcién holomorfa.

DEMOSTRACION., Fn(z) - fm(z) es continua en la clausura de D y en su contorno
verifica Ifn(z) - fm(z)l £ € sin,m2 no(e). Luego, la misma desigualdad vale

para todo z € D, ged.
DEMOSTRACION DEL PRINCIPIO DE MAXIMD. Sea f{z) holomorfa en D tal que Rf = u.

f(z) ulx,y) _ Ief(z)

. 5i u alcanza su maximo
f(z)

cién, y por tanto f(z), deben ser constantes. £n consecuencia, u es constante, QED.

Entonces e es holomorfa en D y e

en D entonces también lo hace el mdédulo de la funcidn e . Luego, esta fun-

v) LAS FUNCIONES ARMONICAS SON INDEFINIDAMENTE OIFERENCIABLES. Ficilmente se obtiene

este resultado derivando la expresidn dada por la férmuia (47).

vi) FORMULA DE POISSON. Sea u armdénica en un abierto gque contiene el disco de

radio R con centro z = 0. Si z, € BR(U) vale:

2 2
R® - |z, |

2m

(47) u(z1) =

2m i6
I ulRe” ) _ 4.

0 |z, - Reie]2

La validez de esta fdrmula serd probada mas adelante. Si zy = pel¢ = x + iy,

0D=<¢ s 2w, (47) toma la forma

2 2 42 i
R™ -p J m u(Rele) da, o < R.

(48) ulx,y) = u(pel?®) =
2m 0R% + p2 - 2Rp cos(6 - ¢)

Obsérvese que p = v/ x2 + yZ es indefinidamente diferenciable si |x| + |y| > O,

y por tanto lo mismo ocurre con u(x,y). Como la traslacién de una funci6n ar-
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ménica es armbnica, aplicando lo dicho a U(x,y) = u(x+h,y+k) resulta gue u

es indefinidamente diferenciable en todo punto de su dominio de definicién.

16. EL NUCLEQ DE POISSON Y SU CONJUGADD EN EL CIRCULO UNITARIO. Por un
polinomio trigonométrico de orden n entendemos una funcién de la forma

a n
o . . .

T(x) = -5+ j£1 (aj cos jx + bj sen jx), a;» b, € R. 51 IanI + |bn| #z 0 entonces

T es estrictamente de orden n. Este polinomio trigonométrico puede interpretarse

como la parte real de un polinomio ordinario evaluado en z = et™:

(48) TG = RO, P(2) =2+ T (a - ib)2d, 2= el
P

Por una serie trigonométrica entendemos una expresidn a coeficientes reales

de la forma:

a o
(50) s5: 7? + .21 (aj cas jx + bj sen jx), O gxg2n (0 -mgxgms
J:

de la que no se exige ningln tipo de convergencia. S es, formalmente, la parte
real de

° o j ix
(51) 7; + ¥ (a, -ib)zd, z=e',
3=1 J 3

A la parte imaginaria de (51) se la llama serie conjugada a S:

(52) S: 7 (a; sen jx - b, cos jx).
21 J J
J_
-1 2 n
De (1 -2z)"" =) 2z, |z] <1, se deduce que
0
11 z _1 2 i _oix
(53) ST -, =3+t2+Z +.., z=re, T <1,

A las partes real e imaginaria de (53) se las llama niicleo de Poisson y nicleo
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conjugado de Poisson, respectivamente,

(54) plrox) = RAL2Z) Lol +2)0-3)y
21 -2z 2 1 - 2|

1 - r2

1% 3
1 5 —+) rJ cos Jxs
21 -2rcos x +r 2 1

m -
(s5) Q(r,x) = (X 1+2) . £ senx = 7 oJ sen ix.
21 -2z 1 -2rcos x +r j=1

En este caso ambas series son convergentes, y la (ltima es la conjugada de la

precedente,

17. LA TRANSFORMACION CONFORME. Una aplicacién conforme de un dominio D ©C
es una transformacidén inyectiva (uno a uno) definida por uma funcién f holomor-

fa en D. De. las consideraciones que siguen se-deduce que f'(z) # O para todo

z y que f(D) es un domirio en C. Y de estas propiedades gue £, f(D) >+ D es

también una transformacién conforme.

TEOREMA 14. Seaw(z) # 0 holomorfa en un entorno circular de z = O con
w(B) = 0. Dado € > O suficientemente pequeno existen =n(e) > 0 #al que todo

w perteneciente al entorno reducido de w = 03 w € Bn(U)\JD} =:BH(D), es asu-
mido por w(z) en exactamente m puntos distintos de BE(D), donde mz 1 es ef

onden del ceno de w(z) en el onigen.

Demostraremos este teorema mas adelante. La funcidn w(z) es desarrallable en

serie de potencias de la forma:

+1
(56) w(z) = cmzm + cm+1zm +eeey € Z0, m2 1,

(Luego, la inyectividad de f(z) implica m =1, c, = £'{(0) # 0.)

1

Ademés w(BE(D)) :)Bn(D). (De agui sigue gue la transformacidn f es abierta,

es decir, lleva abiertos en abiertos).

COROLARIO. S¢ w(z) es hofomonfa en B.(z_) y no es constante entonces existe
o
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n
un aliento 6 €B, 2 ¢G, tal que G es homeomorto a Bn,(w(zo)), para ciento

B»(W(ZO)): n =nle)s tal que uJ(BE)f3 Bn(w(zo)). Y si w'(zo) z 0 entonces hay

DEMOSTRACION. La primera parte fue demostrada. Si-§ es bastante pequefic y

w'(zo) = 0, w asume en B8 cada valor de Bn una sola vez. Podemos suponer que
w!' 20 en Be" g' < e. 51 necesariamente ¢' < ¢ entonces es posible que en lu-

) . . . -1
gar de Bndebamos conformarnos con cierto Bﬂ" n' < n. En esta situacién w

es una funcidn holomorfa en Br,(w(zo)) con derivada no nula y m'1(8n,) es un

. . -1 . .
abierto  contenido en BE,(ZO). Como wy w son continuas, w define un homeo-

morfismo entre G vy Bn,, QED.

Las aplicaciones holomorfas con derivada no nula llevan curvas regulares en cur-
vas regulares (demostrarlo). En consecuencia la imagen de un dominio por una .
transformacién tal es siempre un dominio. De hecho lo mismo ocurre para taoda
aplicacién definida por una funcidn holomorfa F no constante pues los cercs

de F' son aislados.

*18. LEMA DE SHWARZ. @) Sea f: 81(0) = D + D holomorfa, T(0) = 0. éntonces

A

I£1(0)] =1 4 [F(2)] s |z|. &) Ademds, si |F'(0)] =1 o 4L [f(2)| = |z| para

algin punto z € DNMO}, entonces f(z) = elez, 8 real.

DEMOSTRACION. a) Sea F(z) = f(z)/z, F(0) = £'(0). Entonces F es holomorfa en D

(demostrarlo). Como en el contorno de BI(O), 0<y<1, se tiene |F| s 1/r, por
el principio del médulo méximo (§15) lo mismo vale en Br(D)' Lueqgo,

|F(z)] 1 en D. b) Si F no es constante entonces |F(z)] < 1. Luego, [F'(0)] <1
y |f(z)| < |z|. O sea, en el caso b), F(z) es constante. Sigue inmediatamente

i6

que |F(z)| =1 y por tanto que F(z) = e, 6 real, QED.
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CAPITULO 3.

Propiedades de la representacidn confecrme. La transformacién lineal. La trans-
formacién bilineal. E1 teorema de Riemann. La férmula de Poisson. Campos armd-

nicos planos.

1. PROPIEDADES DE LA REPRESENTACION CONFORME. Una transformacién conforme de

un dominio es una transformacidn invertible definida por una funcibn holomorfa
con derivada no nula. Ya vimos en el T. 14 del Cap. 2 que es superfluo pedir la
no anulacidén de la derivada. Ese resultado bdsico seréd demostrado en el §6 del
Cap. 4 y su lectura es independiente del material contenido en el presente ca-
pitulo.

El teorema fundamental de la representacidén conforme es debido a B. Riemann

y una versién débil del mismo la da el siguiente

TEOREMA 1. Sean G,, G2 < C, dos dominios acotados simplemente conexos y a;

]
un punto de Gi’ i=1, 2. Existe una transformacién conforme ¥ que Lleva G1

s08ne G2 Y a; en a,.

(En realidad hay infinitas transformaciones con esas propiedades). Sabemos gue

la imagen conforme de un dominio es un dominio. Veamos que el dominioc G2 del

teorema necesariamente es simplemente conexo si 61 lo es. Si GZ no fuera s.c.
existiria una curva de Jordan regular J2 con interior 02 y un punto a ¢ D2
tal que a £ G2 :>J2. Ella es imagen de una curva 31 C3G1 con interior D1 gue
por Ser G1 s.c. verifica D1 C:G1.

La idea del argumento sigue asi: se deforma continuamente 31 manteniéndola
dentro de G1 y de manera que converja a un punto z, € G1, Su imagen f(J1) se

deformard de tal manera gque convergerd a f(z1). Pero en un momento la deforma-

cién pasard por el punto a, el que deberd ser entonces imagen de un punto de

G,, y por tanto, a € G,, contradiccidn.
1 2

£l adjetivo "conforme!" se refiere a una propiedad de la transformacidén que se
enuncia brevemente diciendo que respeta angulos. Sea @ = a(t) un arco regular
@ paraOstsl,yseat e (0,1), a(to) =z, f(a(t)) = x(t) + iY(t) defi-

ne un arco regular en G, si & ©G,. En este caso tenemos z, i= f(z1) y
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(1) et L TP eg) = £z Dy + ayte ).

o}

0 sea, i(to) + i?(to) = rele[i(to) + iy(to)], f'(z1) = r.ele z 0. En consecuen-
cia, el vector tangente en la imagen cambia en méduloc en un factor fijo que
depende del punto y rota un angulo 8. Luego, si dos curvas forman un angulo B

en z, su imagenes forman el mismo &ngulo en Z,. Ademas, %% =/ 92 = |x + iy],

si s es el pardmetro longitud de arco para @, 5i O es el correspondiente para-

metro longitud para f{a) tenemos

ds

do o . .o ds
(2) = = |X + iy T

=[x +iy| = |f'(z1)

0 sea, un arco infinitesimal de longitud ds tiene por imagen un arco de longi-

tud do = |f'(z1)| ds. Y un cuadrado de lados dx, dy, tiene entonces por imagen

una regidn de area |f'(z1)|2 dx dy (salvo por un infinitésimo de orden superior).

Es decir, el &rea varia localmente por un factor If'(z1)|2, el coeficiente

areolar. De otra forma:

u, (x4 5y,) uy(x1,y1)

(3) %%%f%%(z1) = =

VX(X1 ’Y1) Vy(x1 ’Y1)

_ .2 2 P 2 .
= U (xg,y,) + Vi (xysyy) = |f (z) | >0;

por tanto,

a(u,v;
9 XyY

JJf(D) h(u,v) du dv = JJD h(u(x,y)sulxsy)) dx dy

si h es no negativa y, por ejemplo, continua en f(D).

2. LA TRANSFORMACION LINEAL ¢ = az + b, a =z 0. De

arg (C2 - C1) = Arg a + Arg (22 - 21)
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se deduce que transforma rectas en rectas, y de

\EL;;JE -G
a

=lz-¢c|l=r1

gue lleva circunferencias en circunferencias. Una transformacidn lineal
7z -+ [ se cbtiene componiendo una homotecia z + w = |a|z, una rotacidn w

w>n-= elArg 8y y una traslaciénn -~ £ =n + b, Estas tres son las transforma-

ciones lineales bésicas.

3. LA INVERSION ¢ = 1/z. Sea p complejo y as R reales con of < |p|2. 5i

o 20, |z - p/a|2 |p‘2/a2 - B/u, o sea,

2 — —
(4) alz|© -~ pz-pz +B =0
representa una circunferencia. Seaaq = 0, entonces REz = g/2 y para esos z,

¢ = pz recorre una recta perpendicular al eje real. Luego, z = C/E TEecorre una

recta en el plano z. Es decir,
(5) pz -pz +B =0
es la ecuacidn de una recta. Por otra parte, toda circunferencia y toda recta

pueden representarse por (4) con o 20, o o = 0, respectivamente.

Bajo la transformacién g = 1/z, (4) se transforma en

2 - —
(6) Blz|“ -pg-p T +a-=0,
o sea, la inversidén transforma circunferencias en circunferencias si admitimos

entre las circunferencias a las de radio infinito (rectas).

Sea C la circunferencia dada por (4). Sea a # 0. Su centro es p/q y su radio

1% lp‘z/az - B/a. Dos puntos son inversos respecto de C si cumplen la siguien-

te relacidn

(7) (z, - p/a)(z, - p/a) = Iplz/a2 - g/a.

0 sea, si y sdlo si
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[21 - D/a|.|22 - D/a| = |D|2/a2 - g/as

arg (2, - 2) = arg (2, - p/a),
y si y sblo si
(9) @242, - Pz, - Pz, + g = O.
Sea B # 03 aplicando la inversidn = 1/z obtenemos
(10) 81;1;_2-;3@1-5 5 ta = 0.

En otras palabras, 2 es inverso de - respecto de la circunferencia C', ima-

gen de C por ¢ = 2—1. 5i B = 0 entonces Ty Y &y sON inversos respecto de una

recta. En efecto, sea o = 0 en (9): -Ei1 - p—; +8 = 0. Luego, si -pz - pz + 8 = O,

(11) z -z, =

T

ol

Entonces |z - z1| = |z - 22| para todo z ¢ C, recta. Esto puede ocurrir sola-
mente si 1Y 2 estan ubicados sobre una perpendicular a C y equidistantes

de C (que es la definicién de inversibén respecto de una recta). Veamos la re-
ciproca. Sean 2,y 2, ubicados sobre una perpendicular DL a L y equidistantes

de C. Luego de una traslacidn y una rotacidén reducimos el problema a C = eje

real, DL = eje imaginario. La ecuacidn de Cl esg+¢ =0y ladeC: -Et - iZ = 0.

51 o * Zk =0, k=1, 2, ¥ L1 =&y entonces —i§1 - i;z = 0. Rotando y trasla-
dando para volver a la situacidn original vemos que —521 - h_; + B =0si

-pz - pz + B = 0 es la ecuacidn de C.

TEOREMA 1. @) La inversidn transforma cincunfenencias genenalizadas en cincun-
Lenencias generalizadas y puntos invensos en puntos Lnbernsos.

4) Las transformaciones Lineales Lienen fa misma propiedad.

En efecto, cada transformacidn lineal basica lleva puntos inversos respecto

de una circunferencia generalizada en puntos inversos respecto de la circunfe-
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rencia imagen, y por tanto, lo mismo ocurre para su composicidn. Esto es, para

toda transformacidn lineal.

NOTA: Dados saobre el eje real los puntos (nimeros) A, B, C, D se dice que el

par C, D separa armnicamente al par A, B si

A-D'B-D- " X —x
A C B D
Si A =-B <0 entonces C.D = 82. 0 sea, C es inverso de D respecto de la cir-

cunferencia de radio B. Si A + -« entonces en el limite C y D equidistan de

B si separan armbnicamente al par -w, B.

4. LA TRANSFORMACION BILINEAL O TRANSFORMACION DE MOEBIUS. Es de la forma

az + b . . s .
C = oz +4d° ad - bc z 0. Si no es una transformacidén lineal entonces c = 0.

En este caso la transformacibén puede reducirse a la composicidn de dos trans-

formaciones lineales y una inversién:

. ad a
z >y =cz+d >, = 1/(;1 > g5 = (b - 7;)g2 +o -

En consecuencia, las transformaciones bilineales transforman circunferencias
(generalizadas) en circunferencias y puntos inversos respecto de una circunfe-
rencia en puntos inversos respecto de su imagen. Si ad - bc = 0, la transfor-
» 2 . . 7 s
macion degenera en una aplicacion constante, por eso hemos excluido ese caso.
Las transformaciones bilineales (no degeneradas) forman un grupo. Sean
! !

a + b

az + b C1

S IR ETE?_:_ET . Entonces C)= (Az + B)/(Cz+ D) y los coeficientes

estén relacionados entre si como elementos de dos matrices con su producto:
a' b' a b)) (AR B
(12) c! d' c d C D

En particular tenemos AD - BC z 0. Para hallar la transformacién inversa a

C = 2%*{—3 podemos supaoner ad - bc = 1.Esto se obtiene dividiendo por {ad - b(:)1/2

los coeficientes de la transformacién original. Sea entonces

(13) ; = _Q£_1J2.
-cC + a
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-1 .
La matriz [?C ;b] = [2 3] . Luego, de (12) sigue que la matriz producto

es la matriz identidad; y que CZ= Z.

NB. A las transformaciones bilineales también se las llama transformaciones

homograficas.

LAS TRANSFORMACIONES HOMOGRAFICAS Y LA REPRESENTACION CONFORME. Del teorema de
Liouville sobre funciones enteras se deduce irmmediatamente que el plano C no

puede transformarse conformemente sobre B1(D) (véase pg. 28). Lo mismo vale

para el plano menos un punto C\izo} pues este conjunto no es simplemente conexo.

Esto también puede deducirse del siguiente teorema gque no demostraremos.
TEOREMA 2. 7oda transformacién conforme de T en C es una transformacién Lineal,

Una caracterizacidén semejante existe para las transformaciones homogréaficas perc
para obtenerla es necesario tomar en consideracidn no al plano complejo C sino

a toda la esfera de Riemann C + {o}.

5. ALGUNOS TRANSFORMACIONES HOMOGRAFICAS. La funcion £ = %f—% depende de 3

parémetros. Podemos entonces esperar describir una transformacidn homogréafica

por sus valores en 3 puntos distintos:

(£ -1y -y (2-2)(z, - 25)

(14) e - oy) - (T 5,007 )

Se puede demostrar que esta es la {nica transformacidn homografica que lleva .

Zi en Ci, i=1, 2, 3. Como una circunferencia queda determinada por 3 puntos

hay una transformacidn homografica que la lieva en otra preasignada.
Tres resultados (tiles:

a) La transformacidn bilineal

(15) w228 gy by,
a + bz
lleva {|z| =1} en {|w| =1}y. 51 |a| > ‘b| entonces {|2| <1} » {|w| <1}, y

reciprocamente. (Si |a| < |b| entonces, y sélo entonces, {]z] =1} = {|u] 2 1} ).
(15)485 la forma general de la transformacidn homografica que preserva la
circunferencia unitaria.

b) La transformacién homogréfica mis general que transforma {lz] =1} en

{Ju| =1}y lleva el punto ¢, |c] # 1, en el 0 es
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(186) w(z) = ei§ £-t § ¢ [0,27).

c) La forma general de la transformacidén homografica gue lleva el semiplano
{1z >0} en {|u] <1}y z=¢c, Ic >0, enw =0 es

(17) w=el =5 5 (0,21).
Z - C

El lector puede completar por si mismo los detalles de las demostraciones de

a) - ¢) salvo, quizé, por una informacién contenida en el enunciado del siauien-
te teorema 3. Veamos por ejemplo el casc b), y sin recurrir al caso a). Obvia-
mente |w(1)] = |w(-1)] = 1. Ademés |w(i)/(-i)| = 1 por lo que también |lw(i)] =1,

y la transformacién (16) lleva la circunferencia unitaria del plano z en su
hombloga del plano w. Por otra parte w(c) = 0 (y |w(«)| = T%T-). Como z > w
lleva dominios en dominios y en forma biunivoca: w(B1(D)) = 81(0) o bien
m(Bq(D)) = {w: |w| > 1}. Si |c| < 1 se presenta el primer caso, y si [c| > 1,
el segundo. Si z(t) =c + t, t > 0, su imagen y(t) = w(z(t)) tiene una tangente

en t =0 igual a eld/(1 - |c]2) que al variar § en [0,2y) recorre todas las
direcciones posibles, ged.

d) La transformacién

ez * B
Yz + 8

’ ad - By =1,
as By Y» 6 reales, lleva el semiplano superior de C en si mismo y cada trans-
formacidn bilineal (normalizada) gue lleva ese semiplano en si mismo es de esta

forma.

6. EL TEOREMA DE RIEMANN.

TEOREMA 3. Sea G un dominio simplemente conexo, G & C, tal que C =z G Entonces
existe una transformacién conforme definida por una funcién holomorfa T con
dominio G tal que f(G) = B1(D). fds ain, existe una tnica f que satisface fas
siguientes condiciones adicionales: dados ae G, a € 81(0) y 6i e [O,2r),

i8

i =1, 2, entonces f(a) =a y fa seminrnecta de direccidn e con vértice en
8 es Llevada en un arco de curva cuya tangente en su ornigen 4 tiene dirneccién
ié

e 2.
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Usando el teorema puede reenunciarse el mismo reemplazando 81(0) por un dominio

simplemente conexo H < C tal que H # C. No demostraremos aqui el teorzma fun-
damental de Riemann sino la siguiente proposicién de utilidad practica. Su lec-
tura deberia ser precedida por la del parrafo 6 del Cap. 4. (Los 81 - 6 del

Cap. 4 son independientes de los resultados del presente capitulo).

* TEOREMA 4. Sea f(z) holomonta en G dominio simplemente conexo y sea C una cur-
va de Jordrn negulan contenida en G, Si f(G) es acotado y f es biuniveca de C

s0bne C' con C = F_1(C') entonces F(z) transforma el interion de C, D, confon-
memente s0bre el internion de C', DY,

DEMOSTRACION. Podemos suponer G y G' = f(G) acotados. f(D) no puede contener
puntos dentro y fuera de C' pues los puntos de D pueden unirse por arcos con-
tenidos en D. Como f' no se anula en C (se deduce del T.14 del Cap. 2)

hay un punto a € C donde la curva tiene tangente (no nula) y tal gque C' tiene
tangente (no nula) en f(a). D queda a la izquierda de C (que por supuesto se
recorre en sentido positivo). La conformidad en el entorno de a implica gue C!
serd recorrida en un sentido tal que f(D) quedar a la izquierda de su tangente
en un entorno de f(a). Luego, C' se recorre en sentido positivo y f(D) e D',

(En efecto, si (D) < f(G)\D' entonces existird una sucesion w = f(zn) conver-
gente a un punto ER sin contraimagen en D).

f(z) es 1 -1 en D. Si no fuera asi existirian 2y %75, 2z, €D, 1 21, 2, tales

i
que w = f(ZT) = F(zz). Separando D en dos regiones, D, > D2, por un arco L inte-
rior a D salvo por sus extremos en C de manera que z, € D1, Z5 € DZ’ w perte-

neceréd a una de las regiones en gue separa a D' la imagen de L. Y enseguida

obtenemos una contradiccidn, pues entonces necesariamente f(D1) y f(D,) esta-

2)
ran contenidos en una misma componente conexa de D'\f(L) (distinta de D).
En consecuencia f'(z) # 0 en D v f(D) es un conjunto simplemente comexo conte-

nido en D'. (Si f(D) # D' existird un punto b € D' en la frontera de f(D) y una
sucesidn de puntos w, < D'y w_ > b, cuya contraimagen z = f-1(wn) es también

convergente, y necesariamente a un punto en C. Luego b € C', contradiccidn.) QED

7. LA FORMULA DE POISSON. Sean D un dominio simplemente conexo y u(x,y) una
funcién armbnica alli. Supongamos sin pérdida de generalidad gue BR(US <D,

z, € BR(D). La transformacidn homografica
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(18) g =

lleva {|z| = R} en {|z| = 1}y z, en 0. U(g) = u(z(g)) es entonces una funcién

arménica en 81(0) y vale (cf. cap. 2):

. 2m .
} C 2 [T a8y gp = igy B
u(z,) = U(0) = o= jé U(e'®) de = 5- JU u(Re®) & gp.
2 2
R(R® - |z,]%) .
1d8 _ |egy _ 11 _° ; - 0elT
Pero Rdo = |az] = |i§ i R2|2 . Luego, si z, = pe” s
1
, .
RARY - 120 1P) 2n | (peld)
(19) u(z,) = e
2m 0 |Re*®Z, - R
_ R2 _ Q2 JZTT u(Rei(b) d¢= R2 _ 92 J'ZTT U(Rei®) dd)
a1 0 |z, - ReMP? or JoR% +p2 - 2Rp cos (T-d)

y gueda demostrada la férmula (47) del Cap. 2.

*8. CAMPOS ARMONICOS PLANOS. Sea f{x,y) una funcidn armbénica definida en un

dominio simplemente conexo D tal gue |fx| + Ifyl > 0. Sea g una armdnica con-
jugada y w = F(z) = (f + ig)(x,y). Luego Ifxl + |gx| >0, o sea, |[F'(z)| > 0.

. _ -1 dz _ _1 -
Luego, si uw = F(zo) entonces z = F ' (u) vy & = T2 #z 0 al menos en un entor

no de W 0 sea, F_1 es localmente conforme. Por tanmto, Rw = cte., Iw = cte.,
describen en el plano w dos rectas ortogonales. Sus imégenes en el plano z que-
dan definidas por las funciones f(x,y) = cte., g(x,y) = cte., gue son ortogo-
ndles.

Por un campo armonico planoc entenderemos una funcién vectorial v =.!(x,y) =

= (v1(x,y),v2(x,y)) tal gue v, = 3f/9x, vy = 9f/dy, f armbnica. Definimos

W(z) = v, - iv,. W representa a v y

Q
-

(20) w

Q

3f
X oy

ax ax



F es el potencial complejo de v. Las lineas de flujo del campo se definen por
la ecuaci6n diferencial:

ox _dy
Vi V2
9g dq 4, - -
Entonces, Vs dx - vy dy = - Ax dx - dy dy = 0, y por tanto, dg = 0 y g es constan-

te sobre las lineas de flujo. El flujo que atraviesa un arco 0 de extremos A, B es

J v x N do = JO (vysv5) x (dy,-dx) = JO vy dy - v, dx = JO dg = g(B) - g(A),

donde N es el versor normal al arco.

El trabajo realizado por v a lo largo del mismo arce o es

J lxid(}:f (V1’V2)X (dx,dy):J V,] dX+\l2 dy___J df
o) fo] o o

It
-
—_
@
~—

]
—
—
b=
~—

9. EJERCICIO. Si f define una transformacidn conforme de Br(a) sobre BR(A)

entonces f(z) es una funcidn bilineal.
(Podemos suponer r =R =1, a = A = 0. Si f(0) = C # 0 entonces existe una

transformacién homografica h tal que g = h° f lleva conformemente 81(0) sobre
81(0) con g(0) = 0. Del lema de Schwarz aplicado a Qy §_1 se concluye que

la(2)| s |z] s |g(z)|. Luego, g es una rotacién yf=hlo g es homegréfica).
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CAPITULO 4.

La continuaci6n analitica. Singularidades aisladas. Ceros y polos. El1 punto

en el infinito. Teorema de los residuos. Principio del argumento. Teorema de
Rouché. Teorema fundamental del Algebra. El comportamiente de una funcibn ho-
lomorfa alrededor de un cero. El1 teorema de monodromia. La funcién analitica

completa. E1 teorema de Abel.

7. LA CONTINUACION ANALITICA. Sean D1y 02 dos dominios con D1 N D2 z 0,y fi
una funcidn holomorfa en Di’ i=1,2. 51 f1 = f2 en D1 n D2 podemgs definir
una funcidn f = f1 en D1, = f2 en Dé\D1, holomorfa en D1 U D2. Diremos que esta
funcidn es la prolongacidn de f, en D, a D, UD,. Si pasamos de D, a Dg5 ...,
de D__, aD_y en este (ltimo paso resulta D, it D, = @ no debemos esperar que

alli f, = f_. Por ejemplo, si D, = B1(1), D, = 81(i), D, = 81(—1), D, = B1(-1),

4
Dy = B1(1) y f1(z) =/z = |z]1/2.el¢/2 entonces f5(z) = —|z|1/zel¢/2, (¢ = Arg z,
[so]
- g < ¢ < g). Supangamos ahora f(z) definida por la serie Z an(z - Zo)n con
]
radio R < o, Entonces en |z - Zol = R hay un punto singular z, Singular en

el sentido gque no se puede definir una funcidn holomorfa en un entorno Br(z1)
del mismo que coincida con f en BR(ZD> n Br(z1). En efecto, si en todo punto

z, tal que 121 - Zol = R puede prolongarse f a un entorno Br(z1) entonces exis-

te un ¢ > 0 tal que f es prolongable a BR+€(ZD) (demostrarlo). En consecuencia la

nueva funcidn tendrd radio de convergencia 2 R + ¢ y por tanto f debe temer

alrededor de z, un desarrollo con radio de convergencia > R, contradiccidn.

Es facil ver entonces que un criterio para determinar si z, es o no singular

(-b)

(=]
- . n
es el siguiente: si §  (b) =

0

, con b en el segmento abierto de extre-

mos z_ .y zq, tiene radio de convergencia r = |b - 21| entonces z, es singular y

1

sir> |b - z1| entonces z, es regular (no singular). Al conjunto {z: |z -z

se lo demomina frontera natural si todos sus puntos son singulares.

ol

EJEMPLOS. a) 1 + z + 2° + oo = (1 - z)_1 posee una singularidad en z = 1 pero
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es continuable en todo otro punto del contorno {{z} =1}.

m
b) f(z) =1 + 2 4 zé b+ 22 4 ... tiene a {|z| = 1} por frontera natural.

: q
En efecto, R =1, y si z, = 82”10/2 s P»Q enteros positivos, entonces la serie

(e o]

7 r2n82n.2nip/2q
n=q

conjunto de los puntos Z4 asi definido es denso en la circunferencia unitaria,

© N
=7 5w parat 4 1. 0 sea, f(rz1) >wpara T 4 1. E1
q

y como el limite de puntos singulares es singular, resulta que toda esa cir-

cunferencia estd formada por puntos singulares.
n!

c) F(z) = zz—g tiene por frontera natural a {|z| = 1}. R = 1 pues la serie
n

converge en z = 1 y diverge en z = x > 1, Cada punto de la forma ezﬂlp/q, o]
y g primos entre si, es un punto singular. Esto es consecuencia del siguiente

teorema sobre series a coeficientes positivos.

TEOREMA 1. Sea f(z) = § anzn, a, 20, R =1, &ntonces en z = 1 hay un punio

singulan,

DEMOSTRACION. Sea 0 <t < 1. f(r) = Ja (e + r - )l =7 b (r - &), &> 0.
Este (ltimo es entonces el desarrollo en el punto r = €. Si z = 1 fuera un pun-

to regular para f(t), § bn(1 - + n)n convergeria para cierto n > 0. Por tan-

to J an(1 +m)" <o, yR21 4+ ns contradiccién, QED.

EJERCICIO 1. Si f(z) es holomorfa en D, vy prolongable a D, U D, mostrar que
f'{z) es prolongable a D1 U 02 y que esta prolongacién es la derivada de la

prolongacién de f.

2. SINGULARIDADES AISLADAS. Una funcidn f(z) tiene una singularidad aislada

en z = a si en un entorno reducido de a, Br(a)\{a}, f(z) es holomorfa. No siem-

pre una sigularidad aislada es una verdadera singularidad. Si f es prolongable

a Br(a) entonces la singularidad se dice evitable. Lo que interesa en esta si-

tuacién es gue f(z) es regular alrededor de a y la cuestidn es decidir que ocurre

en da.
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TEOREMA 2 (Laurent). Sea f(z) Aolomonfa en A = {R < |z] <R'}, Rz 0. &ntonces
+m
f(z) = 1 anzn en esa negibn y fa senie vs casi unifonmemente convergente, Para

-0

cualquien cuwa de Jordan negulan I contenida en A con z = 0 en su dominio in-
tenion vale:

(1) an=?"i“'J f[gi,% dz’ n=D’i1,t2, coa o
Iz

+Cb
n .. . .
)) a z es Lo lnica senie de esa Lorma casi uniformemente convergente a f(z)

-0

en A.

DEMOSTRACION. Sea K un compacto contenido en el anillo A. Existen dos circun-
ferencias con centro z = 0, Cy C', de radios r y r', tales que R < < r' < R'

yKefzsr <|z| <r'} = A,. Sea h € A,. Entonces

o
2

f(h) = —211—1[':' ZFSZ) dz - _1—J[: f(Z) dz = % a hn - —Z%JC ZFEZIZ dz

—r

donde a_ = 1 J flz dz, y la serie converge absoluta y uniformemente si

n =2 Jo, e
Ih| ' - e <R', (ver demostracién T.8, Cap. 2). No cbstante no fiene por

qué tener sentido F(n)(D) y por lo tanto no es necesariamente a_ = f(n)(D)/n!.

Por otro lado tenemos:

~ n-1 n
. J f(z) dz = —— J _flz) dz = —— J f(z){l+—§—+...+zn - nz
2mi ‘Cz -h 2ri ‘Ch -z 2mi /C h K n h'(z-h)
o bm m-1
= m§1 ;5 -B , by =a_ = JC f(z) z dz/27i,
n n
an_L_J_Z_(iz_dz, |Bn|§E“_E£(%) ,
2ri ‘C h'(z - h)
donde la Gltima desigualdad vale en el supuesto gue dist (hy{]z| = I})z e,

Para esos h, B_ +0sin>w®,y
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f(z)
C z - h

1 ©
- EEE'[ dz = } a _h
m=

1 -

-m

De las férmulas (13) y (14) del capitulo 2 obtenemos

(2) —lr J 2" dz

271

|z]=s

1sin=-1,

cualquiera que sea s > Q.

+00
Supongamos que )
-0

£sto no se aplica

OsineZ, n z-1,

+00
dnzn 3 f(z) en A, Luego ¥ dnzn-p—1 3 £(2)2"P, Por tanto

-00

a la funcidén vz éPor qué?

Si f(z) tiene un desarrollo de Laurent en BR(aY\{a]:

(3)

a(z - a)"

f(z) = n

or~1 8

llamaremos parte principal de 1la singularidad en z

a a la serie § bn(z - a

b n
+ § bn(z - a)

QED.

(o]

)—n
1

Si bn = 0 para todo n diremos que la singularidad es evitable:; si bn = 0 para

n > m con bm #0 (m >0), diremos que f tiene un polo de orden m en a

b b1 o
z) = —2 — 4 .+ + 7
(z - a)m z - a n=0

an(z -a).

En este caso la funcién ¢(z) = (z - a)™(z) tiene una singularidad evitable

en z = a. Como pa

ra |z - a bastante pequefio 0 < M

resulta |f(z)]| 2 M|z - a|m. En particular, |f(z)]

parte, |z - a|™.

f(z)| = |b | + |b_| = 4M cerca de
m m

-'B1 -

< oo para

z

dy

(=}

|z - a|™ |f(z)]

fiA

Zz + a, Por otra

Sea,



QM /|Z - a|m+1

v

If(z)|. Podemos decir entonces que |f(z)| crece como

-m
|z - a para z > a.
A t),I se lo denominpa el residuo del polo. Si el polo es de orden uno entonces

b, = 1im (z - a)f(z). En todo caso (cf. (2)):
z >a

(4) b, = =

1= 5 J f(z) dz.
|z-a|=¢

5i z = a es una singularidad aislada para f(z) gue no es evitable ni es un

polo entonces diremos gue f tiene alli una singularidad esencial.

TEOREMA 3 (Gran teorema de Picard). Si z = a es una singularidad esencial para
f(z) entonces fa funcién toma en todo entorno de a cualquien valon Linito in-

Linitas veces con una excepcién a Lo mds.
No demostraremos este teorema sino el siguiente

TEOREMA 4 (Cassorati - Weierstrass). &n todo entoano de una singulanidad aisla-
da esencial existe un punto en el cual fa funcién difierne tan poco como se quiena

de cualquien nimerno preasignado.

DEMOSTRACION. Sean f(z) con una singularidad esencial en z =ay c € C. Quere-

mos ver que dados € > 0 y r > 0, existe z; € B;(a) = Br(af\ia} tal que

|f(21) - c| < . Supongamos que en BL no hay ningln cero de f(z) - c. Luego,

— 1 1 4 s 1
g(z) = ?TEj_T"E es holomorfa en Br' Bastara ahora ver que existe z, € Br tal
que |g(z1)| > 1/e. 5i no fuera asi tendriamos |g(z)| s 1/e. Sea b, el n-ésimo

coeficiente de la parte principal de g(z) en a. Entonces, de

1

J )
2'
Iz-al—p.

lo, 1= g(z)(z - )" dz| s

n
€

af(z-a)"=(z-a)"¢(z), con

sigue que bn = 0 para todo n. O sea, g(z) = n

o~ 8

o(z) = 0 en Br(a) y f(z) - ¢c = wlz) en B;(a) con ¥ holomorfa y no nula en

(z - a)" oo
£oe g An(z -a)"

m
B (a). En consecuencia, f(z) = wz) + c(z - a) = . Luego, f(z)

t (z - a)" (z - a)"

- 62 -



tiene un polo de orden m si m >0, o una singularidad evitable si m = 0, con-

tradiccidn, QED.

EJERCICIO 2. Si a es un punto donde f(z) tiene una singularidad aislada y ac

es limite de ceros de f(z) entones la singularidad es esencial si f{z) ¥ O.

Pero si se verifica f(z) = 0(|z - a|™), n € Z, entonces 1a singularidad es

evitable o bien es un polo de orden n a lo mas (véase el parrafo siguiente).

EJERCICIO 3. Dar una demostracidn directa de (2) reemplazando z. por reie y usan-

do como pardmetro a6 e [0,2m].

EJERCICIO 4. Si f(z) tiene una singularidad aislada en z = a y es acotada en
un entorno de a entones la singularidad es evitable. En cambio, si [f(z)]| +

para z * a, la singularidad es un polo.

3. CEROS Y POLOS. EL PUNTO EN EL INFINITO. Si en z = a la funcidn g(z) (holo-
morfa) tiene un ceroc de orden p y la funcidn f(z) tienme uno de orden q entonces

f.g tiene un cero de orden p + q. Pero si f(z) tiene alli un polo de arden q

entonces f(z)g(z) = 1z - a)P % (2), h(a) = 0, y fg tendr4d un cero o un polo
segin sea p >qo p <g. S5i p =a, fg # 0 en un entornc de a. Ceros y polos
presentan un comportamiento semejante que se hace mds claro al tratar el pun-
to ®. Sea f(z) holomorfa en un entorno circular del o que por definicién

es un conjunto de la forma:
BR(w) = {z: |z| > R},

El » es entonces una "singularidad aislada" que serd evitable, un polo o una

singularidad esencial sealn lo sea en w = 0 la funcién g(w) obtenida de f por
la transformacién w = 1/z: g(w) = F(1/w), w e B1/R(D)' si g(w) = wP.h(w),

h(0) # 0, p € N, diremos que f(z) tiene un cero de orden p en el infinito.

TEOREMA 5. lna funcidén enteaa £(z) con un pofo de orden n en ef .infinito es
un polinomio de gnado N.

a
o

b
DEMOSTRACION. g(u) = =+ 2L 4 ... + =L+ F(u), b = 0, F holomorfa en C.
w w w

Luego, F es acotada en un entorno de w = 0. Entonces, f(z) = bnzn 1

G(z) = F(1/z) es acotada en un entorno del infinto, y por la hipbtesis sobre f
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lo es en cualquier entorno del origen. Luego, G es constante (7. de Liouwville),
QED.
Recurriendo al Ej. 2 podemos reenunciar el teorema diciendo que una funcidn

entera que no crece mas que una potencia en el infinito es un polinomio.

4, TEOREMA DE LBS RESIDUOS DE CAUCHY. PRINCIPIO DEL ARGUMENTO.

TEOREMA B. Sea f(z) Aolomorfa en el dominio simplemente conexo A safvo en un

ruimeno finito de puntos, Zys eeer Zpp donde fa funcidén tiene polos. Sea a 1.7
=ls

el nesiduo de (z) en z_. Si T es una cuwa regularn de Jordan que contiene en’
su dinternion D a Los puntos z. entonces

N

1
T JJ f(z) dz = r£1 aq,r

DEMOSTRACION. Sea Ci = {|z - zi| = g}

con ¢ > 0 tan pequefio de manera que 1

C.cD,C.NC,=@sii=j. Entonces
i i J

1 N 1 N
EFE-JJ f dz = % EEE-JC f(z) dz =3 a., ., QED.

Sea f(z) holomorfa sobre un arco regular C, abierto o cerrado. Entonces, si
f =z 0 sobre C:

— — _— -——-1 3
— JC F dz = ~[1og f]c = 2ni[log |f] + i arg f]C'
Si C es un arco cerrado

1 £ _
ST Jc 7 dz = [arg f]C/ZH.

1
Esto se exprese diciendo gue % J j%—dz es igual a la variacién del argumento
c

de f sobre C. Si agregamos ahora las hipOtesis que el arco sea una curva de
Jordan y que f sea holomorfa en el interior D de J, salvo por un ndmero fini-

to de puntos donde la funcién presenta polos, vale el
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1
TEOREMA 7. E%T‘J fiz dz = Z - P = nidmero de ceros (de f en D) - nimero de
i)y f(z

prolos. 0 fien, variacién del crgumento de f a fo Larngo de I = 2m(Z - P).

DEMOSTRACION. Si a es un cero de orden r, f(z) =(z - a)f h(z), y en un entor-
no de a tenemos h(z) # 0, y por tanto,

f'(z) h'(z)
(5) f(z§ =7 f at h(z§ :

En cambio, si a es un polo de f de orden s

£12) | -5, n'(z)
(6) f(z§ 7 f at h(z§ :

M N
1
Luego, Elr J f—-dz = Z T, = Z s.=12~-P, (Mes el nimero de puntos dis-
Ty f . ST
i= =1
tintos dos a dos donde hay ceros y N el de puntos donde hay polos), QED.
En el teorema Z es la suma de los Ordenes de todos los ceros. El contar r veces

un cerc de orden r aparece asi como un hecho necesarioc y puede entenderse si

T
observamos, por ejemplo, que la funcién (z - a)f es limite de I (z - ai)
i=1

para a; > a.

COROLARIO. Bajo fas mismas hipbtesis del 7.7, si F(z) es holomorfa dentro de
y s0bre J:

2t |, F@ o =Dy - L ripy).

Esto sigue inmediatamente de (5) y (6). Otra vez en la suma ) F(zj) cada
sumando F(zj) se suma tantas veces como el orden del cero zj. Idem F(pj).

Lo visto nos impulsa a acufiar un nombre para un nuevo tipo de funcidn.

DEFINICION 1. lUna funcidn se dice meromorfa en un dominio si es holomorfa en
cada punto con excepcién de un nimero (numenalle) de singularnidades aisladas
donde presenta polos. Se dird menomonfa en z, 44 en un entorno cinculan redu-

cido del punto es holomorfa y en z, tiene una singularidad evitable o un pofo.
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TEOREMA 8. Una funcidn meromorfa en fa esfera de Riemann es una funcién nacional.

DEMOSTRACION. La hipbtesis dice que la funcidn tiene un nlmero finito de polos
en C y quizd uno en el . Fuera de estos es holomorfa en toda la esfera. Sean

Zys +++s-2 los puntos de C donde presenta polos de 4rdenes Tys sees T Y f(z)

T T
la funcién. Luego, f(z).(z - 21) 1...(2 - zn) M es una funcién holomorfa en C

con a lo mas un polo en el infinito. Por el teoremsa 5 debe ser un polinomio

T

n .
P1(z). Llamando Pz(z) =0 (z - Zi) 1 tenemos ahora f(z) = P1(z)/P2(z), QED.
1

5. TEOREMA DE ROUCHE. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA.

TEOREMA 9 (Rouché). Sea T una cuwa de Jordan regulan en un dominio D simple-
mente conexo. Supongamos que f y g sean holomorfas en D y que sobre J verifiquen

| g(z)] < |f(z)

Entonces, T y f + g tienen el mismo nimero de ceros dentro de J.

DEMOSTRACION. Supongamos que el nimero de ceros de f, contados de acuerdo a
sus Ordenes, seam, y el de f + g sea n. Sea F(z) =1 + (qg/f) = (f + g)/f. Por
el principio del argumento: 2m{n - m) = incremento de arg F cuando z recorre
J. Pero RF = 1 + R(g/f) 21 - |g/f| > 0 en J. Por tanto, el argumento vuelve

a su valor original y 2m(n - m) = 0, QED.

TEOREMA 10 (Gauss). P(z) = aozm +a

m-1 .
42 +oeee + A, A, #Z 0, tiene exacta-

m
mente m cenos en C, y P(z) = a n (z - zi).
i=1

DEMOSTRACION. Sean f(z) = a 2", o(z) = a,2""' + ... +a, v I = {|z] = R},
con R tan grande como para que fuera y sobre J, |g/f| < 1. Como f(z)

tiene un cero de orden m en z = 0, por el T. de Rouché (f + g)(z) tendréd m ce-
TOS en BR(D). Sean Zys seey zm es0s Ceros (pueden repetirse) y sea

m
az + ... +2a
[s] m

(z- 21)...(2 -z

glz) = y - Esta funcién sblo tiene en C singularidades evita-

m

bles y es acotada. Por tanto, es constante, y necesariamente igual a aO,QED.
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TEOREMA 11. Las raices de P(z) = aozm + o.o +a =0 son continuas en Los coefi-

cientes aj.

. - m m-1
DEMOSTRACION. Sean Q(z) = (aO + go)z + (a1 + 51)2 + oee + (am + €m>’ f=p,

n - .
g=Q-P= EgZ t eee t e Sea Zj un cero de P de orden rj y cj una circunfe-
rencia con centro zj y radio tan pequefio como para que los otros ceros de P
estén fuera de ella. Sobre Cj’ [f] >0, ysi Eg? ++°s» € SON bastante pequefios,

[ f| > |g| alli. Luego, Q = f + g tiene exactamente I ceros dentro de €5 QED.

6. EL COMPORTAMIENTO DE UNA FUNCION HOLOMORFA ALREDEDOR DE UN CERO. (Demostra-
cibn del T.14 del Cap. 2). Supongamos que w(z) admita un desarrollo en serie

de potencias alrededor de z = 0 de la forma

m m+1
w(iz) =cz +c¢c_ .,z + e m 0, c =0,
( ) m ) ’ > Uy m-

Existe une > 0 tal gue en BE(D) vale el desarrollo y tal gue en B'(0) U {|z]| = €}:
€

w(z) 20 = w'(z). Sean S€ = {z: |z] =g} vy
n = inf {u(z)]: z € Se}'
Entonces n > 0. Sea w € B&(D) y definamos F(z) := w(z) - w. En SE se tiene

[F(z) - w(z)| = Juol <n = |ulz)l.

Luego F(z) tiene en BE(O) tahtos ceros Zj como w(z), es decir, m. Como z. = O,
F'(zj) = w'(zj) # 0. En consecuencia estos son ceros simples, y por tanto dos
a dos distintos. Conclusién: w tomz el valor u, e BA(D) = BU(D)\{D} en exacta-

mente m puntos de Bé(D).

o  a-1
7. CALCULO DE UNA INTEGRAL POR RESIDUOS. Evaluar J ? I dt, 0 < a< 1. Con
0
el cambio de variables t = ex:
® . a-1 Yo ax
7) t dt:J = dx ,
01 +¢ -1 4 "
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y queremos mostrar que (7) =

La funcién f(z) =

Sea (cf. figura 2)

JF e’

I =

Entonces,

dx - e
+ 1

pues las dos (ltimas

8. EL TEOREMA DE MONODROMIA. Sea C una unidn finita de arcos regulares conse-

cutivos, o sea, una curva regular, que une a con b. Supongamos que en el orden

m/sen am.

e??/(1 + e%) tieme por residuo en z =

il [P g%
> (1 -e ﬂl)J et

X
-0 " + 1

dx,

integrales tienden a O.

ani de’
Ti a e /E?_(ﬂl)= -e

ami

de recorrido de C tenmemos una sucesidn z, = a Zyy wees Zy = b de puntos (en

az I M
£ dz.

+ 1 T A

-5 o R Z
I - —2nie®™ -
a2t R o3% ) 2m eaR+1ay ) 2n -aS+iay
" dx + i —R—+-i——dy-1 e dy >
-5 &% + 1 0e ™Y 41 0 e +1  RSaw

C) y una familia de circulos Br (Zo)’ Br (21), cees Br (ZN), cada uno con inter-

0 1 N

seccién no vacia con el precedente. Sean (fo,zo), (f1,z1), cees (Fn,zn) ele-

mentos de funciones holomorfds definidas en los entornos indicados. Si

_

Z. 2. B (Z. )
-1 -

1 i ri_1 i-1

que esa familia describe una continuacién analitica de (fo,a) a lo largo de C.

» fy = fiqen B (7)) N8B
i i-1

Esta nos lleva de (Fo,a) a (fN,b). Como son elementos de funciones ni el ra-

dio final Ty ni el inicial, interesan para la descripcidn del elemento alcan-

zado. Dado que fi gueda determinada por los valores de fi-1 sobre Br n Br

1

(Zi_1)$ i = 1’ seey N, diremOS

nc

i-1

se ve gue si hubiéramos utilizado otra continuacidn sobre la misma curva, ha-

briamos llegado a un (Fm,b) pero tal gue (fm,b) = (fN,b). 0 sea, la continua-

cibn es independiente del encadenamiento utilizado, aungue no de la curva C.

Si C' une a con b la prolongacidn a lo largo de C' no necesariamente concluye
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con (fN,b) aun comenzando con (fo,a). Sin embargo, una curva muy proxima a C

daré lugar al mismo resultado final. Por ejemplo, una poligonal inscrita a C

y muy proxima lleva (fo,a) en (fN,b), (demostrarlo). Sean D un dominio, a € D

y (f,a) un elemento analitico de una funcién holomorfa en a. Diremos que (f,a)
es arbitrariamente continuable en esta regidn si (f,a) admite una continuacidn

a lo largo de toda curva regular que emana de a y estid contenida en D.

TEOREMA 12. Sea (f,a) un elemento analitico en a ¢ D dominio simplemente conexo.
Si (f,a) es arbitrarniamente continuable en D entonces queda definida una dni-
ca funcién F holomorfa en D tal que (Fya) = (f,a).

(z - a)/(1 - az)

transforma D en {w: |u| < 1} = 81(0) y lleva z = a en w = 0. El elemento (f,a)

DEMOSTRACION. Supongamos D = 81(0). La transformacidn w

se transforma en el elemento analitico (f(z(w)),0) que es arbitrariamente con-

tinuable en 81(0). Es decir, podemos suponer a = 0 en nuestro planteo aoriginal.

En este caso, si no existiera uma funcién F tal que (f,0) = (F,0) entonces el
radio de convergencia R del desarrollo de f alrededor de z = O seria menor que

uno. En consecuencia,; en ]z[ = R, f tendria un punto singular z, y no seria

continuable a lo largo del segmento de longitud uno que sale de U y pasa por

21y contradiccidn. €n el caso general, en lugar de la transformacidn homogra-

fica w = w(z) se recurre a una de las funciones cuya existencia afirma el T.de

Riemann de la transformacidén conforme, QED.

EJERCICIO 1. Sea D un dominio simplemente conexo con 1 € D, 0 ¢ D. Entonces
existe en D una rama del logaritmo tal que log 1 = 0. Es decir, hay una funcién
holomorfa F en D tal que F(z) = log z = log |z] + i Arg z + 2kri para todo z € D
y con k = k(z), k(1) = 0.

*G. LA FUNCION ANALITICA COMPLETA. Esta se define a partir de un elemento de
funcién (f,a) y es el conjunto de todos los valores funcionales w = w(z) que

se hacen corresponder a z por medio de todas las prolongaciones posibles. En
general es una "funcidn multifbrme, o multivaluada”. Como la palabra funcidn

se usa para aplicaciones gue llevan un punto en otro, y sdlo uno, conviene des-
cribir la funcibn analitica por medio de los elementos analiticos que la for-
man y gue se caracterizan por las siguientes condiciones:

1) dados dos elementos uno es continuacidn del otro,

2) todo elemento continuacién de uno pertenece a la familia.
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Este proceso no excluye ningln punto de la esfera de Riemann. E1 punto en el
infinito se trata por inversién en el origen (ya que esta transformacién hace
corresponder al abierto no acotado {|z| > 1} con el abierto acotado {|z]| < 11).
Dado un dominio simplemente conexc D tal que un punto b ¢ D sea alcanzable por
la prolongacién y en el elemento. (F,b), si éste es arbitrariamente continuable
en D gueda definida alli una funcidn holomorfa F. Pero gquizé pueda llegarse,
por otro camino, a (G,b) desde (f,a), con (G,b) también arbitrariamente conti-
nuable en D, y definiendo una funcién holomorfa G = F. G y F serédn ramas dis-
tintas de (f,a) en D en un adecuado entorno de b.

La llamada superficie de Riemann es una construccidn gque trata de resolver el
problema de la multiformidad de una funcidn. Es una superficie sobre la cual
los valores de la funcién definen una aplicacidn univaluada, y construida
"adhiriendo los elementos analiticos" obtenidas por prolongacién de uno dado
cuando ellos "coinciden en un disco". Sobre la superficie de Riemann gueda de-
finida una funcidn univaluada, o uniforme, a valores en la esfera de Riemann,
que se llama la figura analitica (mondgena) determinada por el elemento anali-
tico de partida.

o _n!

*1D. EL TEOREMA DE ABEL. La serie § 35— tiene por frontera natural a {|z] = 1}.
in

Sin embargo converge en cada punto de la circunferencia unitaria y define una

funcibén continua sobre 81( Y. En efecto, esto se deduce del siguiente teorema

debido a Abel.

TEOREMA 13, o) Sea f(z) = 7§ anzn con R =1y con J a_ convergente, &ntonces
lim  f(r) = ] a_.
1T >r »>1

L) Més abn, s4 Y aneln6 converge uniformemenite en (-60,60) entonces

1im f(rele) =) anelne.
r > 1-
La convergencia de f(r) a A no implica que A = § a_. Por ejemplo, ) (-1)"" =

= 1/{1 4+ z). Sin embargo, una reciproca parcial la suministra el siguiente te-

orema de Tauber.

TEOREMA 13. Sea f(z) = Ja 2" con R =1, y lim na =0. S f(r) — A
n -+ o r 41

entonces | a_ converge a A.
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Una forma de demostrar el teorema 13 es recurriendo a la importante formula

de sumacion por partes (transformacién de Abel).
LEMA 1. Sean Uer Yy € Cy K =1y veey My S T Up Foeee F U Entonces

n-1
) UV, = S v+ ; sk(uk - Vk+1)'

n n n n
DEMOSTRACION. s := 03 g YV = g (s = s q v = g SV " ; Sko1Yic =

n n-1 n-1
= ; SV = % S Vi1 = SpVp + § Sk(vk - Vk+1)’ QeD.

Sean ahora {un(x)}, {vn(y)}, sucesiones de funciones complejas definidas en

los subconjuntos del plano complejo X, Y, respectivamente.

LEMA 2. La serie ) uj(x)vj(y) es unifonmemente convengente en X x Y si alguno

de flos siguientes casos se presentar
a) ) un(x) convenge uniformemente en X, y {vn(y)} es uniformemente acotada en

Y y decrece mondtonamente en todo y € Y (o crece),

n
4) 3 uj(x) es uniformemente acotada en X, {vn(y)} crece uniformemente a ce-
1

20 (o decrece).

(Y)I es aco-

c) ¥ un(x) convenge uniformemente en X y |V1(y)| + ; lvn(y) = Vo

tada en Y.

DEMOSTRACION. Estd claro que en a) y b) se dice implicitamente que un(y) es

real para tods n y todo y. Sean (g > m)e

q n-1

e = sup | § u(x)|s8 = 1dv(y)]+ ¥ |v.ly)-v ()]

m q>m |m+1 K I’ me n m+1 K k1
x € X

Del lema 1 se deduce ahora que

n
lkzrzm u O (W] s e .8, .
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si {v;} es monétona, § = Ivn(y)l + Ivn(y) - vm+1(y)| y siguen a) y b). Por

otra parte

n-1
lv (D1 5 Tuy O+ Tv () = vy s Ty O]+ 12 v ) = v ] = m
y c) resulta inmediatamente pues Em + 0, QED.

£JERCICIO. Probar T. 13, b) usando lema 2, a).

11. PUNTOS CRITICOS. Diremos due un punto z, € C es un punto critico aislado

de una funcidn analitica f si en un entorno reducido de Z,s B;(zo), hay un ele-
mento de funcidén (f,z1), zy € B;(zo), arbitrariamente continuable en ese en-
torno. Si hay un nlmera n tal que para todo z € B;(zo) el conjunto de valores

tomados por la prolongacién de f es finito y menor o igual a n, y si para

z > Zo’ esos valores convergen a un ndmero o bien a infinito, diremas que el

punto es algebraico. En caso contrario diremos que z_ es un punto critico

trascendente. Por ejemplo, O es un punto critico algebraico para 3 y es trascen-

dente para log z. Un punto critico algebraico se caracteriza por ser de la Tor-
ma ®("Vz - Zo) donde ® es meromorfa en Br(zo)’ holomorfa en Bé(zo), para cier-

to r. Estos puntos criticos seran llamados puntos de ramificacidn de la funcidn
analitica. También asi denotaremos los puntos criticos de una funcién analiti-

ca donde ésta se comporta en forma semejante al logaritmo en z, = 0. En reali-

dad, el concepto de punto critico abarca més casos. (Los citados corresponden

a singularidades en una rama de la funcidn analitica completa). Nosotros no
queremos discutirlos aqui sino sblo introducir una nomenclatura para aislar

dos ideas: la de punto de ramificacidn algebraica y la de punto de ramificacion

logaritmica.

NB. Es oportuno observar que la idea de rama utilizadz es generalizable. Nos
hemos restringido en el texto a un concepto que propiamente podria describirse
como rama univaluada holomorfa de una funcion analitica F en un dominic simple-
mente conexo D y que es una funcidén holomorfa en D, f, que toma valores asumi-
dos por F (la cual esté definida en D'> D). D sea, existe un elemento de F,

(F,a) = (f,a), a € D, arbitrariamente continuable en D.
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CAPITULOD 5.

La funcién gamma. La foérmula de recurrencia. La funcidn beta. La férmula de
duplicacidén de Legendre. La fdrmula de Stirling. Productos infinitos. El teorema

de Mitag-Leffler y las funciones racionales.

1. LA FUNCION GAMMA. Se define, para Rz > 0, por medioc de una integral:

(1) I'(z) = jm etz g, 21 2 {log )(z-1)
0

Sean
1 o0

(2) ¢(2) =J et at,  w(2) =J et g,
0 1

Entonces, T'(z) = ¢{z) + ¥(z). La segunda integral define en realidad una fun-

cidn entera. Y la primera también puede prolongarse de Rz > 0 a

Ao, -1, -2, -3, ...}. En efecto, reemplazando et por su serie de Taylor

obtenemos

1 o .1 n+z-1 ® n
-t, z-1 t v (-1)
O I I e A e

La (ltima serie es absoluta y uniformemente convergente en cualquier conjunto
[l
compacto del plano que no contenga al cero o a un enterc negativo. Luego, pa-

ra todo z e Cy, z 20, -1, -2, +..s podemos definir

T ()"
(4) r(z) = y(z) + nEU AT ey

funcibn meromorfa con polos simples en los enteros no positivos.que extiende

a la funcidn (1) holomorfa en Rz > O.

00 00
2. LA FORMULA DE RECURRENCIA. Sea x > O, entonces J et gt - J (£*/x)e"F dt,

o G
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y por tanto xI'(x) = T(x+1). Usando el Teorema 11 del Cap. 2 obtenemos
(5) zI(z) = T(z+1), Z2 20, <1y =25 ees

00

Como J et gt =1 sigue que
0

(8) {n+1) = nr(n) = n'T(1) = nt.

La funcibn meromorfa T'(z) aparece asi como un intento de extender a nimeros

no naturales el concepto de factorial. Por otra parte tenemos

00 O 2 ~+00 2
(7) r(L) = 812 g 22 eV au = UG = A,
! JU JU e J-we -
® Th+D=(-Dra-H-t-0 .. bd-41. 3. 21
- (2n) VT
n! 22n )

3. LA FUNCION BETA. Si x,y > 0, por definicidén
L x-1 -1
(9) B(x,y) =J 7M1 - )Y ot

Entonces B(x,y) = B(y,x). La expresidén gue define a B(x,y) puede simetrizarse

con un cambio de variables obteniéndose

1/2
1 -1,1 =1
(10) B(xy) = j_m G d -
Sis>0y T=1t/2s, Tesulta
S
(11) (25)"B(x,y) = j (s + ) (s - £)Y7" o,
-s

£ integrando en s, luego de multiplicar por 8_25, obtenemos

- -



(12) B(x,y).J

Con la transformaciéon ¢ = s + t, T = s - t, de jacobiano %%%L%% = %, se obtie-
9

ne

Q0

{oo]
B0y y) =5 [ a0 [ e o = Jrtaty).
0 0

N

Por tanto

(13) Bley) = HRLEv)

Asi como la funcidn gamma estd vinculada al n! la funcién beta lo esta con el

. . /n+m 1 {o+m!
combinatorio ("7). En efecto, T yElaT Ty tome el valor ST

si x=my, ¥y =n. 5i en (9) ponemos t = sen2 s resulta

w/2

(14) B(x,y) = ZJ sen?® ! s cos?’ s ds.
0
Luego,
/2 /2 Jr F(l%ﬁ)
(15) J sen” s ds = J cos” s ds = - . S s a > -1,
0 0 ' r)

Sea ahora 1 > x > 0. Entonces

1 1 -1
I(x)(1-x) = B(x,1-x) = JD 1 - )7 gt = JU ( E t)x 1d§ -

Haciendo y = t/(1 - t), obtenemos (cf. §7, Cap. 4):

w  x-1
P(x)T(1-x) = IU Y gy o T

Prolongando analiticamente se arriba a la siguiente importante férmula:

(18) r(z)r(1-z) = T _, z€12
sen Wz
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Y de la msima manera, si Rz, Av > -1, a

[(z+1) T'(w#

1
z w _
(17) Blz+tour) = [ €201 - 0)¥ ot = LI

0

De (16) se concluye que I'(z) = O para todo z.

*4, FORMULA DE DUPLICACION DE LEGENDRE, Vale (cf. (8)):

(18) 2/7 T(2z) = 2°2.T(z) T(z+1/2).

DEMOSTRACION. Sea p > 0. Entonces

2 1/2 1
T - - - -1
Fép =2J xp1(1-x)p1dx=(x=-12——1§/)')=21 2pJ0(1_y)p -

’
g = -1 1-2p

N =12 _2 T(p) T(1/2)

=2 DJE (1 - y)P7'ye dy = T(p+$/2) .

5. LA FORMULA DE STIRLING. Esta formula permite expresar en forma sencilla el
comportamiento asintdtico del factorial de n, es decir, el comportamiento pa-

ra grandes valores del argumento:

n
(19) n! ~ V2mn (g) .

v significa er esta situacibn gue

(20) n! > 1.
vZm (n/e)" n o+ e

Eguivalentemente, si p = n vale que T(p) = p!/p y por tanto
p
(21) O RVEL

Esta formula es correcta adn para p real positivo y es un caso particular del

siguiente importante resultado.

TEOREMA 2. Sea z tal que |Arg z| < 7w - €, & > 0. éntonces T(z) ~ /IT.e 22'1/2,
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uniformemente para |z| + e (Agui 224/2 es real para T real),

6. PRODUCTOS INFINITOS, Sea {a”} < C. Diremos que

[+ o]
1 + a1)(1 + az)...(1 + an)... =1 (1 + aj) es un producto infinito convergente
1

n oo
si existe p= 0, p 2z », tal que I (1 + aj) + p. En este caso p=: 01 (1 + aj).
1 1

o x
TEOREMA 1. SiJ [anl < o entonces M (1 + an) converge a partir de un N.
1 N

DEMOSTRACION. Si O < |z| < 1/2,

2 3

Log (1 + z) z z
—3+4-...<

z

1 -

N
°

Z
2

A

1/2, y se tiene

IA

Luego, -L;-L

[+ o] (o]
IE\:I |an] < o => % |[Log (1 + an)l < o para nz N tal que |an|

|Log (1 + z)| <%|z|, | |

A

1/2. En conse-

| M il
cuencia, log Ml (1 +a_ ) =Y Log (1 + a_) > q. Entones, exp (log I (1+a_)) +
N n 5 n N n
M
+expg=p=x0,yl (1 +a ) — p, QED.
N M+ o

COROLARIO. Sea [ M una mayorante del | u,(z) | para z€ D dominio. Si cade

co

Auncién u_ es holomorfa en D entonces 1 (1 + un(z)) convenge uniformemente a
N

una funcién holomornfa no nula en D, si N es suficientemente grande,

Q 0 0
DEMOSTRACION. J |Log (1 +u (2))] s3 ] |u ] M <e& para todo
- +

P+1 P+1 P
P, Q, P<Q, P2 po(s). Luego,

log 1 (1 +u (2)) log f (1+u(2))
N

e . P+ =[M (1 + un(z))].eo(e) =
N
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p
S [ (1o (2)].31+ 0(e))s
N

Q Q' p
cualguiera sea Q > P. Entonces (Il ! l = ‘HI.U(&) =
N N N
p ©
=1 (1 +m).0e) =1 (1 +m).0) =0{e), QED.
n n
N N
{a funcién m/sen m tiene polos simples en z = -n, n =0, 1, 2, ...s CON resi-
duos (-1)". Luego, de la foérmula (16) sigue que T'(z) tiene polos simples en
z = -n, con residuos (-1)"/n!. La funcidn 1"(2)_1 es entonces una funcidn entera

con ceros simples en los enteros no positivos. Se puede demostrar que

«©

1 z zy -z/n
(22) =ef?z 1 [(1+25) e,
T(z) =1 n
n
donde y es la constante de Euler, y = lim ( J l - Log n), y la convergencia-
n+w j=1 J

o
cia es uniforme sobre compactos.

Obsérvese que no es aplicable el corolario precedente al producto de los pa-

z/n

réntesis. E1 factor e
infinito (22).

es necesario para lograr la convergencia del producto

7. EL TEOREMA DE MITTAG - LEFFLER. La relacion entre r(z)™' y N(z) puede exten-
derse a toda funcidn entera f(z) no idénticamente nula. Su reciproca g(z) es
una funcidn meromorfa en todo el plano, y por tanto, en todo recinto acotado
sblo presenta un ndmero finito de singularidades gque son polos. Reciprocamente,
dada g meromorfa en C,1/g es una funcidn entera con ceros en los polos de g,
y del mismo orden. La diferencia entre dos funciones meromorfas en C, g v G,

que poseen los mismos polos y partes principales, es una funcidn entera.

PROBLEMA: dada una sucesidén de puntos, finita o infinita, sin puntos de acumula-

cién en C, {zn}, y una sucesidn de partes principales, {Pn(z)} texiste una fun-
~
cién meromorfa en C gue tenga exactamente como singularidades esos polos con

esas partes principales?

" TEOREMA 2 (Mittag-Leffler). Siempre existe una funcién que nesuelve afirmativa-
mente el problema precedente,
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Apoyados en este resultado podriamos probar que vale

[++]
_ cos mz _ 1 1 1 _
(23) ™ cotg mz = sen wz 2 + n£1 [z “n Tt 7+ n] -
1.5 2
_1 2z
BER el
n=1 ¢ _

donde la (ltima serie es casi uniformemente convergente en C\Z.

TEOREMA 3 (Caracterizacién de las funciones racionales).

(A) Toda funcién racional admite una descomposicién en fracciones simples que
prone de manifiesto sus polos y partes principales,

(B) Se pueden construin funciones nacionales cuyos pofos y partes principales
han sido prefijadas.

(C) La funcibn rnacional més general con poflos y partes paincipales dadas se ol
tiene sumando a una de ellas un polinomio.

(D) Condicibn necesaria y suficiente para que una funcidn definida en fa esfera
de Riemann sea una funcidn racional es que presente en ella +6Lo un nime-

7o Linito de singularidades y que éstas sean polos.

De este teorema sdlo resta probar que una funcidén racional admite un desarrollo

en fracciones simples, y esto se precisa en el siguiente teorema.

: 5 5
TEOREMA 4. Seq Q(2) = 2 (z - z,) '...(z - 2) " a, *0, n >0, y P un poli-

nomio con gaado P < grado Q. &ntonces, si f{z) := P(z)/Q(z),

n j b .
(24) f(z) = ¥ ) ——ELJ———E s z % Z5

i=1 s=1 (z - z.)

J
o Tm
DEMOSTRACION. Sea j = 1. Entonces, si P(z) = bo(z - u1) ez - wm) Y
ET f(z) = ____DLEQE.:;_ con h holomorfa en un entorno 88(21) donde Q no
(z - 21) 171

tiene otro cero distinto de z,. Lueqgo,

By 1 53,1 O 11

f(z) = e ——— 4 g(2) ,
z - 21 + (Z i 21)2 + + (Z - 21)k1 + Q\zZ

siky = s; -1, >0, y con g(z) holomorfa en 85(21). La parte principal
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K1

P1(z) = 7 -——Ehl———-es idénticamente nula si s, S T,. En consecuencia,
s=1 (z - 21)
n .
f(z) - 1 Pj(z) es holomorfa en C y tiende a cero para z + <. 0 sea, es igual
j=1

a cero, QED.

Obsérvese que Pj(z) es el residuo de F(t)/(z - t) en t = Zje En efecto, si C,
es una circunferencia con centro z, que no contiene a Zys eees Zo niaz se

tiene

A )y _1_J A
2ri c Z- t Toari c. Z- t
1 1
] Kb, . © (t -z, k-1
- 54 J (1 it — ) dt = P, (2) .
c 3= (t - 21) k=1 (z - 21)

8. El teorema de Mittag-Leffler es una suerte de dual del siguiente resultado

gue generaliza al famoso teorema del producto de Weierstrass.

TEOREMA 5, Sea G un dominio en C y {aj}C: G una sucesién de puntos que no se
acumubla en G. Sea {nj} una sucesién de entenos positivos, Existe entonces una

Luncibn holomorfa en G que se anula solamente en fos puntos aj y con oaden nj.

*9, EL LIMITE DE EULER PARA LA FUNCION GAMMA. Sea D un dominio acotado tal que
su clausura no contenga ninguna de las singularidades de I'(z). Entonces, para

n entero positivo y z € D, vale uniformemente en D gue:

R
1R [ ey Fow ey B O

- 80 -



CAPITULO B.

Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas. Singularidades. Teorema de Fuchs.
Uronskiano. Naturaleza de la solucibn en un entorno de una singularidad reqular,
La ecuacién de Bessel. Funciones de Bessel, fdrmulas de recurrencia, ceros. Fér-

mula de Lommel. Desarrollos asintéticos. Las funciones de Weber y Hankel.

1. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES HOMOGENEAS. Sean D un dominio simplemente

conexo y pi(z), i=1, ...y n, meromorfas en D. iExiste alguna solucidn de la

ecuacidn

d"w "y du

(1) — +p(2) t+ eee +p_ o (z) = +p (2)w =0,
n 1 n-1 n-1 n

dz dz dz

que sea meromorfa en D? &Como afectan las singularidades de los coeficientes a
la solucidn? Trataremos los casos mas simples: n =1, 2. La ecuacién diferencial

de primer orden

(2) %+pum=o

con p holomorfa en D tiene por solucidn a

-7 p(t) ot

(3) w(z) = ke © » z, €0,

donde la integral se calcula 'sobre cualquier arco regular que vaya de z,azy
contenido en D. k es el valor de w en z,y esun dato para la determinacidn de

la solacidn. (3) es la (nica solucidn de (2) tal que w(zo) = k. En efecta,

fi p(t) dt es una primitiva de p, holomorfa en D; derivando (3) se obtiene (2).
0

Si w(zo) =0y u' +pw =0 en D entances w(J)(zO) = 0 para todo j, y por tanto,
(3) es la Onica solucidn que vale k en z, . Obsérvese entonces que la solucidn

de (2) que no es idénticamente nula es distinta de cero en todo punto.

2. LA ECUACION DIFERENCIAL HOMOGENEA DE SEGUNDO ORDEN. Consideremos el caso
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regular: p(z) y q(z) holomorfas en D, y

2
(4) d—; +p(z) Xy q(z)w =0 .

dz dz
TEOREMA 1 (Fuchs). Sean BR(ZD) ©D;5 a,a € C. Existe exactamente una funcidn

w(z) holomorfa en BR(ZO) tal que satisface (4) y w(zo) = a_, w'(zo) = a,.

Supongamos demostrado el teorema. Siguiendo un arco arbitrario podemos continuar
la w(z) encontrada y de manera que su prolongacién satisfaga (4). Luego, existe
una funcidn holomorfa en D, que también llamaremos w, tal que resuelve (4) y

w(ZO) = a,s w'(zo)= a,. Obviamente, es la dnica con esas propiedades y tenemos

el

COROLARIO 1. Existe una tnica funcién hofomonfa en D, solucidn de
w" + pw' + qu = 0, detewninada por los valones de ella y su dernivada en un pun-
to del dominio.

Sea wo(z) la solucidn tal que wo(zo) =1, wé(zo) =0y m1(z) la solucibn que ve-

s _ . _
rifica w1(zo) =0, m1(zo) = 1. Entonces, vale el

COROLARID 2. 7oda 40flucidn es combinacidn Lineal de dos soluciones Linealmente

independ.ientes (*) Wos Wy

(5) w(z) = aowo(z) + a1m1(z).

Al par Wys uw, se lo llama par fundamental, o sistema fundamental, de soluciones

de la ecuacién.

Sean f(z) y g(z) holomorfas en D. Se llama wronskiano de f y g, W(f,g), a la

funcidn
f g
(8) W= .
£1 g
(*) Es decir, si Awo + B\u,i =0 en D, Ay B constantes, entonces A = B = 0.
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Si W(f,g)(z) = 0 en D (dominio simplemente conexo) entonces f y g son lineal-

mente independientes (demostrarlo). Las funciones f =.2Zy, g = 22 en D =C son
linelamente independientes pero W(f,g)(0) = 0. Sin embargo, para soluciones de
una ecuacién como (4) la anulacién del wronskiano en un punto es equivalente a

la anulacién idéntica y a la dependencia lineal. En efecto, sean F y G soluciones

de (4). Tenemos en D, si W = w(F,G), que

d
(7) EW'*'D‘U-O'
Luego, W = ke~ Ip 9z en consecuencia, w(F,G)(z1) =0 si y sblo.si W(F,G) = O,

Del corolario 1 sigue ahora facilmente que W = 0 es condicidn necesaria y sufi-

ciente para la dependencia lineal de las soluciones F y G.

*3. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1. Podemos suponer que z, = 0. Veremos que existe
una serie de potencias de radio de convergencia mayor que o igual a R, ) anzn,
con a_ combinacién lineal de los datos a, y 2y, que satisface a la ecuacidn di-

ferencial (4), y que los coeficientes a, estén univocamente determinados por

[e+] fe o]
esos datos. Esto probara el teorema. Sean p(z) = ) pnzn, q(z) = éqnzn. Ensayemos
0

2
(8) w(z) = 8yt 3z + a2t + ...
en w" + pw' + gqw = O:
{

; n(n - 1)a 2" + (E P zn)(§ na 2"y 4 (0° q zn)(co az") = 0.

2 n g™ ¢ 0 g”g”
Tenemos entonces
(9) (Za2 +t P2y + qoao) +

(3.2a3 + pjay +2pa, + 9.2, + q1a0)z +

Ges0cr0rcssrINse RPNt ENIRIOIIECTROGERES

- 83 -



(n{n-1)a + (n-1)a 15y +(n-2)a 5Py +e0+31P, 5 *a, 50 +3 58 +ee +a0qn;2)zn-24

+ .. = 0.

: |z] £}, r <R. En con--

Sean ahora M = sup {|p(z)

M

¢ |z| s}, N = sup {|ag(z2)
M N
n n
r

secuencia, lpn| s ’ an| £

T

Definamos: K = sup (M,Nr). Luego,

lp | sk/z" g | = K/,

Definiremos inductivamente una sucesidn de nimeros no negativos, bj’ de manera

que |an| £ bn' Sean b0 = |a0|, b1 = |a,| . Luego, anulando cada coeficiente en

(9), obtenemos:

b1|p0| + bolqol S b,K + b K/t 20K + b K/t =t 2b,,

IA

2|a2|

Si Iai| s bi’ i=1, v..y N-1, a partir de n = 3, tenemos

A

n(n—1)|an|

p (n-1)bn_1|p0| + (n-2)bn_2|p1| + oae. + b1|pn_2| + bn—2|qo| + oae. + boiqn_2| g

A

K K B
nbn_1K + (n—1)bn_2 X T 3b2 — + 2b1 5 + bo — =
T T T r

=3 n(n-1)bn.

Por tanto, si n 2z 3,

(10) n(n-1)b_ = nb_ K + - .
5i K =20, b:5 = b4 = vee =0 yws= aj +a,zes la solucién buscada. Si K > 0 Y
bO = b1 =0, w =0 es la solucién de la ecuacidn. Si K > 0y bo +b, > 0 enton-

ces b >0 paranz 3y
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b
= n___K =+ n-~-2,
hel M- nr

1
T

Sigue que ) bnzn es convergente en |zl <r, y por lo tanto, } anzn tiene ra-

dio de convergencia por lo menos R. Este hecho justifica los pasos formales pre-
vios, QED.

NB. La analiticidad de los coeficientes de la ecuacidn permitié demostrar que
la serie, solucidn formal, define una verdadera solucidn. Puede suceder gue una
ecuacion diferencial .tenga una solucién formal en forma de serie que no conver-

ja a una funcidn.

4. NATURALEZA DE LA SOLUCION DE w" + pw' + quw = O CERCA DE UNA SINGULARIDAD. Sea

z, € D dominio simplemente conexo, donde estan definidas las funciones meromor-

fas p y g. Diremos que z_ es una singularidad regular de la ecuacion si
(z -z ))p(z) y (z -2z )%(2)
0 0

son holomorfas en Zge Cerca de una singularidad regular z, la ecuacibn nosee dos

soluciones linealmente independientes las cuales a lo mis poseen un punto de ra-

mificacidn alli. Sin pérdida de generalidad podemos suponer z, = 0. Ensayemos

una "solucidn" de la forma

(11) w(z) = 2% E arzr.
=0

La hipdtesis sobre z, = 0 se traduce en los siguientes desarrollos para p y g

que suponemos validos en 0 < !zl < R:

oo oo

(12) zp(z) = L p2's 2q(z) = | a.z"
r=0 =0

con Ipol + |q0[ + |q1| % 0, Esta Oltima desigualdad excluye el caso regular.

Llamaremos ecuacibn indicial a

(13) Fl) =0, F(a) Za(a-1)+Pa+aq,
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y sus soluciones serdn los exponentes de la singularidad regular en cuestidn.

Reemplazando en w" + pu' + qu = 0 a w por (11) obtenemos formalmente:

-1} +

[+ ] 0 o o)
{afa - 1)20"2 1 a 25 v 2% ¥ ar(r - 1)21‘-2 + 2(120"1 Ja rzt
=0 ° 2 * TF

S T4 1% S 1
+ (Y przr- Yo (a2®” y a 2T+ ) a1rzr— ) +
0 1] 1

+ (g qrzr_z).(za g a_z") = 0.

Agrupando los coeficientes segln las potencias de z obtenemos,

a-2
22 {ala - 1)aO +opa, + a g,} +

-1
22" H{ala - 1)a1 + 20, + (1 + u)poa1 +oap, * gy, + q.a} +

o
+z {ola - 1)a2 + 20.2a, + 2a, + A P, + 08;P; + 030, +
+ 2a,p + pjag + O3, + 0.3 + qan} + ... =0,
que puede reescribirse de la siguiente manera usando la ecuacidn indicial,

za_z{aOF(a)L + za'1{a1F(a+1) + ao(ap1 + qq)} +

+ za{azF(u+2) + ao(apz + q2) + a1((a + 1)p1 + q1)} + oee. +

n-1

+n-2
+ %" {anF(a+n) + ) as[(a + s)p +q

It +... =0.
s=0 n-s n-=-s

0 sea,
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_ N _ wl
3 F@) =0,  F@)=e?+ (o -1asq,

(14)

n-j

n=1
= - j »nNz 1,
anF(a+n) = 'ED aj{(a + J)pn_j +q_ Nz 1

TEOREMA 2. @) Si fa ecuacidén indicial en fa singularidad regulan ubicada en ol
punto z, = 0 de 4a ecuacidn diferencial w" + pu' + qu = 0 tiene raices distintas

gue no difienen en un entero, el proceso descripto produce dos soluciones Lorma-
Les, una pon cada raiz de fa ecuacién indicials O = F(U1) = F(az), a1 - “2 £ 17,

Q 4 o az [
_ n _ n
(15) w1(z) =z ¥ 3,12 mz(z) =27 a, 57
0 0
donde, por ejemplo, a1 = 3,2 = 1.

8) Las senies precendentes tienen un nadio de convengencia no menor que R,
c) &n esta situacidn al menos una de Las soluciones Liene un punto de ramifica-

cién en z = 0,

b) justifica al proceso formal que llevd a la determinacidn de los coeficientes.,

Sin embargo no lo demostraremos aqui. c) sigue inmediatamente observando el com-

. a .,
portamiento de z~ si @ no es entero.

Cuando a1 - a2 = s enterc positivo o cero falla lo dicho antes: si s = 0 las

soluciones dadas por (15) coinciden y si s >0, a, 5 es infinito o indetermina-
9

do desde n = s en adelante. Peroc conocemos siempre una solucidmn, la determinada

Qa n . . s .
por @ = 0,. Sea mo(z) =z 8 z esta solucibn. Definimos w = w .V, e introdu-

Or~: 8

cimos esta w en la ecuacidn: w" + pu' + qu = wo(pv' + ZV'(ué/wo) + v"), Luego,

si elegimos v satisfaciendo a

d2v Zmé dv
(16) ;;5 + (—E; +p) 3 =0

w = w v satisfaré la ecuacién original. La solucién general de (16) es

z —f; p(z) dz
(17) v(z) = A + BJ 1 o dz,
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z 2w 2
pues v' = B_ exp —J (—Gg-+ p) dz = 8 . exp -J p dz, si wo(z) %z 0; y esto
z

2
z, o wo(z) o

ocurre en un pequefio entorno reducido de z = 0. Elegiremos A = 0, B =1, y ve-

remos que uo(z)v(z) es otra solucidn de (4) alrededor de z = 0. Como ay @ - s

son soluciones de F(a) & + (pO - 1o+ q, = 0 resultap =1 +s - 20 y por

tanto,
-
—fz p dz fz {22_;_2 -p1-p22-...} dz
e e 0 _ 1 e © _
2 T 2a 2 -
wy 271+ a,z + vee)
f? (20-1-s) g (log z) dz -[% (p,+p,z+...) dz
Z—ZQ z dz Z, 17720
= e . e .
(1 + a,z + ...)2

2

Si tomamos las ramas de z % y de log z de manera que sean reales para z = 1

y, por ejemplo, LR real positivo, resulta

z pie j-1
_fz b dz -fz (.Z psz ) dz

-2 o (1+s) e ° I A-s
(18) w o oe =k z V'S 5 =: z g(z).
1+ ajz + az” + ...

Observemos que g(0) = 9, * 0. Luego, si g(z) = Gyt Tt eees definimos

r4 -1 00 n
(19) w(z) ='w_(z) J ;1S5 g0z =
0 AL on
s-1 gnzn-S - gnzn-S
= wo(z){ ] -5 +9,1logz+ y ——= }-
n=0 n=s+1

Es decir, la nueva solucibn w puede presentar o nmo una singularidad logaritmica.

Siay =asay = a', tenemos

TEOREMA 3. a) Sea q = o'. La solucién (19) toma La forma
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- -]

o1 n

Z bz, g *0.

w(z) = 9% wo(z) log z + 2 - On
n=

&n este caso seguramente hay una contrilucidn del Loganitmo en fla sofucién.
L) Sea 0 ~ ' = 5 € N, Entonces

w(z) = 9% mo(z) log z + 2 ) cnzn s, C_ %0,
S$4 9, = 0 no hay un término fogaritmico en el desarrollo de fa solucidn.
s

NB. La ecuacidn z%w" + zzm' + w = 0 tiene una singularidad no regular en z = 0.
El método de los coeficientes indeterminados usado hasta ahora no es aplicable

en este caso.

5. LA ECUACION DE BESSEL: (zw')' + (z - \’Z/Z)w = 0. Supondremos v real,

v #-1, -2, -3, ... . La ecuacibn puede reescribirse en la siguiente forma

1
(20) w" + !’Z— + (1 - ﬁz)w = 0.
z
Agqui p(z) = 1/z, qlz) = - 25 + 1, y por tanto en z = D se presenta una singula-

z

ridad regular. La ecuacidn indicial es

(21) F(a) 2 a - V2 -,

o0
. \Y n . o .
Sea a1 = Vv, La solucidn z Z az se determina calculando los coeficientes se-
n=0

’ . 2
gin (14) y con Py = 1s p; = 0, i > 0O 9, = -V o, = 0, 9, =1 Qoyi = 0:

a, * g,
a; =0

e ~45
a, = aO/F(V+2) = 5 =

(v +2)°% v _2.2(v+1)
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a, a,

-a
_ 2
8 = a.2v + 2) °’

eaessssssesssssscssanee

BOnet g,

-a
2n
a2 = (2n + 2).2(v+n + 1y °

-oo.co-o.-oooo.o-o--oo-ouo.oo-

Luego,

(_,l )r\+1 ao
(22) 350,02 = 2(AF1).27. +e. 24120 v+ TV 2(04n) . «es <200 + 1) =

(-1)™'a () (-1)™a T (u+1)

2n+1(n + 1! 2n+1 T(v#1)(v + 1)eeelv + 0+ 1) 22n+.2(n + 1T (v+n+2)

Elegimos a_ = 1/2VT(w+1) y obtenemos la solucidn

v ® r 2t
(23) () =@ 1 bl v, 2,

r=0

que es la 1lamada funcidn de Bessel de 18 glase y orden v. La serie considerada

. . 2 .. . e s pas
como serie de potencias en (z/2)° tiene radio de convergencia infinito pues

(r + 1)1 T(wer+2) /Tt T(vtr+1) + o y poT tanto, Jv(z) estd bien definida en todo

el plano complejo (suponemos (z/2)V real sobre el eje real), (cf. t.2,b)).
La solucidn -v de la ecuacidon indicial determina mediante el proceso indicado

otra solucién: J_ realmente distinta de (23) si -v =0, 1y, =25 eee o SiV es

un nimero entero elegimos o, = |v|, digamos @, = n. Reemplazando en (23) v por

-n obtenemos formalmente 2 J_n(z) = (-1)”Jn(z) pues F-1(n) se anula en los enteros

no positives. En efecto,

2
e CFRE o DG
1)=& I ey = @) L TCae)

=0 =N

-N



2
e ()™

=@ L Sy = (D).

Luego, a cada solucidn Jo’ J1, J2, «++y de la ecuacidon de Bessel con parémetro

2 2 2

v: =0, vv =1, v" =4, ..., le esti asociada una solucidn gue presenta una sin-

gularidad (logaritmica) en z = O, y que forma con su Jn asociada un sistema fun-

damental para la ecuacidn, (cf. T.3).

Reemplazando en (23)y por 1/2 y -1/2 obtenemos

/2 /2

1 1
(24) J1/2(z) = Qé%) . sen z; J_1/2(z) = gé%) . cos z.

Mas aln, puede demostrarse que (cf. §7) paran =1,2 , ... vale

1/2
(25) J (z) = (%J Zn+1/% (- %lgz)n se; z

.

6. LAS FUNCIONES DE WEBER. También llamadas funciones de Bessel de 22 clase,

son soluciones de (20) que se definen por

cos Vn.Jv(z) - J_v(z)

(28) Yv(z) = e sy VEI.

(27) Y (z) 2= 1lim Y. (2), n =0, 1s 2y vu. .
n \)_}n\)

Y

n €S una solucidn linealmente independiente de J, de la ecuacién (20) con

v =n, Sin =20, vale

(28) Yn(z) =
(z/2)" ¢ (-22/4)r z 1 N7 (n-r-1)! ,z 2r-n
= L ) S ICERL {2 1og 5 - ¥(r+1) - v(n+r+1)} - T L (EQ
r=0 =0
donde ¥(1) = -y = constante de Fuler = 1im (1 + % + oeee + %-- log n) y
n-> o

Y1) =1 + L 4 s 1 Y

S b e .
Sin=0,
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(25) Y, (2) = %’ ZD Sz—Tfil_ {log = - ¥(r+1)},
=i T

que se obtiene de (28) haciendo n = O e ignarando la Gltima sumatoria.

Si vno es entero, w = AJ + BJ_  es la solucién general de la ecuacidn de Bessel

fuera de z = 0 y se puede demostrar que el wronskiano

__2.sen vrm
(30) W ,I_ ) =- =2 0.

7. LAS FORMULAS DE RECURRENCIA. Sea v real, v # 0, -1, -2, ... .

(31) L)+ 3,2 = 23 ),
(32) J\)_1(z) - J\)+1(Z) = 23(z),
(33) 23 2) +32) = 3,4 (2),

(34)

Nl

J\)(z) - J{)(z) =73 .(z).

v+1

De (31) y (32) siguen inmediatamente (33) y (34). Veamos (31):

v-1 o vl o 2 T
> (=2%/s)" (-z5/8)
(J\)—1 + \)+1)(Z) ( 2) r§D r'I‘ V+T (2) rZU r!?‘ VtT+2)

v=l o 2 T ® T+
(-2°/4) (-2 z 4)
= (é_) [rZD r!f‘z\)ﬂri - rEU T T{v+T+2 l=

2r
1, - 1 1
- (%) [W’“ r; (%_) {r!I‘(\)ﬂ:) =TT - 1) (wr+T) H =

v-1 o T
- (& 4 =2V 7
=G v L ;ﬁré:ﬁy 2 3,02

An&logamentes
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(3 3,00 = @) T 1 }
va1 = Juggd(2) = Z WO ot =) TIT(vt) T (T - 1)1 {vite1) ] =

-1y + 2r

2r
= (% ZZy - '
= (2) =0 T T(Vv+r+1) ( 4 ) =2.35(2).
Usando (33) y (34) (esta (ltima vale aln para v = 0) obtenemas (v # 0,-1,-25.0.):

d Vv \Y
(35) = (z°3,) =z Jyqo

(36) V1) =27V

(36) coincide con (34) para v = 0 e implica que entre dos ceros positivos de
JO hay uno de J1, y si v> -1, v # 0, vale el

LEMA 1. &ntre dos ceros positivos de Jy hay un cero de Jv_1 Yy un ceno de Jv+1'

Obsérvese que todo cero de J,, no nulo es simple (cf. T.1), es decir, en é1 la

derivada Jb no se anula.

V(V \Y 1
EJERCICIO. a) ), = I, - —izgll Ty + == 38, (v > -1);

A%

2

2
)< - 36 , (V> -1, v =0),

v
b) J\)+13\)-1 = (? Iy

8. LAS FORMULAS DE LOMMEL.,

TEOREMA 4. Sean & # B, no nulos, y v > -1, Vale

a) (o - BZ)JX £3(at)I (Bt) dt = x{T (ax)S=(7 (Bx)) - I (Bx)S—(3 (ox))}
UV Y v dx Mt vV dx M *

0) 22| t32(at) ot = (o2 X - VDI (@) + T ()2
0

COROLARIO 1. Sea Vv > -1.

1
c) J tJV(at)Jv(Bt) dt = 0, s @ y B son ceros no nubos de J, tales que a2 = 82;
0
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]
d) J tJ%(at) dt = % 33+1(a) %0, o cero no nubo de I,
0

En efecto, c) sigue de a), y d) de b) y (34) observando que J\')(ax) = 15%; (Jv(ax)).
COROLARIO 2. Si v > -1 Los ceros no nulos de J,, son rneales y simples.

En efecto, la simplicidad de los ceros sigue del teorema de Fuchs. Si a es ima-

ginario puro, a = ib # 0, entonces Jv(ib) % 0 pues la serie en (23) es de térmi-

nos positivos. Sea o complejo, ni real ni imaginario puro. Entonces Jv(a) =

= Jv(a) =0, yB =oes tal que BZ x o2, De c) obtenemos ahora

4
i

(37) Jo £3,(at)J (at) dt = Jo t]3 (at)|® dt = 0,

lo que obliga a Jv(at) =0 en (0,1), contradiceién.
Obsérvese que si g es un cero de Jv entonces -q también es un cero por lo gue
s&lo es necesario considerar los ceros positivos de Jv cuando se estudia su ubi-

cacion en el plano complejo.

DEMOSTRACION DEL T.4. Recordando que la ecuacidn de Bessel es

(zw')' + (z - l%dw = 0 tenemos
1 ,, V2
L (x(3,(ax)) ) + (ax - 5T (ax) = 0,

2
L3, + (B¢ - 33, (8) = 0.

Miltiplicando la primera ecuacion por qu(Bx) y restando del producto la segun-

da multiplicada por BJv(ax) obtenemos

1,(8%) (x(3y(@x)) )T = T (x(3,(Bx)) D) + (o - 82)x3,(ax)T,(Bx) = 0.

Luego,
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(o2 - BZ)J; t3,(at)J, (Bt) ot =

X
= -Jo {J\)(Bt)(t(Jv(at))')' - Jv(at)(t(Jv(Bt))')'} dt

I

X
- -fo (BT (aE))1)" - (I (at)e(T (BE)) )Y ot

X
- JD 5 (O, (at) (3,(8))" - 3,(Bt) (3 (at)) ")} ot =

= x[3,(00) G (3,(B6)) - 7,(B) L (3 (a))] -

lim e[...](g) =
£ +

0

= X3, (@x) (3, (8x))" - 7 (Bx)(3,(ax)) "],

pues utilizando el desarrollo en serie de Jv(ax) y de (Jv(ax))‘ se ve que
€l...](e) + 0 para € +, Queda asi demostrada a). Veamos b). Consideremos la
expresion

5= Ty(@)(3,(Bx))" - 3 (B (3 (0x))'} = (cF. (34)) =
=T )0 G 3,(80) - B3, (8x)) - 3,80 T (ax) - a3, () =

X .
=37w {BJV(OW)J\)H(BX) - (BT, L (ax)) ;:?3 A =

= xDB(I (B3, (Bx) - 3,(Bx)T},, (B0)) - T, (BT, (8)],

donde el

iimite puede calcularse con la regla de L'HOspital para o + B. Reem-
plazando en A, Jﬂ

(Bx) por su expresidn equivalente obtenida de (33), resulta

A -x[Jv+1(Bx)(Bva_1(Bx) - VI (Bx)) - T, (Bx)(BxJ ,(Bx) - (W1)3,,,4(Bx)) -

- Jy(Bx)3,,,, (Bx)] = -x[BxJ,, ; (Bx)J,_, (Bx) - BxJ\Z)(BX)] =
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= XZB[J\Z;(BX) = T (B34 (B

2
(N1 _ Tt ' A% __'2_3L2
Pero JV+1(Z)JV—1(Z) = (z Jv Jv)(Jv +3 Jv) = (Jv 2 Jv)’ y reemplazando

en la Oltima expresién obtenemos (para v # 0 y por limite para todo v > -1):
202 2 2 2
_ " '
A = Bx [Jv(Bx) >3 Jv(Bx) + 3 (gx)1.
B x
De a) sigue que

X
w<+eﬂot{;axnvmt)dt=

X
- 0,0, (80)" - 3, (B0 ()1 —— 28 _IU £3(gt) ot =
= A = 2(J2/ ) _ME_ J2( ) )
= A =g x"(I(px) - 225 Bx) + 1.2(Bx)).
Luego,
X
262 JD tJi(Bt) gt = Ji(gx)(ezxz - 2) + (x (Jv(gx))')z, QED.

*g, L0S DESARROLLOS ASINTOTICOS. Sea F(z) definida en un sector

S=1{z:acsargz £b, |z|] >R} donde @ >R > 0. La expresi6n

A1 A2 An
(38) F(z)mA0+——+—2+...+—n-+...
z Z Z

tiene el siguiente significado: para z » w, z ¢ S y todo n fijo,

(39) F(z)-AO-—-...-—%= 5 N =0, 15 2y ees o
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Presentaremos a continuacién algunos desarrollos asintéticos. Omitimos, por el
momento, su demostracidn.

I) S=fz: |z| >1, |arg z| =7 - 8}, & > O:

(45) M(z) ne?e” f2 Ty Loy ),
z 12z 288 z

z
Esto significa que en S, Lizl;g—v/égg AN 1+ 1212 + ... 3 la dependencia de §
z

s0lo se presenta en los o y 0 de las formulas (39) y (40). Vale también que

(48) IKxeiy) | n /BT [y 12 20 e,y s,

De (45) se deduce que (demostrarlo)
(47) n! = VEE'nn+1/2 e (1 + Q%ll), n! ~ /21 nn+1/2 e .

II) En la misma regién S, si v > -1:

(48) Jv(z) "
o (2) Pleos(z - ¥ Ty T Nen) vy )2,
" 2% 1o (22)°F 24T g (27)%F
donde (v,r) = (62 - 12)(a? - 3°) oo (02 - (21 - 1)%)
’ 2r .

rr! 2

III) En la misma regidn S, Yv(z) tiene el desarrollo II) pero donde deben

intercambiarse sen y cos.

EJERCICIOS. 3) Demostrar que en S, si v > -1:

T (2) = (5) " cos(z - -« Skl

y deducir que Jv(z) tiene infinitos ceros positivos que se aproximan a

viom

i . s
> 7 + {2k +1) 5 al tender k a infinito.
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n .
0 sea, |F(z) -} Aiz-ll <elz|™" si |z] > = rée,n), z € S. Es obvio que (39)
0

para n = 1, equivale a

n-1 .
(40) F(z) - ¥ Ajz-3=g%l, D=1y 25 3y vue s
0 z

y a F(z) — A, para n = 0. Mas aln,
z

n-1 A
(41) lim  2"({F(z) - E Ly -a.

2] > = S

Al miembra derecho de (38) se lo llama el desarrollo asintético de F(z) en z = o,
o en S, y gueda univocamente dsterminado. Sin embargo, funciones distintas pue-
den tener el mismo desarrollc asintdtico.

Puede suceder que F(z) no tenga un desarrollo asintdtico, o que sea dificil cel-

cularlo, pere si F(z)/6(z) tiene uno:

A A

F 1 2
(42) E(z)ty Ag+—+5+ cee s
z z
escribiremos
A1
(43) F(z) v G(z){A  + 5 + «o0) -

AOG(Z) serd ahora el término dominante. Una expresidn como F(z) ~ AOG(Z) signi-

ficard entonces que F(z)/G(z) =+ A, si [z] +, z €5,

0 0 [¢e]
EJERCICIOS. 1) Si f(z) v L A 2™, g(z) v ¥ B 2™ entonces f.g ™~ JC z ™",
m m mn
0 0 0
C =AB + ... +AB.
m cm mao
(o]
2) si f(x) v} Amx_m para 0 < R < x < ® gntonces
2
® P Am+1
(46) [ reey oeny 2t

X 1 mx
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4) €n |z| <1, |3(2)] s |z]¥.001).

IV) Sean S' = {z: |arg z| sw/4 - 8}, § >0, y Exrfc(z) la funcién error:

© 2
(49) Ercf(z) = I et dt.
r4

En S' vale que

2 .
(s0) Ercf(z)v e™? {-J— - s a3
2z 2%z 2"z

*10. LAS FUNCIONES DE HANKEL DE ORDEN v. Estas funciones, también llamadas fun-

ciones de Bessel de tercera clase,verifican las relaciones

23 (2) = H61)(z) + Héz)(z),
(51)

21_(2) = evniHé1)(z) + e'v"iHSZ)(Z),

para |arg z| < 7. Este Gltimo resultado se reduce a J_n(z) = (—1)an(z) sin

es un entero. 5in embargo, para todos los valores de Vv, {H£1)(z),H$2)(z)} es

un sistema fundamental de la ecuacién (20) con wronskiano
(1) (2) _ 4
(52) N(HV (Z)’Hv (z)) = iz *

Vale, para tado valor del parametro v, gue

(53) 1y(2) = 2 {1 @) - kP ey,
Ademas,

(1) 2 M2 iz -5 - ) 2 (1) v,z
(s4) WD) v () (e [ il g,

=1 (2iz)TF
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en la misma regidn utilizada para Jv'

Para los valores del parémetro v = +1/2 se tienen expresiones sencillas de las

funciones de Hankel:

iz > -iz
(55) e = J2 5 Wl - SRS

(56) W)@ = f2 e, W@ = R e

11. SERIES DE FOURIER-BESSEL. Sea v > -1 y f(x) una funcibn absolutamente
1

integrable en [0,1]: I |f(x)| dx < ». Sean A Ay Ags eees las raices po-
1}

sitivas de la ecuacién Jv(x) = 0 ordenadas por su magnitud creciente. De la

serie

(57) c1JV(A1x) + chv(xzx) + c3Jv(A3x) + oeeee

se dird cue es la serie de Fourier-Bessel asociada a f (en {0,1]), si los coefi-

cientes c; vienen definidos por (cf. Cor.1, T.4),

1
J x fx) Jv(Anx) dx

(s8) c =5 = =2 J1 x £(x) 3,(xx) dx.
J X Js(knx) dx T541(An) 70
0

Existen criterios gque aseguran la convergencia de (57) a f(x). Por ejemplo,
si f(x) es continuamente diferenciable en [0,1] y v 2 -1/2 entonces para
x e (0,1):

f(x) = ? <, Jv(knx).

12. EJERCICIO. Para v semientero las dos raices de {21) difieren en un

entero, (Por qué, a pesar de ello, quedan bien definidas Jv y J v? &Como
se relaciona esto con el T. 3,b)? .
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CAPITULD 7.

La ecuacién diferencial de Legendre. Polinomios de Legendre, ceros. La férmula

de Rodrigues. Ortogonalidad de los polinomios de Legendre.

1. LA ECUACION DE LEGENDRE. En el estudioc de la ecuacién pau = 0 en R:'J se pre-
senta el problema de hallar soluciores de la forma rn.Sn(6,¢) el que induce a
considerar la ecuacion de Legendre:

2)

(1) (1 - 2%uw" - 2zw' +)Aw =0, X ¢ R,

para los valores n(n + 1), n =0, 1, 2, ..., del pardmetro i.
Sn(e,¢) es el llamado armdnico sdlido. Aqui x ¢ RS se representa por sus coorde-
nadas polares

2 2)1/2

(ry0,0) 3 0 <1 = (x? + X5+ XS

<oy, J=z06smwm 0s=2¢s 2m
La ecuacidn (1) puede escribirse en su forma autoadjunta:

(2) (1 - zz)w')' + dw =0

(Este problema es semejante al de buscar soluciones de Au = 0 de la forma

u = A{Z)u(p)F(d) que conduce a la ecuacidn diferencial de Bessel:
(zu")' + (z ~ v2/z)w =], donde p, 6 y Z son las coordenadas cilindricas de un

punto x € Rz)ﬁ

Entonces, para n = 0, 15 sees A = n(n + 1), la ecuacidn es

(3) L p—"= S n(n + 1) w = 0.
2 2
1 -2 1 -2
z =1 es un punto singular regular de la ecuacidn y p(z) = (222 EZ1+ 1) ,
_ Mz +1)
Q(Z)"— 2"1 °

2 e e s
Entonces Py = 1 g = 0, Fla) 2 ala - 1) +a = a° =0 es la ecuacidn indicial.

Una solucién es regular alrededor de z = 1, y toda otra linealmente independien-
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te posee una singularidad logaritmica en el punto z = 1, {cf. T.3, Cap. 6). Co-
nociendo el comportamiento cualitativo de las soluciones, en vez de calcular

los coeficientes p_ y g que darian la solucidn regular segin la férmula (14) del

capitulo B, ensayamos directamente en (2) la "solucibn"

(4) I c(t- %, ten,
k=0
y obtenemos
(5) Y {2(k + 1)2ck+1 + -2+ (k + 1)k]ck}(t - 1)k = 0.
k=0

Luego, Ck+1/Ck = -((k + 1)k - X)/2(k + 1)2, y por tanto,

k(k = 1) = N[k = 1)k = 2) = A]...[2 = AL[=A].(-1)%
G ][(k!)zzk J... [ S

Usando el criterio de D'Alembert se ve que la serie (4) converge en It - 1[ <2.

Sik+1>|x >0,y x =n(n+1)paran =0, 1, 2, ..., entonces

]
> - = -
2 'k+1? SICyy =SNG

De esto sigue gque la serie no se comportara bien al tender t a -1. Si preten-
demos una solucidn que tenga también a -1 como punto regular debemos entonces

elegir A =n(n+1), n=0, 1, 2, .... En este caso Chep = © = ... =0

(cf. (5)) y (4) se reduce a un polinomio a coeficientes reales:

{n + K)!'(z - 1)k

7 p =
™ n?) k=0 (n - k)!(Kk!)%2X

n =U, 1, 2, EXE]

A=n(n+1), ze C. Estos son los. llamados polinomios de Legendre.

2. LA FORMULA DE RODRIGUES. Vale que
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1 d" .2
(8) Pn(z) = ;?;;' ;;; (2 - 1)".

Una manera de demostrar la férmula de Rodrigues es calculando el desarrollo en
serie de Taylor del miembro derecho de (8), que llamaremos Q, y observando que

coincide con Pn(z). En efecto, el coeficiente k-ésimo del desarrollo de Taylor
de Q(z) alrededor de z = 1 es igual
+k

e e BN (IR DU
k! 2'.n! dz

z=1

=1 Nk n+k,y . d N n.d K- o
T b (3@ e e

z=1

k
1 Ky d
T (oG G+ 1" =

—n+i)

= — (n;k)n(n “1)eeln -k + 1)207K 4%

2" k! 2 (n - K)1(k!)?
Los primeros polinomios de Legendre son
P(z) =1, P,(2) = (32° - 1)/2,
Py(2) = z, P4(2) = 2(52° - 3)/2.

Vemos entonces gque estos polinomios tienen, como funciones, la misma paridad

que el indice {como nimerc). Y esto vale en general. En efecto,

n
n
) Pn(Z) i 2nin! 525 rEO (—1)r(2)22(n—r) )

_ N§n) (-1) (n - 2r)! zn—2r,

r=0 2".r!(n - 1)! (n - 2r)!

donde N(n) = n/2 si n es par, N(n) = (n - 1)/2 si n es impar. Sea C una circun-
ferencia alrededor de t = z. Vale entonces la siguiente férmula integral de

Schlafli, consecuencia inmediata de la féormula de Rodrigues y de la de Cauchy:

2 n
(10) pn(z) =_1_f _gt_'_1Ldt

omi ‘¢ 27t - )"t
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Sea n > 0. (><2 - 1)" se anula en x = #1 y tiene un méximo en x = 0. Por tanto,
9 (x2 -1)" se anula en x = 0, y también en x = #1 si n > 1. Repitiendo el
dx

el argumento obtenemos el

TEOREMA 1. Pn(z) Liene N cenos neales y distintos en (=1,1), Estos son todos

SUb CeNObe

(En efecto, Pn(z) es un polinomio de grado n).

Usando la férmula de Rodrigues e integrando por partes obtenemos

]
(11) I kan(x) dx =0 sik=0,7, veer n = 1.
1
Luego
]
(12) J Pm(x)Pn(x) dx =0 simc<n.
-1
An&logamente,
1 1 n
2
(13) J P(t) dt = -—2n1—2J (d—n (1 - t2)"? gt =
-1 2°.n! -1 dt
1 ! 2\n (2n)! ! n n
=T§(2n)!J (1 - t%) dt:-—zn—Z—J (1 - t)"(1 + )" ot =
27 .n! -1 27 .n! -
= ((11), cap. 5) = —Eigﬂl% 220 B(ne1,041) = 2,
20 .n! 2n + 1
1 n 2n+1 n|2
(14) J_1 t pn(t) dt = m.

Esta férmula sigue de (7), (11) y (13).
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CAPITULG 8.

Funcionns holomorfas en varias variables complejas. Lema de Hartogs. Teorema de

preparacidn de Weierstrass. Teorema de las funciones implicitas.

1. FUNCIONES HOLOMORFAS EN VARIAS VARIABLES COMPLEJAS. Consideraremos funciones

a valores complejos F(z,w) con (z,u) € C x C = C° (aungue sin mayor dificultad
hubiéramos podido tratar asimisme funciones F(z1,...zn) con z, € C). Sea Gi un
abierto de C, i = 1,2 , Diremos que F(z,w) es holomorfa en 81 X GZ’ zZ € GT’

w € GZ’ si F es continua y para todo z € G1 es holomorfa en w € G2 y para todo
w E GZ es holomorfa en z € G1
Brevemente, F es holomorfa si es continua y separadamente holomorfa.

Diremos que F(z,uw) es holomorfa en un punto (zo,mo) £ C2 si en un entorno bicir-
cular Br1’r2(zo,w0) = {(z,w): |2z - zol < L lw - wol < rz} del punto, F es ho-
lomorfa. 0 sea, F es holomorfa en G1 X G2 si y sblo si es holomorfa en cada uno

de sus puntos. En esta situacidn, si Q es un cuadrado con centro z contenido en

81, tenemas

(1) F;(z,m) =21T1J8g (—Z(—f’f%-z- ds .

F'Z y F'LU son continuas en G1x G2. Sigue que F'Z es holomorfa y el

TEOREMA 1. Si F(z,w) es hofomorfa en G, x G, entonces todas sus derivadas

3™ (7,uw)

son holomortfas en G, x G,.
m 1 2
9z Oduw

La definicién de holomorfia dada es sobreabundante pues vale el importante

TEOREMA 2 (Hartogs). Sea f{z,u) a valores en C con dominio G. x G, Sif es

1

separadamente holomorfe entonces es continua, y por tanto holomorfa en G1 X GZ'

Aceptamos este resultado. Veamos que vale el
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TEOREMA 3. F(z,uw) es hofomorfa en (zo,wo) 84 y #6480 si es desarrnollalle en serie
de potencias de fa FLorma

[}

(2) Flzow) = | a (2)(w - wo)n
n=0

absoluta y uniformemente convergenite en Be,s(zo,mo), para ciento € >0, con

an(z) holomorfa en Be(zo) rara todo n.

DEMOSTRACION. Sea F(z,w) holomorfa en Br,r(zo’wo) y z g Br/Z(Zo)' Entonces, si

_ 1 _Flz,t) - (ts -
(3) & (2) = 5 jc oy TR O Cplug) = e - gl - r/2}.
/2o 0
obtenemos (2) con |an(z)| < m(c/2)", M= sup [F]. Sie = r/4, la serie
Ces2 X Cr/2
(2) es mayorada por la serie
my2".

Reciprocamente, si F(z,w) es desarrollable en una serie de potencias de la
forma (2), uniformemente convergente, entonces sigue inmediatamente de la defi-

nicidn de holomorfia gue ella define una funcidn holomorfa en (zo,wo), QED.

2. LEMA DE HARTOGS. Sea G un dominio acotado. Usando una generalizacidn de un teore-
ma de Weierstrass puede construirse una funcién f(z) holomorfa en G con ceros
distribuidos de tal manera que se acumulen en todo punto del contorno de G. Lue-

go, f no puede extenderse holombrficamente fuera de G. Sin embargo en varias va-

riables complejas vale el

LEMA 1. Seqn T > 0, D = Br,r(o’o)\g;/z,r/Z(D’U) y t{z) holomorfa en D. Entonces

existe F holomonfa en B = Br,r(D’D) tal que FID = f,

DEMOSTRACION. Para z, € Br(D) fijo tenemos
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+o f(z1 »t)

K 1
flz,52,) = § a (z,).25, a(2)=—.J
17227 7 L AtH ) KT T I e e

dt,

donde % < |22| <r' <r, Por otra parte ak(z1) es holomorfa en 2, € Br(U). Como

f(w1,t) es holomorfa en t ¢ Br(D) si §-< |u1| < 1, resulta gque ak(w1) = 0 para

o0
k <0. Luego, a (z,) =0 si k <0. Definiendo F(z, ,z,) = ¥ a (z ).zk tenemos
k™1 1772 0 k™1 Z

la tesis, QED.

COROLARIO 1, Seq f hofomorfa en el dominio D © C2, Entonces f no posee cenos ais-
Lados.

DEMDSTRACION. Supongamos que P g D sea un cero aislado en D. Sea B, r(P) un

9
entorno bicircular de P contenido en D donde f no se anula excepto por el punto

P. Entonces, g(z,w) := 1/f(z,u) es holomorfa en Br,r(py\Br/Z,r/Z(p)' Del lema
de Hartogs sigue ahora gue g es prolongable analiticamente a Br r(P), y esto lle-
£

va a una contradiccidn, QED.

COROLARIO 2. Si f es holomorfa en ef dominio D CICZ entonces ed conjunto de dos

ceros de T, 44 no es vacld, se acumula en el contorno de D.

Dicho de otra forma,si Z = {P ¢ D: f(P) = 0} = #§ entonces no es compacto. Esto
puede verse usando el corclario 1. Preferimos aqui obtenerlo como consecuencia
del teorema de Weierstrass que sigue,el cual, por otra parte, mejora al corola-

rio 1.

3, EL TEOREMA DE PREPARACION DE WEIERSTRASS. Este teorema dice asi

TEOREMA 4. &) Si La funcidn F(zsw) Aolomenfa en Br R (zo,wo) es tal que
1?72

F(Zo,wo) =0, F 2 0, entonces en un entorno bicircuban Bs,r(zo’wo) C:Br1,r2' La

Auncidon es de fla fLorma

(@) Flzow) = (z = 2)P.0(w - w )X + A (2)(w - w )" 4w Lo 4 A (2)].F, (z,u)
Zow) = z, )" o 1 o . K -Fy (2,

donde py kson enteros no negativos; Ai(z)eA holomorfa en.BS(zO), Ai(zo) =0
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i = 1’ 2; seey k; F1(Z,W) z D en Bs’r-
i) Si F(zo,w) E 0 en un entorno de w_ entonces p = 0 y k es el onden del cero

w=u de la Zuncién.F(zO,w).

En la demostraci6n del teorema recurriremos al siguiente importante teorema al-

gebraico.

TEOREMA 5. Sea Flw) = u” + A1u”" +eeo * A, A €L, un polinomio de grado n.

Los polinomios homogéneos de n variables:

(5) Sj(z1,-..gzn) = Zf + eee + Zi » Zi € C’ j = 0, 1, 2’ ey

tienen La propiedad que 54 Wps eees W s0R las naices de ¥ entonces Los coefi-
cientes R; son polinomios en Las funciones simétricas Sj(m1,,..,wn), 3= 015.000iy
a coeficientes neales nacionales.

DEMOSTRACION. Como Flw) = (w - w1)...(w - wn), Ai es un polimomio homogénec en
las w de grado i a coeficientes entercs. El1 teorema dice que

LY - . . c
Ai(m1,...,un) Pi(S1,...,Si), P; con coeficientes en Q. Sea

(5) EE%E%: ALt B#j)wn'z +oaee Bééz , (Réj) =1).

_ g(J) (3) _ .
=B, - Bk-1wj’ (A_ =1). En consecuencia,

Entonces, A
fa)

k

(3) _
B1 = A1 + Aowj’
(i) _ 2
82 = A2 + A1uj + Aowj’
(3) _ 2 3
83 = A3 + Azwj + A1uj + Ao”j’
(3) _ n-1
Bn-1 = An-1 + An—ij + see + Aowj .

Luego,
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n
(6) Friu) = § W _po n-1 ) (S A, +5S.A W24
=1 j 0 o1 10

n-3
+ (SOA2 + S.A + Son)w +oee. + (SOAn_1 + S1An_2 +oee. + Sn_1A0) =

_ . n-1 n-2
= ny + (n—1)A1w + oee. + An,1‘
Tenemos entonces:
A =1,
o]
A1 = 'S1Ao = —51,
N o2
2A2 = —(S1A1 + S2Ao) = S1 - 52,
(n - 1A =-SA - .on - SIS

quedando solamente por determinar el coeficiente An, el que se obtiene de

n
(7) 0= E Flug) =S+ AS o+ on + nA_. QED.

[oe)
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4. Por el teorema 3, F(z,w) = y an(z)(w - mo)”.
n=0

5i F(zo,w) = 0 en un entorno de w, entonces an(zo) = 0 para todo n. Como

F(z,w) # 0 existird un m tal que am(z) £ 0y por tanto un p ¢ N tal que

aj(z) = (z - zo)pbj(z) para todo j, con bq(zo) # ) para algin indice g. O sea,

Flz,w) = (z - zo)p.G(z,w) con G(zo,m) # 0. Basta entonces probar ii). Podemos
suponer z = w, = 0 y por tanto que F(O,w) # 0. Sea k el orden del cero w, =0

de esta (ltima funcién y Q = BriDj <8 (0) un disco donde F(O,w) no tenga ceros
2

no nulos. Como F(z,w) 3 F(O,w) al tender z » O, w e Q, F(z,uw) tiene exactamente

k raices en el interior de Q, si |z] s s< r,. Sean estas wi(z), i=1, suuy k.

Consideremos la funcidn

Plzou) 3= (w - wy(2))eee(u - u (2)) = o+ A T 4 v (2)
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Obviamente Ai(U)

O, 1 =1y osey ke Se@a z € BS(U). Vale que (Cor. T.7, Cap. 4)

. . 1 . F‘L(Z’W)
(8) Sj(Z) = u1(z)J + oo+ wk(z)J = > Iau wl Flzow) -

Sj(z) es entonces holomorfa en z € BS(U). Como los coeficientes Am(z) son poli-
nomios en las funciones simétricas elementales también son holomorfos en BS(O).
Luego, P{z,w) es holomorfa en Bs,r(D’D)' Definamos F1(z,w) = F(z,u)/P(z,w).
Luego, F1 Z 0 en Bs,r(D,O) y es holomorfa en w para cada z € BS(D). Ademés, para

esos z tenemos:

Fiz,t)
S ISR Fz,t)
Filzow) =z Jaa t - w O T 7w Jau £ - w)P(z,E) ot

De aqui sigue que F1 es holomorfa en'z para cada w € Br(D)’ QED.

4, EL TEOREMA DE LAS FUNCIONES IMPLICITAS. Sea F(z,w) holomorfa en Br r(zo,wo).
’

TEOREMA 8. Sea w_ un cero simple de F(zo,w). Si € es Lastante pequefio existe

W(z) holmornfa en Be(zo) tal que para (z,w) € BE,E(ZO’wO) Las rnelaciones

Flz,u) =0 y w=w(z)
son equivalentes,

DEMOSTRACION. Aplicando el teorema 4 con p = 0, k = 1, resulta qgue

Flzyw) = (w - w, + A1(z)).F1(z,w) =0 siw-s= w - A1(z) en un entorno de z_s

y 56lo en ese caso, QED.
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CAPITULO 8.

La transformada de Laplace. El teorema de Lerch. Algunas transformadas (tiles.

Aplicacibn a las ecuaciones diferenciales ordinarias. La convolucidn. El1 teore-

ma del valor inicial. Férmula de Mellin.

1. LA TRANSFORMADA DE LAPLACE. Sea f(t) una funcién (medible) definida en (0,)

tal que |f(t)|.eIvlt es integrable, M una constante real. La transformada

de Laplace de f, ¢(s) = L(f),se define, en s > -M,por

{0}

(1) b(s) = JD e~Ste(t) dt.

3in embargo puede ocurrir gque el integrando en (1) sea integrable adn para

valores s < -M.Al nimero real, o -, dado por

(2) a(f) = inf {s: e”St,

f(t)| es integrable en (0,°)}

lo llamaremos abscisa de convergencia (absoluta) de ¢. Obviamente si (1) existe
para s > a entonces también existe para todo s € C tal gue Re s > a.
No cualqguier funcién, aun muy regular, es la transformada de Laplace de otra

pues del teorema de Lebesgue de la convergencia dominada se deduce que

(3) ¢ (s)—/ 0.
s > 40

La transformada de uma funcién caracteriza a ésta. En efecto, puede demostrarse

el siguiente teorema debido a Lerch:

TEDREMA 1. Si para ciento S, Y h >0, y Zodo n €N, pale que
(Lf)(s_ + nh) = (Lg)(sD + nh) entonces f(t) = g(t) c.d. t € (0,®),

S
(a]

La transformacidn de Laplace es lineal:

(4) £leyfy + ey ) (8) = cyu(f)(s) + cpr(F)(s), s> sup (alf,),a(f,)),

donde c; €C i = 1,2, A continuacidn presentamos una Gtil minitabla de tranfor-

madas.
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f(t) (te (0,0)) L(f) s (e R)
tfy r=0,1, 2, ... I‘(r+1)/sr+1 s>0
treat, r=0,1y 2y ever acR| 1(z+1)/(s - a)r+1 s> a
cos bt s/(s2 + b2) s >0
g t (T*(1) - 1g s)/s s >0
3, (t) 17/ % + 1 s> 0
sen t /t arc tg 1/s s >0

TEOREMA 2. Si u € C¥(0) y Iq(k)(t)l s Ke'™ entonces

() L0y 2 ey - (K@) # vne + 00

Mt

t
DEMOSTRACION, Vedmoslo para k = 1. 5i [fr(t)] = Ke'~ entonces f(t) = J fr(x) + C.

0
Luego f(t) admite una cota semejante. Entonces, si s es bastante grande, inte-

grando por partes, obtenemos

{o o]

(6) Jo e Ster(t) ot = -F(0) + SJU e Ste(t) dt.

0 sea, L{f') = sL(f) - f(0). E1 caso k > 1 sigue por iteracién del proceso pre-
cedente, QED.

2. ECUACIDNES DIFERENCIALES LINEALES A COEFICIENTES CONSTANTES. La transformada
de Laplace se utiliza con éxito para resolver practicamente ciertas ecuaciones

diferenciales. Algunas de éstas son las ordinarias a coeficientes constantes:

(n)

U +a (n-1)

u * .. +au= Y(x?,

(7) P(u) 1

a; € C, -®<x <4+=, Vale el siguiente teorema de valores iniciales:

TEOREMA 3. Sea p(A) = A" + a1ln'1 + oee. + an‘el polinomio caracternistico de La
ecuacién P(u) = 0 a coeficientes rneales. Si Aj’ i=1, «ee, M, s0n Los ceros dis-

tintos de p(A) entonces fa ecuacidn homogénea P(u) =Y = 0 tiene n soluciones
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de fla forma

T A.X
(8) xeJ g J=1s weesmy T =0,1y 2y «o.y (orden del cero Xj) -1,

Estas soluciones son linmealmente independientes y toda otra solucidn de P(u) =

i
@

es combinacidn lireal de éstas. 51 P(f) =0y f(a) = f'(a) = ... = f(n_1)(a) =0
entonces f = 0. Es decir, existe una y sdlo una sclucidn de P(u) = O con los va-

n-1 s
lores de u, u', s u( ) prefijados en un punto dado.
Para resolver la ecuacidn no homogénea puede recurrirse al siguiente tecrema de

existencia del nlclieo de Green del problema:

TEOREMA 4. Existe una funcidn G(y) nula en (-=,0) tel que 54 Y(t) se cnula en

{t <a} y es continua en {as t}, la funcién en t € (-w,»)

400 rt
(9) u(t) = J G(t-1)v(T) dT = J G{t-T)Y(T) dt =: v * C
-=C0 a

24 fa dnica solucidn de P(u) = Y en {t> a} tal gue u(a) = ... = u(n-1)(a) = 0.
G(s) es una combinacidén lineal de fas funciones (8) en {s> O y ademds

n-2

K(t,1) = G(t-T) € T °, (S: v(a) # 0 entonces u(n)(a) no existe).

No demostraremos aqui los teoremas 3 y 4.

3. APLICACION DE LA TRANSFORMACION DE LAPLACE. El problema de valores iniciales:

AY
P(u) = v, u(0) = ... = u(n_1}(D) = 0, de la ecuacidn (7) puede resolverse en

{t > 0} utilizando el (cf. (5))

TEOREMA 5. Para s suficientemente grande vale L{(u) = L{Y)/p(s) s

Mt

Y (t)] sKe'™ y u es s0lucidn del problena.

DEMOSTRACION. Esto es consecuencia del teorema 4. Demostremos que u crece, a

lo mds, expornencialmente. Como |G(t)| S cedt para t > tenemos

t
[u(t)] = J ced(t_x).Kemx dx s Qeqt, ged.
0
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Conocida L(u) = L{y)/p(s) el problema de hallar u se reduce al de encontrar

L"1(L(y)/p(s)). Si p(s) tiene raices simples entonces

1 b1 bn

- = 1/p' (A
OIS VMM W /p" ()

En esta situacidén bastari hallar 171(L(Y)/(s - Aj)) para resolver la ecuacidn

’
no homogenea.

4, CONVOLUCION. Supongamos que f y g sean funciones definidas en (- wye0 ), local-

mente integrables y nulas en (-«,0). La convolucidén de f con g se define c.d. por
X
(F * 9)(x) = [ F(£)glx-t) ot = (g * (.
0

Si h es otra funcidn con las propiedades de f y g, tenemos:

(10) (f *g) ¥*h="f%(g¥h).

1
Si f(x) y g(x) son de la forma U(er) entonces (f * g)(x) = D(eK *) y para s>K'>K,

o X
(1) L(f *g) = jo e'sx(JD F(t)alx - t) dt) dx =

= J f(t) ot Jm e Xg(x-t) dx = Jm f'(t)e-tS dtJco g(v) e™¥® dv =
0 t 0 0

=L(f).L(qg).

Sea H la funcidn de Heaviside: = 1 en [0,%), = 0 en (- »,0). Entonces, H ¥ H = xH(x);

n X
H* X %H= xn—1/n-1! y H*f = I f(t) dt = primitiva de f nula en x = 0, (x 2 0).

0

Luego, si f es localmente integrable y nula en (-»,0):

n X tn t2
(12) H* ST, H*f = f(t,) dt, ... dt_=
0 0 1 1 n
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n X
— 1 n-1
* - -
f*H* 7, ¥H = TTE;—JD (x - t) f(t) dt.

Esta es la llamada férmula de Liouville. La funcién obtenida es una primitiva
n-ésima de f, y justamente es la que se anula junto con sus n - 1 primeras deri-

vadas en x < 0. Utilizando la tabla obtenemos para f tal que f(x) = D(er):
(13) Lty |G- o) a6 = L e)()
Ttn) Jg 5" '

Otra aplicacibén: de los teoremas 4 y 5 resulta que la solucién {9), u =Y* G,
del problema de valores iniciales mencionado en el parrafo 3 verificaen s > > 1
£(u) = £(v).£(G) con (£G)(s) = 1/p(s).

5. EL TEOREMA DEL VALOR INICIAL. Supongamos que f(X) tenga un crecimiento a lo

sumo exponencial y que exista el limite f(0+) = 1lim f{(x). Vale entonces el
x ¥+ 0

TEOREMA 6. Si |Arg p| < 121 - s n >0, entonces

lim p.(Lf)(p) = F(O+).
ol >

DEMOSTRACION. Podemos suponer f(0) = f(0+) y |f(x)] = Kemxen x> 0. Sea h> 0. Lueqgo,

00

= " ~px fh -px -px _
0. (LF)(p) = pf(o).JD P o v pf (700 - £0)e P ox + p] (00 o -

= I1 + 12 + I3.

Ademds, si h es bastante pequefio:

|1

IA

e« |P].

h
e-(Rp)x dx = £lp] (1 - e-h@p) s —k
0 Rp

|
2 cos C% -n

m
pues |Arg p| < n/2 - n implica que |Rp/p| z cos (§-- n)s
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(M-Rp)h
150 % Iolk[” % ax < lol i -

0 sea, eligiendo primero h pequefic y luego p suficientemente grande resulta

2€
cos (% -n)

|12 + 13| s

Por otra parte,

1, = fO)(1 - &) —— ¢ (0), QED.
p| >

COROLARIO. én fas condiciones indicadas

(£fF)(p) — 0.

p| +» e

6. FORMULA DE INVERSION DE MELLIN. La funcidn ¢(s) definida por (1) es
holomorfa en el semiplano Re s > a(f) (demostrarlo).

Si b > ay f satisface condiciones adecuadas cerca del punto X (por ejemplo,

f es mondtona en un entorno de xo) entonces

. 1
(14) lim —
R=|R| > = 2mi

b+iR tx Fix_ )+ f(x_)
J f(t) e Pt = o 5 o,
b-iR

Obviamente, si f es también continua en x_ el miembro derecho de (14) es igual
a f(xo).

7. EJEREICIO. Dar una demostracién con todos sus detalles del T.5

(Utilizar los teoremas 4,3 y 2).
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