Sobre el concepto de dominioco uniforme

Por A. Benedek v R. Panzorne.

Summary. We consider in this expository paper several equivalent definitions
of uniform domain. The work of 0. Martio [M] has been our main reference
since it contains most of these definitions. However some proofs have been
shortened (cf. lemma 1 and Th. 1).

There is a discrepancy in the literature sbout ocur proverty U (c-uniformity
according to Hartio). It appears more restrictive than our property R which
is the definition of uniformity used by P. Jones [JP]. We demonstrate that
both are also equivalent. Gur proof requires to know in advance the

uniformity of some simple regions that we prove with sd hoc methods.

1. Introducecién. El propdésito del presente trabajo es anslizar
diferentes definiciones ce uniformidad para dominios de R" y
mostrar su equivalencia.

1.1. Definicidm 1. Diremos que el dominio propio D de R" salisface
la propiedad E si existe un nimeroc €, 0 < € £ 1, tal que para todo

par xl, x2 € D puede hallarse una curva rectificable ' € D que une

x1 con x2 tal que cualguiera sea x € T vale:

d(x) := dist(x,ab) 2 Eixl-x||x-xzi/gx1—x

(1) K

) long(l) < |x1—x2|/€.

A estas regiones se las denomina dominios (€£,») y 8 la propiedad
que las define la denotaremos con E(E) cusndo queramos destacar el
rol del parédmetro €.

Diremos que D c Rn, D # R", es c-uniforme si es un dominio que
satisface la siguiente definicidén con el parémetro c.

Definiciém 2. D posee ls propiedad U (precisamente U(c)) si existe

c¢c € (0,1] tal que para todo par xl, xz € D existe una curva



(continua) J c D, J = J(t), 0 £t <1, J(O) = x J(1) = x de

1’ 2’
manera que para todo punto x € J y todo y € Dc t= Rn\D, vale para

i=1,2, §=1,2, §Z£1

fx-v|{x,-x,| |, -2, |
(2) 172 ., , 172,

|x-xi||y—xj| 1'

Obsérvese gque la segunda condicién en (2) se obtiene de la primera

| %-x

reemplazando y por ®.

Proposicién I. D € E implica D € U.

En efecto, tomando J = I se obtiene de la segunda condicién en (1)
que X -X,|/|%-x,| 2 €. De esta desigualdad, si |x-v| 2 |xj~y|/2,
obtenemos la primera condicién en (2) con ¢ = €/2. Supongamos que
|x-v| < |xj-y|/2. Entonces |x—xj| z |xj—yg-|x-y| 2 |xi—y|/2,

y de (1) sigue que

jx-v| z d(x) 2 E!xi—x||x-xj|/[x1-x2| 2 (5/2)|x-xiiiY—xj|/|x1~x2|.
La tesis sigue inmediatamente con ¢ = £/2.

1.2. Definimos a continuacién lo que algunos autores llaman
dominios de tipo (Bb.B).

Definicién 3. D posee la propiedad P, o mejor dicho P(b,B), si
existen dos ndimeros positivos b y B tales que para todo par de
puntos x., X

1
p(t) € D, p(0) = x

2 € D, existe un arco rectificable p(t), 0 £ t £ 1(p),

1’ p(l) = xz, y para todo t = parémetro longitud

de arco, vale

d(p(t)) 2 b(1l/2-|t-1/2}) = b-inf(t,1-t),

1 1= 1y £ Bx,x

2l
Obsérvese gue necesariamente b £ 1.
Proposicién I1I. D € P implica D € E.

En efecto, multiplicando y dividiendo el miembro derecho de la

primera desigualdad en (3) por {t-1/2}+1/2 resulta

2



t(1-t)  bjx -p(t)||p(t)-x,|
d(p(t)) 2 b 2

1 B|x1—x2|
Convendremos en usar el pardmstro longitud de arco en curvas
rectificables a menos que haya una indicacién en contrario.
1.3. Definiciéon 4. D € A (o bien € A(h)) si existe un nimero h,

0 < h <1, tal que para todo par xl. x2 € D existe una curva

a(t):[0,2] -> D que verifica a(0) Ry a(2) = x, V¥

2
d(a(t)) 2 hja(t)-a(s)| si 0Ss<Sts1 o 1St<ss2,

|n| := diam a € |x1-x2|/h.

1A

(4)

Para demostrar que las clases de los dominios propios de R"
definides por A, P, E o U coinciden bastard ver gue vale el
Teorema 1. i) D € A implica D € P,

ii) D € U implice D € A.
De este menester también se ocupan, entre otras cosas, Hartio y
Sarvas en [MS]), fuente gque nosotros ugilizanos en la presents
exposicién.
1.4. Definicién 5. Diremos gque D tiene la propiedad R(C) si
satisface s6lc la primera condicién en (2). O sea, existe un

nimero C € (0,1] tal que para todo par de puntos x € D existe

1°%2
una curva J ¢ D que une xl con xz tal que para todo x € J y todo
y € Dc vale

jxy-%, | | %-7|
e
fxy=x{ jx,-v|

R'(xl.xz;x.v) 1= R(xz.x

5) R(xi.xz;x.v) 1= C,

1:x.v) z C.

P. Jones usa esta definicién de uniformidad (cf. [JP), p. 85)
nientras que Nartio y Sarvas [HS] agregan la condicién para y = o
(cf. (2)). Para demostrar que R es también equivalente a 4, P, E y

U bastaré deﬁostrur el



Teorema 2. D € R implica D € U.

1.5. Para la demostracién del T.1 recurriremos al siguiente
importante lema debido a Martio y Sarvas (cf. [MS] Lemma 2.7 y (M]
par. 2.3).

dos puntos del dominio D c R" y g = g(t) cD

Lemna li Sean xl, x2

una curva qQque une x, con x, de manera que

1
(6) g(0) = Xy g(1) = x

2
2!

(7) d(g(t)) 2 hjg(t)-a(v)],
donde 0 £ v £t £ 1 y h es una constante positiva € 1. Entonces

existe una curva rectificable p(s), 0 £ s £ 1(p), qQue une x1 con

x2, contenida en D, tal gue

(8) |x,-x £-1(p).

2l 2
(9) d(p(s)) 2 f-s,

con £ = f(h,n) > O.

La primera parte del T.1 sigue fécilmente. En efecto, sea sa(t) una
curva como en la definicién 4 y sea Xy = a(l). Por el lema 1

sabemos que existe una curva pi(s). 0 =g =< l(pi) < |xi—x0|/f que

une x, con Xx..
i 0

Definimos:

pl(s) » 0 s 5 I(p,),
- 1
p(s) =
92(1—5), l(pl) £s < l(pl)+1(pz) = I(p) =: 1.
Entonces, d(p(s)) 2 fs en el primer caso y d(p(s)) 2 f£(l-s) en el

segundo. Luego, d{p(s)) 2 f-inf(s,1-s).

Por otra parte, las desigualdades |x1—x2| 2 h|a| 2 h|xi-x0| >

2 hf l(pi), i = 1,2, implican la segunda condicién en (3). Luego,

A c P.

1.6. Si T denota a un movimiento rigido vy D € R entonces T(D) € R.



Sean 0 € D y Tz = z/|z|2. Entonces |Tz-Ty| = |z-v|/]2z|]y] v en
consecuencia, las imégenes de D por transformaciones de Moebius
tienen también la propiedad R. Un teorema de Liouville

afirma que las transformaciones de Moebius son las Gnicas
aplicaciones conformes si n > 2 (una demostracién simple para
transformaciones C4 puede verse en [N]; para transformaciones C1
consiiltese [H]). El siguiente resultado que preecisaremos vy
demostraremos en la seccién 8 es una generalizacién natural de lo
dicho. |

Teorema 3. Sea D un deminio propio de R" v £ un houmeomorfismo

de R" sobre R" cagsiconforme. Si D € A entonces £(D) € A,

2. Ejemplos. Notamos con Br(a) o B(a;r) a la bols sbierta de R" de
radio r vy centro a. Sea R: = {x € R": x > 0}.

Proposicién 1. R" \ B, (0) € U(1/8).

Proposicién 2. R? € U(1).

Si D = R" \ 51(0) es c-uniforme (€ U(c)) entonces también lo es

AN

ot

r(O) pues (2) es invariante por homotecias. Luego, R® \ {0}
es c-uniforme. La imagen por T(x) = x/!xgz, la inversidn respecto
de BI(O). de la primera regién es 31(0)\{0}‘ Entonces

T(D) = 81(0)\{0} € R. La inversién respecto de Bl((O,...ﬁﬁ.l))
lleva RT en B

1/,2((0....,0,1/2)). De la proposicién 2 zigve ahora

que Br(a) € R(1). Esa inversién lleva R" \ B (€0,...,0,1/2)) en

172
m: \ {(0,...,0,1)}. Luego, R: \ {(0,...,0,h)} € R cualquiera sea
h > 0, Por tanto, 81(0) \ {(0,...,0,k)} e Rsi0 < k < 1.
Proposicidn 3. Sea D un dominio acotado, fueriemente Lipschitz.

Entonces D € P.

2.1. Demostracién de la proposicién 1. Queremos probar que existe



una constante positiva ¢ tal que si xl, x2 € D:= Rn\ﬁl(O), es

posible hallar una curva j(t) que une x, con x, en D, que verifica

1
|j(t)?xi| < |x1—x2|/c y las desigualdades:

2

(10) R(xl.xz;d(t),v) 2 o, R’(xl.xz:a(t).v) 2 c.
Dados dos puntos a y b en ®" consideremos el conjunto
(11) BX = {x: |x-m]| = Alx-b|} , 0 ¢ A ¢ »,

De |x—a|2 = Xzix-b|2 resulta que

(12) |x|2(1-k2) - 2<¢x, a-X2b> + |a|2-)\2|b|2 = 0,

y reciprocamente.

a-3%b|? ja-b|]?
Entonces x satisface (12) si y sé6lo si |x - 5 = 3
1-A 1-A

(que se obtiene desarrollando el miembro izquierdo y usando (12)).
Es decir, Bk es una esfera de centro Ox = (Xzb-a)/(xz-l) y radio
KX = X|a-b!/|k2-1| salvo cuando A = 1. En este caso coincide con
el hiperplano perpendicular a b-a que pasa por (a+b)/2.
Obsérvese que Ox = a+(k2/(k2—1))(b—a). Por tanto, si A > 1, OX
extd sobre la recta qQue una a con b en el segmento comprendido
entre b e y si N\ ¢ 1 en el segmento que une @ con a.

Fijado j €D, x1 237 x2, R = |x1-x2||j-y|/|j-x1||x2-y|

no puede, por lo dicho, tomar un méximo ni un minimo en {y:|y|<1}.

Si z denota la proyeccién ortogonal de y sobre el plano 0, j, x

2 y
s = |vy-2z|, tenemos
. 2 .
Jy-3| |z—a|2+52 2 2
(13) = % 2 inf(1,|2-J]| /|z—x2| ).
|y—x2| |z-x2| +s

Luego, si tuviéramos una curvs j(t) en la interseccién

de D con el plano P determinado por O, x,, x., gue

1 2

une x1 con x2 y satisface |j(t)—x1| < k|x1-x2|. seguiria

R 2 inf(R(xl,xZ;j(t),z),1/k). Por tanto bastard estimar por abajo
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a R {(y R’) para puntos y € P con |y| = 1. Para definir j(t)
supongamcs gue |x2i 2 |x1| y sea j(t) como en la figura 1 con

P <wy ]zz—x2| = |x1-x2|. Entonces, |zl—x1g = |xz—zz|+|x2|-|x1| <
< 2|x1—x2g; |zl~22| < |zl—x1[+|x1—x2|+|x2-zz| < 4|x1—x2|.
En consecuencia,

;j(t)-xij <€ |zj—x1| < |x1-x2| + |xj—zji < 3|x1-x2|.
Sea |zz| = a+l el radio del arco A de centro O y consideremos

primero j = j(t) € A. Tenemes (véase fig. 1):
j3-Y| |3-Y] a+l
2

2 —— 2

(14)

X
| %4 -Y] fz;-Y] atz 2

Por otro lado, |j-y| 2 lzy-v| 2 sup('xl—y|,gx1-x2]), v resuta que
2{j-vj 2 lxl-y|+|x1—x2g 2 |x,-y|.. Entonces

[3-v|
15y ———— 2 1/2.
[x;-v]
Finalmente (ver figursa),
{3-v7| a a
{18) 2 2 2 1.
[x-v7| lxi-le |xi-xj§+|xj-xj|

Teniendo en cuenta que |j-xi| £ 3]x1-x2) se obtiene
|x1-x2|/lj~xi| z 1/3. Sigue de (14), (15) y (16) gque R, R* 2 1/8
para j = j(t) € A. A continuacién encontramos una cota inferior
para R y R* en el caso que j esté en algunos de los segumentos zg,
x;. Podemos ignorar en lo que sigue que |x2| 2 |x1|. Supongamos
por ejemplo & j en el segmento Xys Zy. Entonces, si |w| = 1,

|J—w| 2 !xz-w| ¥y R2 |x1-x2|/(|x1—xz|+|x2—z2|) 2 1/3. Por otra

1301 |2p-u]
parte, 2

13-x21  1257%,]
pues el cociente decrece monétonemente sobre el segmento (xz,zz).

En efecto, éste nunca es tangente a la circunferencia



= 1+€, € > 0 )} pues x, es interior a ella. En

{x: [x—w|/|x—x2| 2

. . s > B- . >
consecuencia R (xl.xz,a,w) 2 R (xl,xz,zz,w) 2 1/86, qed.

.....

2.2. Demostracién de la proposicién 2. Sean xl, x2 € mz. Elegimos

como curva j(t), 0 £ t £ 1(j), al arco de circunferencia que une
x, con x,, con centro @ en {xn = 0}, que se encuentra en el plano
P que pasa por esos puntos y es perpendicular al contorno de R:.
Definimos f(t) := |j(t)—y|/|j(t)-x1| para y € P \ m:. Sea T €

€ (0,1). Veamos que f(T) no es un extremo relativo de f. Si lo

fuera el arco j seria tangente a SBL(OL) en j(T) donde (ef. 2.1)

L = |j(T)—y|/|j(T)-x1|. En ese caso 0L y @, que son distintos, se

encuentran sobre la perpendicular a j en j(T). Si BL contiene a xr

entonces necesariamente j c §L y 0L € R?, contradiccién, pues

L»>1. S8iy e BL entonces L < 1 y 0L € R?. Luego, EL > Jj, y por
tanto x1 [ BL' contradicecidén. Resulta entonces que

|J(t)-y[ fxy-%,]
q = 2

|j(t)-x1| |y—x2|
Sea Y ¢ m“\m:, y = proyeccién ortogonal de Y sobre P.
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En consecuencia (ecf. (13)):
[3C-Y] fxy-x,]

|x2—Y| JaCt)-x

1l

Se concluye ahora gue vale la primera condicién en (2). La segunda
se obtiene haciendo Y -> ©, qed.

2.3. Demostracién de la proposicién 3. Un dominio D fuertemente

Lipschitz tiene cada punto x. de su contornc cubierto por un

0
entorno U que en un sistema ortogonal de coordenadas adecuado
verifica

u

{x: |xi! < di} ,
Unod= {x: |xi[ < di’ i=1,2,...,n-1, —dn < F(x") < xn < dn}'
Unab = {x: |xi| < di' i=1,2,...,n-1, X, = F(x") },

donde x' = (xl,...,x ) v F satisface una condicién de Lipschitz:

n-1

|F(x)-F(y)| s K|x-y|. Por ser D acotado, una familia finita
de entornos U cubre el contorno de la regién, que consta, por otra

parte, de un ndimero finito de componentes conexas 3,,...,2

1 N

Luego, podemos suponer K independiente de U.

Existe entonces un nimero € > C tal que ch =D\ (x € D:
dist(x,3D) £ 2€)} es un dominio de R" ¥ los conjuntos {x € D:
dist(x.ai) < 2€} son disjuntos. En esta situacién puede
determinarse un ndmero M < w tal gue dos puntos de DZ€ pueden
unirse con un arcc rectificable de longitud menor que M contenido -
en DC' Luego, si XXy €D, jxl-x2| < £€/C, C una constante
adecuada 2 1, existe una curva que satisface (3) si dist(xi,aD) <
< 2¢, (cf. figura 2). Si para algin i, dist(xi,aD) 2 2€, bastaré

1 2| 2 €/C, se unen ambos

puntos a un punto fijo X € Dze por arcos de longitud menor gue

unir los puntos con un segmento. Si [ XX

M+2€, qed.
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3. Demostracidén del lema 1. Definimos por induccidén una sucesidn

(zi} de puntos sobre g de la siguiente manera:

= = = i : - <
t0 i, zi g(ti), ti+1 inf{t: |g(t) zii ri/2},
(17 - s .
ri = d(zi) = dlst(zi,aD) si ti > 0.
Si ti+1 = 0 entonces zi+1 = g(0) = xl. Convenimos en interrumpir

la sucesidén en i+l si esto ocurre, definiendo r, 0.

i+l

. > _ .
Si ro 2 2|x1 x2| entonces el segmento p que une x1 con x2 distsa

del borde por lo menos |x1-x2| y por tanto d(p(s)) 2 |x1-x2| 2 s.
En este caso podemos tomar f = 1 en (8) y (9). Supongamos ahora

que g < lel—x2|. Luego, si Lak 20V k > 0 entonces ]zi+ -z

k i|

z,

> ri/Z. En consecuencia, r, 1|.

< - <
ek 5 125072007y = 302y

itk
En esta situacién tenemos

{(18) |z -zi| 2 sup(ri,r.

i+k 1+k)/3'

Luego, las bolas Bi r= B(zi;ri/S) son disjuntas.
De (7) y (18) obtenemos las siguientes inclusiones:
(18) Bi+k (= B(zi; |zi—zi+k|+ri+k/6) c B(zi; 3|zi—zi+k|/2) c

c B(zi; 3ri/2h).

10
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Como las Bi son disjuntas, una estimacién de volimenes da

(20) S (r./6)" < (3/20)"c".
. J i
i<

(De agqui se deduce que tj = 0 para algin jJ pues en caso contrario
rj -> 0, que contradice al hecho qQque la curva g estd a distancia

positiva del borde). En consecuencia, 2 rJ <M rg con
isj
M= (9/h)n. Definimos ®(u), 0 £ u ¢« w, de la siguiente forma:

" siisuci+l, t, >0,
1 1

&(u)
(21)
®(u) = 0 en caso contrario.

0

Sea F(x) := j $(uddu, 0 € x. Si F'(x) denota la derivada a
x

derecha de F, en i £ x < i+l, para ti > 0, se tiene:

F(x) S F(i) =8 r, s H r, = - F(x).

Por tanto, F'(x) € -F(x)/K. Sea G la solucién de G (x) = -G(x)/H

tal gque G(i) = F(i). Entonces (cf. [Hal, [B]),

(22) F(x) £ G(x) = F(i) e (X" 1X/H oy e e tx-LIM sy,
(23) r2+k s 3 M rg e k¥
i+ksj 7

De (23), extrayendo la rgiz n-ésima y sumando, se obtiene

1/n e~1/nH

/(1-

(24) 2 r_ /2 = K ri/2 , K = H ).

isj

Sea p(s) la poligonal obtenida uniendo los puntos 2z, con

i
segnentos. Entonces 1l(p) £ 3 ri/z pues

(2%) |zi+1rzi] = ri/z si zi+1 F xl, < ri/z si zi+1 = xl.

Usando (24) sigue ahora que i(p) < KrO/Z < Kgx1~x2|, y se verifica

(B8). Si p(s) estd en el segmento zi. entonces s £ 2 r./2 s

zi+1 i<j
< Kri/2. FPor otra parte d(p(s)) 2 d(zi)-ri/z = ri/z 2 s/% Por

tanto, se verifican en todo casoc (8) y (9) con f = 1/K, qed.
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4. Demostracién de ii) del teorema 1. Probaremos que U(c) ¢
c A(l/(2/0)2(1+2/c)2), (cf. (M), p. 200, 201). Sea J la curva que

" une los puntos x de D y satisface (2). -De estas

1Y %2

desigualdades siguen fédcilmente las siguientes:

d(x) 2 (c/2)inf(|x-x1|,|x—x2|),

(26)
d(x) 2 (C/Z)inf(d(xl),d(xz)).

Sea xo € J tal que |x0-x1| = |x0-x2| =: m. De la desigualdad
triangular y (2) se obtiene
(27) ]xl—le/z < m £ |x1—x2|/c.
Definimos a continuacién una sucesién de puntos (zh} c J de manera
que

- - h ™
(28) Zg T Xg |zh x1| = m(e/2) , h=1,2,...

Entonces, para h=1,2,... usando (27) obtenemos: |z -X

h 1| £ me/2 €

< |x1—x2|/2 , ¥ por tanto las desigualdades

(28) |z,-x,| S |z,-x,] , h=0,1,2,...
Usando (26), (28) y (29) resulta
h+1
= = z .
1.| n(c/2) T h20

Construimos a continuacién una curva a(t) que satisface las

(30) d(zh) 2 (c/2)|zh-x

condiciones de la definicién 4. Bastard construir la mitad de ella

gue une x, con x_.. Esa parte de a la obtenemos uniendo

1 0

consecutivamente una familia de curva§ (rj}. Fj serd la curva gue
une zJ._1 con zj cuya existencia asegura la c-uniformidad de D.
Parametrizamos ese trozo de a con t € [0,1] y de manera que

a(0) = X,y a(l) = Xg- Si j2 i, ve rj. X € ri, entonces

{31) |x-v§$|vfzj|+|x-zi|+|zi-zj|$|zj_1-zj|/c+|2i_1—zi|/c+|zi-zj|.
De (28) sigue que |zi—zi_1| < m(c/2)1-1(1+c/2), desigualdad que

aplicada a (31) da lugar a

12



(32) |x-v| = (2/e)mCer2)  Ierees2)emces2y i (100r2) <
<meerntaszze)? = ozt
Aplicando (26) a ri y recurriendo a (30) obtenemos

d(x) 2 (c/Z)inf(d(zi) s d(zi_ )} 2 (c/Z)ti =

i Tier-
Utilizando esta minoracién de d(x) y (32) resultan
Ix-v| s (27e)2(1+2/0)%0x0),

|a| < 2m(1+2/c)2 < (2/c)(1+2/c)2|x1-x2|, qed.

5. Demostracién del tecrema 2.'Si D¢ tiene difmetro infinito
existe una sucesidn {yn} e D° con iyn| => @, (8) implica entonces
que |x1~x2|/|xi—J(t)| 2 €, que =s la segunda condicién en (2).
Supongamos ahora D° acotado. Si consta de sé6lo un punto entonces
es un dominio (1/6)-uniforme. Podemos entonces asumir que p°® ey
acotado y con més de un punto. Como (2) no cambia por
traslaciones y homotecias, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que D® ¢ 8(0;1), vy, = 0 € D%, y

0

Caso 1: xl. xz € D, |xi| > 1. De la proposicién 1 sigue que vale

c
1 € b, |y1| = 1.
(2) con ¢ = 1/6.
Caso 2: |xi| < 2. Sea J la curva gue une x1 con x2 vy K(t) la
.obtenida de ells de la siguiente manera: R(t) = J(t) si 'J(t)| <

< 3, K(t)

3 J(t)/|J(t)’ en caso contrario.

Si |R(t)|

"3 existe T tal gque |3(T)| = 3. Entonces, para y € ¢
tenemos |RK(t)-y| 2 |J(T)-y|/2; |xi-K(t)| s Sixi—J(T)l.

En consecuencia,

(33) |K(t)-y||x1—x2| / |K(t)—xi||xj—y| 2 C/10. A

Por otra parte, de |xj—y0|+|xj-y1| 2 Iyl-yoi = 1 sigue que,

dado xj, para algin y € Dc vale |x‘—y| 2 1/2. De (33), y con este
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vy, obtenemos-4|x1-x2| 2> |K(t)—y||xl-x2| 2 (C/20)|xi—K(t)|, y vale
(2) con ¢ = C/80.

Caso 3: |x1[ <1, 'x2| 2

2 2. Sea t., = inf {t:}J(t)|=2}.
4]

Definimos L(t) como la curva que une J(to) con x, segin la figura

2

3 vy parametrizada con t € [t0,1]. Sea K(t) la curvas obtenida
yuxtegponiendo J(t), 0 € t = to, con L(t). Si x € L tenemos,

|x ~X i |x -X | |x |-1
(34) R2 — 2 > 1/9; R- 2 2 2 > 2 > 1/8.

3|y-x2i 2|x—x2| 2(|x2|+2)

Ademéas, |K| < Z’le < 2(|x2—x1|+1) < 4|x2-x1|. Reuniendo los tres

casos podemos afirmar que D € U, qed.

6. Demostracién del teorema 3. Sea f un homeomorfismo de R" sobre
R" y definamos 1(x,r) = inf{|f(y)-£(x)]: |y-x| = r}; L(x,r) =

= sup{|f(y)-8(x)|: |y-x| = r}. Supongamos que existan dos

constantes positivas ¢ y k de manera que para todo r,s,0 < r £ s

< @ valga

(35) L(x,s)/1(x,r) < o(s/p)¥.
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Sea D un dominio propio de R" vy D" = (D). Si x,z € D verifican

|x-2z| s d(x)/h con 0 < h £ 1 entonces x° = f£(x), 2° = f£(z2),
verifican |x'*z'§ €£d(x°)h’ con h' = h'(h,c,k). En efecto, sea
y € Dc tal que |y'~x"}] = d'(x"). Luedgo, si z € D es tal que

Ix-z| € d(x)/h entonces |x-z| = |x-y|/h ¥y L(x,|x-z|) <

IA

L(x,|x—y|/h) < l(x,lx—yl)ch—k. En consecuencia |x'-z'| <

1A

L(x,|x-z|) s ch'k|y'-x'| = ch ¥ (x").
Supongawos ahora que D € A. Entonces, dados xi, xé € D’ existirs

a’(2) = xé.

una curva 8 :[{0,2] -> D tal que a’(08) = xi.
jJa'(s)-a’(t)] s d'(a’(t))/h" para 0 S s St <101t s<s < 2,
Recurriendc al lema 1 y razenando como en el pdrrafo 1.5 logramos
reemplazar a’ por otra curva &’ -con estas mismas propiedade~ pero
con la propiedad adicional: |a""| < Ixi—xéi/h“. Luego, D" ¢ A,
ged.

Las transformaciones K-casiconformes de R" sobre R" satisfacen
(35) con ¢ = o(n,K) v k = K" 1) (ce (us) p. 387 y [V]). Como
Bl(ﬁ) ¢ A del T. 3 sigue entonces el

Corolario. Todo casidisco @ en mz es un dominio uniforme.

En efecto, por definicién O es imagen de BI(O) por una

transformacién casiconforme (cf. [LV}, [L]).

7. Comentarios finales.

&) 3i D es un dominio acutado fuertemente Lipschitz entonces es un
dominio de extensién para espacios de Sobolev Hk’p(D), 1 <£pfow,
Este teorema sigue de un resultado debido a A.P. Calderén [C] si

1 < p <oy de otro de E.M. Stein [8) para p = 1,w, Peter W. Jenes

demuestra en [JP] el siguiente resultado que generaliza los

teoremas de Calderén y Stein.
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Teorema 4. Si D € R entonces es un dominio de extensién para
Wk'p(D), k entero positivo, 1 € p € w, Mds atin, si n = 2 y D es
acotado, finitamente conexo, entonces es un dominio de extensién

para los espacios mencionados si y s86lo si D € R.

En ese trabajo también recuerda que la isla ¢§ von Koch V es un
dominio uniforme. En efecto, es un casidisco. Este dominio es el
interior de la curva copo de nieve gque es un fractal. Es
sorprendente que a pesar de la irregularidad de su contorno, que
no posee tangente en ningin pugto. Hk‘p(V) pueda extenderse a
w*'P(R?). En [2] probamos que V € P(b,B) con b = 2/(40+21m), B =
(18+11in)/4.

b) Atendiendo a las constantes qie sparecen en las distintas
definiciones de uniformidad en las demostraciones de las
proposiciones I y II y los teoremas 1 y 2, puede constatarse gque
se han probado las siguientes relaciones:

E(€E) c U(E/2); P(b,B) ¢ E(b/B); AC(h) ¢ P(f, 2/ht), £ = f(h,n) del

lema 1; UCE) € AC(€/2)2(1+2/€)72); R(C) € U(C/80).
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