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UNA BREVE INTRODUCCION A LA GEOMETRIA SIMPLECTICA

ADRIAN ANDRADA

RESUMEN. Estas notas fueron escritas para el curso del mismo titulo en el XVI Congreso
Dr. Antonio Monteiro, llevado a cabo de manera virtual en junio de 2021. Hemos incluido
las nociones bdsicas de la geometria simpléctica, y estdn dirigidas a estudiantes avanzados
de Licenciatura en Matematica o estudiantes de Doctorado en Matematica.
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La geometria simpléctica surgié como la geometria de la mecénica clasica, pero actual-
mente se encuentra en el centro de una fecunda interaccion de diversas dreas de la matema-
tica, como por ejemplo geometria riemanniana, compleja, algebraica o de contacto, teoria

de Lie, sistemas dindmicos, analisis, combinatoria, entre otras.

Veamos un poco de sus origenes. Consideremos un sistema mecdanico formado por k
particulas moviéndose en R> sujetas a la accién de ciertas fuerzas. Sea x; € R> el vec-
tor posicién de la i-ésima particula. Entonces todas las posibles posiciones del sistema
estdn descriptas por k-uplas (x1,...,x;) € (R3)*. El espacio (R*)¥ se denomina el espa-
cio de configuraciones. La evolucién en el tiempo del sistema estd dada por una curva

(x1(2),...,x(1)) € (R*)* y se rige por la segunda ley de Newton:

dle’

/ /
mi@ = E(xlv' s Xy Xy e ’xk’t)’
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4 ADRIAN ANDRADA

donde F; es la fuerza que actda en la i-ésima particula (que depende de las posiciones y
velocidades de todas las particulas y del tiempo), x; = % y m; es la masa de la i-ésima
particula. Por simplicidad, de ahora en mds asumiremos m; = 1 para todo i.

Renombremos las variables. Si x; = (¢3i—2,93i—2,93;) entonces el espacio de configura-

ciones es R", con n = 3k, y las ecuaciones de movimiento quedan
dz‘]oc

dr?
Supongamos ahora que las fuerzas no dependen del tiempo y que son conservativas, es
decir, existe una funcién V : R" — R tal que Fu(q1,---,Gn,q}s-- -+ qyst) = Fu(qi,--..qn) =

:F(X(qla"'7qnaq/17"'7q;17t)7 lgagl’l

—% (q1,---,qn) para todo a. Las ecuaciones de movimiento ahora quedan
d%gq Vv
=—=—(q1,---,qn), 1< a<n. 1

Como es usual, transformamos el sistema de segundo orden (1) en un sistema de primer
orden, duplicando las variables:
dga
=V
dr s
do_ w  1<asn
dr dqa’

Introducimos ahora la funcién H(q,v) = 1 ¥4 v4 +V(q), en R?", y asi obtenemos

dge _ JH

dr 7 dvy’

o _ "oy 1<asn @
dt T dqy’

Entonces la evolucién del sistema queda determinada completamente por la funcién H,
que representa la energia total. La “antisimetria” de este sistema se puede interpretar de la
siguiente manera. Consideremos en R?" con coordenadas (X1, s Xn,¥1,---,Yn) la siguiente
2-forma:
n
o = Z d.Xi A dyiv

i=1
que claramente es cerrada (d@wy = 0) y no degenerada (wy = mp A --- A\ @y es nunca nula).
Luego, si z = (g,v) € R?", la ecuacién

oy (Xg(z), ) =dH(2) (3)
define un tinico campo en R?", y es facil verificar que Xy = (%—Ij, —%—Z). El flujo de Xy nos
proporciona las soluciones del sistema (2). De Xy (H) = 0 se deduce que H es constante en
las curvas integrales de X, lo que se interpreta como la conservacién de la energia total.

La reformulacién sin coordenadas (3) de las ecuaciones de Hamilton (2) fue posible
gracias a la existencia de la 2-forma @y. Entonces surge de manera natural la siguiente
definicién: una variedad simpléctica es una variedad diferenciable equipada con una 2-
forma cerrada y no degenerada, llamada forma simpléctica.

Hay diferencias notables con las variedades riemannianas. En primer lugar, existen varie-
dades diferenciables que no admiten formas simplécticas; en segundo lugar, las variedades
simplécticas no admiten invariantes locales. En estas notas estudiaremos propiedades bési-

cas de estas variedades, haciendo énfasis en los ejemplos.

Estas notas estdn organizadas de la siguiente manera. En la Seccidn 2 estudiamos la teo-
ria lineal de espacios vectoriales simplécticos. En la Seccion 3 introducimos las variedades
simplécticas y damos algunos ejemplos basicos y mostramos algunas obstrucciones para la
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BREVE INTRODUCCION A LA GEOMETRIA SIMPLECTICA 5

existencia de formas simplécticas. En las Secciones 4 y 5 discutimos en profundidad ejem-
plos muy importantes de variedades simplécticas: los fibrados cotangentes y las 6rbitas de
la accién coadjunta, respectivamente. En la Seccidn 6 estudiamos unas subvariedades desta-
cadas de las variedades simplécticas, las llamadas subvariedades lagrangianas, mientras que
en la Seccién 7 probamos el Teorema de Darboux que establece que todas las variedades
simplécticas de la misma dimensién son localmente isomorfas. En la Seccién 8 establece-
mos el formalismo de los campos hamiltonianos y obtenemos las ecuaciones de Hamilton.
En la Seccién 9 introducimos una estructura de dlgebra de Lie en el espacio de todas las
funciones diferenciables a valores reales en la variedad simpléctica, con la que podemos re-
interpretar muchos resultados previos; mds atn, esta estructura de dlgebra de Lie se utiliza
para definir una generalizacién natural de las variedades simplécticas, que son las varieda-
des de Poisson. Por tltimo, en la Seccién 10 estudiamos formas simplécticas invariantes a
izquierda en grupos de Lie.

Las nociones bésicas (y no tan bésicas) de la geometria simpléctica pueden encontrar-
se en los libros [1, 2, 4, 5, 8, 12, 16, 15, 19]. En estos libros se desarrollan temas que no
tuvieron lugar en estas notas, por ejemplo: estructuras casi complejas asociadas a las for-
mas simplécticas, los teoremas de Moser, la aplicacion momento, la reduccion simpléctica,
variedades de contacto, y otros.

2. ALGEBRA LINEAL SIMPLECTICA
Sea V un espacio vectorial real de dimension m.

Definicion 2.1. Una forma simpléctica en V es una forma bilineal antisimétrica y no dege-
nerada, es decir, @ : V x V — R bilineal tal que:

1. o(v,w) = —(w,v) para todo v,w € V;

2. si o(v,w) = 0 para todo w € V entonces v = 0.
El par (V, ®) se denomina un espacio vectorial simpléctico.

Si @ es una forma bilineal arbitrariaen V y si Z = {ey,...,e,} es una base ordenada de
V, se define la matriz de @ en la base % por

[(I)]{g = (wij)lgi,jgm S M(M,R), con w;j = a)(e,-,ej).

En la siguiente proposicién mostraremos que dada una forma bilineal antisimétrica en
V siempre podemos encontrar una base en la que la matriz de la forma tiene un aspecto
canonico.

Proposicion 2.2. Sea V un espacio vectorial real de dimension my sea @ una forma bilineal
antisimétrica en'V. Entonces existe una base 8 = {uy, ... ug,ei,...,en, f1,...,fu} de'V tal
que:

= ®(u;,v) =0 para todo i y para todov € V;

» 0(ej,e;) = 0(f;, fj) =0 para todo i, j;

= (e, fj) = 6;j para todo i, j.

Demostracion. SeaU :={u €V | ow(u,v) =0 paratodov € V},y seelige una base {uj, ...,
uy } arbitraria de U. Sea ahora W un subespacio complementario a U, es decir, V =U & W.
Seae; € W, e; # 0. Entonces existe f; € W tal que @(ey, f1) # 0. Mas atin, podemos asumir
(1)(81 ,f]) =1.

Denotamos W := span{ey, fi} y Wi- = {w € W | @(w,v) = 0 para todo v € W; }. Note-
mos que:
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6 ADRIAN ANDRADA

1. Wi NnW;t = {0}. En efecto, si v = ae; +bf; € Wi NW;- entonces:
0=w(e)=-b 0=00fi)=a = v=0.
2. Wy ® Wit = W. En efecto, seav € W con @(v,e1) = ¢, ®(v, fi) = d. Entonces:
v=(dey —cfi)+ (v—de +cfi) €W O W,
Seguimos de la misma manera: eligiendo 0 # e; € Wi, existe f» € Wi tal que @(ea, f2) = 1.

Sea W, = span{ez, o} y Wit = {w € W;- | @(w,v) = 0 para todo v € W, }, y continuamos

igual que antes.
Este proceso termina en algiin momento pues dimV < co. Obtenemos asi una descompo-

sicién
V=USW O---OW,,

donde los sumandos son @m-ortogonales y W; tiene una base {¢;, f;} con w(e;, f;) = 1. O

Observaciones 2.3.

1. La base % no es Unica.
2. En notacién matricial:

Ok

[60]92} = On I,

-1, 0O,

3. Si# ={ul,....uke',....e" f1,...,f"} eslabase dual de V* entonces la forma ®
se puede escribir como
n
0= Ze‘ NS

i=1

Cuando w es simpléctica, es decir, no degenerada, tenemos lo siguiente:

» k=dimU =0, por lo que dimV = 2n es par.
= Existe una base {ey,...,e,, f1,..., [z} de V tal que:

w(eiafj)zsija w(e“el):a)(fl’fl):o

Una base de este estilo (aunque no es dnica) se denomina base simpléctica. La matriz
de w en esta base es
0, |1
[w} — n n .
- In On

= En términos de la base dual de V* podemos escribir @ = Y7 ' A f.

Ejemplo 2.4. Sea W un espacio vectorial real de dimension finita arbitrario y sea V =
W @ W*. En V definimos

o((v, @), (w,B)) = a(w) = B(v).
Es claro que @ es bilineal y antisimétrica. Veamos que es no degenerada. En efecto, si
o((v,a),(w,B)) = 0 para todo (w, B) € V, tenemos que:

= si = 0 entonces o (w) = 0 para todo w € W, y por lo tanto o = 0;
= siw =0 entonces (v) =0 para todo f € W*, y por lo tanto v = 0.

Luego, @ es una forma simpléctica en V.
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BREVE INTRODUCCION A LA GEOMETRIA SIMPLECTICA 7

Dada una forma bilineal antisimétrica ® € A°V* en el espacio vectorial V, podemos

definir
@ V=V () (w) = o(w), 4)
para v,w € V. También se define el producto interior (para g-formas en general) de la si-
guiente manera:
VXAV S ATV (10,0) = 1(v)6,

donde 1(V)8(v1,...,v4—1) = O(V,v1,...,v4_1). Por lo tanto: ®"(v) = 1(v)® € V* para todo
v € V. Por ejemplo, si @ = Y., ¢ A f' entonces es claro que

o’(e)=f, &(f)=-¢, j=1,...,n
La demostracién del siguiente lema no es dificil y queda como ejercicio.

Lema 2.5. Sea V un espacio vectorial real de dimension 2n, y sea @ € \"V*. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. w es no degenerada;
2. @ esun isomorfismo;
3. la 2n-forma @" :== @A\ --- \ @ es no nula.

Ejemplo 2.6. Todo espacio vectorial simpléctico (V,®) puede descomponerse como V =
W @ W*. En efecto, si {ey,...,eu, fi,-..,fn} €s una base simpléctica de V, definimos W =
span{e,...,e,}. Entonces W* es isomorfo, via @, al subespacio generado por {f,..., f,}.
Llegamos asiaque V =W @ W* y w coincide con la forma simpléctica del Ejemplo 2.4.

Ejercicio 2.7. Sea V un espacio vectorial real de dimension finita y sea @ € A?V* una 2-
forma (no necesariamente no degenerada). Si N := ker @’, probar que ® induce una forma
simpléctica @ en V /N definida por:  @([x], [y]) = o(x,y).

Definicion 2.8. Sean (Vi,@;) y (V2, @) dos espacios vectoriales simplécticos. Una trans-
formacion lineal ¢ : V| — V; se dice simpléctica si ¢* @, = @y, es decir, para todo v,w € V;
vale

(L)z((P(V), (p(W)) = (V, W)'

Es claro que si ¢ es simpléctica entonces @ es inyectiva. En efecto, si ¢(v) = 0 obte-
nemos que ®;(v,w) = 0 para todo w € Vj, y como @; es no degenerada resulta v = 0. En
consecuencia, si dimV; = dimV; entonces ¢ es un isomorfismo. En particular, si (Vi, ®;) =
(Va,m) = (V, ), toda transformacion lineal simpléctica es un automorfismo de V. Se de-
nota:

Sp(V,) = {¢ € GL(V) | ¢ es simpléctica}.
Notar que Sp(V, @) es un subgrupo de GL(V) con la composicion.
La forma simpléctica canénica @y en R>" estd dada por

(L)()((Xl, ces X Y1 e 7yn)7 (xllv' e ax:zaylla s 7}7;,)) = Z(xiy;_x;yi)a

1
o bien,

(DO:Zei/\fi’
i

donde {e!,... e" f!,..., f"} es la base dual de la base candnica {ei,... e, fi,..., f} de
R?" En este caso, el grupo Sp(R>*, ax) se denota Sp(n,R) y es un subgrupo de GL(2n,R).
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8 ADRIAN ANDRADA

Notemos que la forma canénica @y en R?* se puede escribir en términos del producto
interno canénico (-,-) de R*" como: wy(v,w) = (v,Jw), donde J es la matriz

_ 0, | I,
(0. 5
Notar que J> = — I, y por lo tanto J~! = —J. Entonces

¢ €Sp(n,R) < an(@(v),p(w)) = ao(v,w)
<~ <(p(v),J(p(w)> = <V7JW>
s o' Jo=1J.

. i . A|B
Si escribimos a ¢ como una matriz en bloque: ¢ = (T‘T) , entonces se deduce de la

condicién anterior que
peSp(n,R) < A'C=C'A,B'D=D'B,A'D-C'B=I.

Se verifica que:

= Si ¢ € Sp(n,R) entonces detp =1,

= Si ¢ € Sp(n,R) y A € C es un autovalor de ¢ con multiplicidad k entonces A~!
también es un autovalor de ¢ con multiplicidad k,

= Sp(n,R) es un grupo de Lie, conexo, no compacto, con 7; (Sp(n,R)) = Z.

El dlgebra de Lie de Sp(n,R) se denota por sp(n,R) y se verifica que

sp(n,R) = {M € M(2n,R) | ay(Mv,w) = —@(v, Mw) para todo v,w € R*"}
={McMQ2n,R) | M"J=—-JIM}

_ A|B _ AT BT _ T_

Se deduce de esta tltima caracterizacién de los elementos de sp(n,R) que
dimSp(n,R) = dimsp(n,R) =n(2n+1).
Usando las bases simplécticas, podemos ver que todos los espacios vectoriales simpléc-

ticos de la misma dimensién son simplectomorfos, es decir, existe un isomorfismo simpléc-
tico entre ellos.

Proposicion 2.9. Sean (Vi,,) y (Va, @) espacios vectoriales simplécticos de la misma
dimension 2n. Entonces existe un isomorfismo simpléctico ¢ : V| — V,.

Demostracion. Sea {ey,... ey, f1,...,f,} una base simpléctica de V; y sea {e},... €, f],
..., f7} una base simpléctica de V5. Definimos una aplicacién lineal @ : V; — V, mediante:

olej)=¢}, o(f))=f, paraj=1,..,n

Entonces ¢*m, = @, por definicién de base simpléctica. U

Actas del XVI Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2021), 2023



BREVE INTRODUCCION A LA GEOMETRIA SIMPLECTICA 9

2.1. Subespacios vectoriales de un espacio vectorial simpléctico.
Definicion 2.10. Si W es un subespacio vectorial de (V, @) se define:

Wt ={veV|w(,w)=0paratodow e W},
que es llamado el espacio w-ortogonal de W.

Recordemos que la forma simpléctica @ determina un isomorfismo ®’ : W — W*, dado
por (4). Entonces es ficil verificar que

@ (W) =W°:={A € W* | A(w) = 0 para todo w € W}.
Sabemos de dlgebra lineal que dimW +dimW*° = dimV, y en consecuencia obtenemos que
dimW +dimW* = dimV.

Pero, en general no vale que W "W+ = {0} (considerar por ejemplo W con dimW = 1).
Queda como ejercicio verificar el siguiente resultado.

Lema 2.11. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. la restriccion de @ a W es no degenerada,
2. Wnwt = {0},
3. Waewt=V.

Denominamos radical de W al subespacio radW := W NW+. Es decir,
radW = {w e W | @’ (w)|w = 0}.
Es claro que dim(W N W) +rango(®|wxw) = dimW, y de ahi deducimos que
dim(radW) = dimW — rango(®|w xw )-

Podemos formar ahora el cociente W’? := W /radW, que es un espacio vectorial sim-
pléctico de dimension igual a rango(®|w «xw ), debido al Ejercicio 2.7. Si U es un subespacio
de V con W =radW @ U, entonces (U, ®|yxy) es simpléctico e isomorfo a W’¢; més atin,
U es w-ortogonal a radW (pues radW C W).

De la misma manera, si U’ es un subespacio que cumple W+ = radW @ U’ entonces
(U', ®|yr«yr) es simpléctico e isomorfo a (W)™ = W+ /radWw.

Definicion 2.12. Sea (V,®) un espacio vectorial simpléctico y W C V un subespacio vec-
torial.

(i) W se dice simpléctico si @|w xw es no degenerada (o bien, radW = {0}),

(ii) W se dice isotrépico si @|wxw = 0 (es decir, W C W, oradW = W),
(iii) W se dice coisotrépico si W es isotrépico (es decir, WL CW,oradW = WL),
(iv) W se dice lagrangiano si es isotrépico y coisotrépico (es decir, W = W+ = rad W).

Observacion 2.13. Si dimV = 2n, entonces:

= W isotropico = dimW < n,
= W coisotrépico = dimW > n,
= W lagrangiano = dimW =n.

En particular, los subespacios lagrangianos son los subespacios isotrépicos maximales.
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10 ADRIAN ANDRADA

Los subespacios lagrangianos son muy importantes en el dlgebra vectorial simpléctica.
A continuacién caracterizaremos todos los subespacios lagrangianos de (R**, a)).
Todo subespacio vectorial de dimensién n de R? puede ser representado por una matriz

2nxnZ= Gﬁ) de rango n, tal que los vectores columna de Z forman una base de W.

Dos matrices Z 'y Z' describen el mismo subespacio si y s6lo si existe ¢ € GL(n,R) tal que
Zo=17.

Proposicion 2.14. El subespacio W es lagrangiano si y sélo si las matrices X e Y que lo
definen satisfacen X'Y =Y ' X.

Demostracion. Sean u,u’ € R" y denotemos z := Zu = Gﬁ) u, 7 =27u = Gﬁ) u'. No-

temos que Xu, Yu, Xu', Yu' estdn en R". Recordemos que la forma candnica @y en R?" se
puede escribir como @wy(v,w) = (v,Jw), donde J es la matriz dada en (5). Entonces:
wo(z,7) = ao((Xu,Yu),(Xu', Yu'))
= ao((Xu,Yu),(Yu',—Xu'))
= (Xu,Yu') — (Yu,Xu')
=((Y"X =X"Y)u,u').
Por lo tanto, @y|wxw =0siysélosiY X =X"Y. O

En particular, si W es el grafico de una transformacion lineal A : R” — R" entonces W

L

puede ser representado por Z = < A

> . Luego, W es lagrangiano si y s6lo si A es simétrica.

3. VARIEDADES SIMPLECTICAS

En esta seccién introducimos las formas simplécticas y mostramos varios ejemplos. Mos-
tramos ademds que existen restricciones (topoldgicas) para su existencia.

Definicién 3.1. Sea M una variedad diferenciable. Una 2-forma @ € Q*(M) se dice una
forma simpléctica si:

1. wescerrada,i.e. dw =0,

2. w, es una 2-forma no degenerada en T,M para todo p € M.
El par (M, ®) se denomina una variedad simpléctica.

Observaciones 3.2.
1. La dimensioén de una variedad simpléctica es par.
2. si (M*" @) es variedad simpléctica, entonces @" := @ A --- A @ (n veces) es una
forma de volumen en M (es decir, una forma de grado maximo nunca nula). En
particular, M es orientable.

A continuacién veremos unos primeros ejemplos de variedades simplécticas.

Ejemplos 3.3.

1. Los ejemplos més sencillos de variedades simplécticas son los espacios euclideos.
Consideremos R?" con coordenadas globales (xj,...,x,,y1,...,yn). La 2-forma ca-
nonica

n
wy = Z dx; Ady;

i=1

Actas del XVI Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2021), 2023



BREVE INTRODUCCION A LA GEOMETRIA SIMPLECTICA 11

es claramente cerrada y no degenerada. Mas aun, el conjunto

J 0 0 0
ox1 »

p,...,axn p,ayl p,...,ayn
es una base simpléctica de TpRz” para todo p € R?".

. Sea M = C" el espacio euclideo complejo con coordenadas complejas (z1,-..,2,).
Entonces la 2-forma

l‘ n
== ) dzANdg
o ) k; k k
es simpléctica. De hecho, coincide con la forma simpléctica del ejemplo anterior,
mediante la identificacion
cr ; RZn
ok > Xty

. Sea §? = {x € R3 | |x| = 1} la esfera unitaria en R>. Entonces podemos identificar,
para cada p € 52,

1,8 = {veR® | (p.v) =0},

donde (-,-) denota el producto interno usual de R>. Se puede definir una forma
simpléctica standard @ en S? de la siguiente manera: para p € S* y u,v € T,,Sz,

0p(u,v) := (p,uxv).

La 2-forma @ es claramente cerrada pues es de grado maximo. Ademads es no dege-
nerada pues para todo u € T,,SZ, u # 0, tenemos que

wp(u,ux p) = (p,ux(uxp))=(p,—p)=—1#0.

Notar que esta construccién no se puede generalizar a 2" para n > 1. ;Habr4 otras
esferas que admitan estructuras simplécticas? (Spoiler alert: no...).
. El ejemplo anterior si se puede extender a otras superficies distintas de la 2-esfera.
Sea S una superficie orientada en R y sea N un campo diferenciable normal y uni-
tario en S. Dados p € Sy u,v € T,S, definimos una 2-forma @ por:

©p(u,v) := (Np,u X v).

Es facil verificar que @ es simpléctica.
. Si (My,m,) y (M>, %) son variedades simplécticas, entonces M; x M, admite una
estructura simpléctica natural @ & @,, llamada la estructura simpléctica producto,
definida por:
O D Wy = T} ) + T 0,

donde m; : My x M, — M; es la proyeccion para i = 1,2. Mads atn, si 11,4, € R— {0}
entonces A 7T} @) + A2 75 @, es una forma simpléctica en M; x M.
. Una estructura casi compleja en una variedad diferenciable M es un tensor J : TM —
TM que satisface J> = —1Id, y (M,J) se denomina una variedad casi compleja. Una
métrica riemanniana g en M se dice compatible con J si J es ortogonal con respecto
a g, es decir, g(JX,JY) = g(X,Y) para todos los campos X,Y € X(M). Como J? =
—1Id, esta condicion resulta equivalente a que J sea antisimétrica con respecto a g:
g(JX,Y)=—g(X,JY).Eneste caso, el triple (M, J,g) se denomina una variedad casi
hermitiana.

Podemos definir ahora una 2-forma @ en M mediante: w(X,Y) = g(JX,Y), para
X,Y campos en M. Cuando se cumple que dw = 0, el triple (M,J,g) se denomina
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12 ADRIAN ANDRADA

una variedad casi Kdhler. Entonces @ resulta ser una forma simpléctica en M, pues
al ser J un isomorfismo en cada espacio tangente, @ resulta no degenerada.

Si o satisface la condicidon mas fuerte V¥ = 0, donde V¥ denota la conexion de
Levi-Civita asociada a g, entonces (M,J,g) se llama una variedad Kdhler. En este
caso J induce en M una estructura de variedad compleja. Las variedades Kéhler son
las variedades complejas mds importantes, y poseen propiedades topoldgicas muy
interesantes cuando son compactas. Un ejemplo de variedad Kihler es el espacio
proyectivo complejo CP” con la métrica de Fubini-Study. Recordemos que CP" se
define como el espacio cociente (C"*! —{0})/~, donde ~ es la relacién de equiva-
lencia definida por: z,w € C**! — {0}, z ~ w < z = Az para algiin A € C no nulo.

Definicién 3.4. Si (M;,®;) y (M>, @) son variedades simplécticas, una funcién diferen-
ciable f : M| — M, se dice una aplicacion simpléctica si f*w, = @;. Si ademds f es un
difeomorfismo, se dice que f es un simplectomorfismo. Se denota por Symp(M, @) al grupo
de todos los simplectomorfismos (M, w) — (M, ®).

Observacién 3.5. Dada una variedad simpléctica (M?", ®) tenemos naturalmente asociada
una forma de volumen, dada por ®". Luego, el volumen de un subconjunto (abierto) U
de M esta dado por vol(U) = ¢, [, ®" para cierta constante ¢, > 0. Si ¢ : M — M es un
simplectomorfismo, entonces @*®" = @", y en consecuencia ¢ preserva volumen.

Veremos a continuacién que existen variedades de dimension par, orientables, que no ad-
miten estructuras simplécticas. Podremos hacer esto viendo una propiedad de las variedades
simplécticas compactas que involucra a su cohomologia de de Rham. Recordemos que el
k-ésimo grupo de cohomologia de de Rham de una variedad M se define por

_ Ker(d: Q(M) — Q“"'(M))  {k-formas cerradas}
~ Im(d: Q1 (M) — QK(M))  {k-formas exactas} '

Es claro que H§R(M) =0si k> dimM, y se sabe que los espacios vectoriales H§R(M),
k=0,...,dimM, tienen dimensién finita si M es compacta. Los nimeros definidos por
bi(M) = dim H%, (M) se denominan los nimeros de Betti de M. Por el Teorema de de Rham,
los espacios H 513 (M) (y los nimeros de Betti) son invariantes topolégicos de M.

Hip(M)

Proposicion 3.6. Sea (M*",®) una variedad simpléctica compacta. Entonces, para k =
1,...,n la clase [0"] € H3k(M) es no nula, donde ®* = ® A --- A\ o (k veces). Es decir, o
es una 2k-forma cerrada pero no exacta.

Demostracion. En primer lugar, notemos que d® = 0 implica que dw* = 0, por lo que estd
bien definida la clase [@*] € H%(M). Ahora queremos ver que [®*] # 0.
Supongamos que [@*] = 0 para algiin k, es decir, ®* = do para alguna o € Q**~1(M).
Entonces podemos escribir a la forma de volumen " como
" = (Dk A a)nfk
=darno"*
=d(ahe"*)  (puesdo"*=0).

Como estamos en una variedad compacta, podemos integrar la forma de volumen y obtene-
mos

O;A/Mw":/Md(a/\a)”*"):O,
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donde la tdltima igualdad se obtiene usando el Teorema de Stokes. Este absurdo nos dice
que [@*] # 0 para todo k. O

Corolario 3.7. La esfera S*" admite estructuras simplécticas si y sélo sin = 1.

Demostracion. Ya vimos que S? admite formas simplécticas. Para terminar la demostra-
cién basta recordar que H[%R(SZ”) =0sin> 1, que es un hecho standard de la topologia
algebraica. U

4. EJEMPLO IMPORTANTE: EL FIBRADO COTANGENTE

Sea X una variedad diferenciable de dimensién n 'y sea M = T*X su fibrado cotangente,
es decir, M := LlyexT,”X (unién disjunta). Denotaremos a los elementos de 7*X (en un
abuso de notacién) por (x,&), donde & € T X. Ademds, se define la proyeccién canénica
w:T*X — X por mt(x,&) = x.

Sea (U, = (x1,...,x,)) un entorno coordenado en X, por lo que {(dxi)x,...,(dx,)s}
forma una base de 7,°X para todo x € U. Luego, si & € T X, entonces

n
&= Z &i(dx;)y para algunos &; € R.
i=1

Podemos asi definir una funcién biyectiva
¢ (U) = o(U) xR CRY,  (x,8) = (x1,.. .2, 61, . ).

Usaremos los pares (7~ (U),®) para definir una estructura diferenciable en 7*X. En
primer lugar, consideramos en 7*X la topologia que tiene como base a

B ={@ (W) | (U, @) es entorno coordenado de X, W C R>" abierto}.

Con esta topologfa, es claro que si (U, @) es un entorno coordenado en X entonces 7~ ! (U)
es abierto en 7*X y ¢ es un homeomorfismo, por lo que 7*X resulta un espacio localmente
euclideo. Se puede verificar también que 7*X resulta Hausdorff y ;.

El par (7' (U),® = (x1,...,%u,&1,...,&)) es un entorno coordenado de 7*X; las coor-
denadas (x1,...,x,,&1,...,&,) son las coordenadas cotangentes asociadas a las coordenadas
(x1,...,x,) en U. Veamos ahora que las funciones de transicion son diferenciables: sean
U, 0 = (x1,...,%2)) y (U, 0 = (x],...,x],)) dos cartas en X y x e UNU". Si & € T}X,
entonces

- Ix; / >y,
3 :Zéi(dxi)x: Z &i <o7x’) (dxj)x: gj(dxj))ﬁ
i=1 i,j=1 J J=1
donde

u ox;
r_ N tais
gj_ggl (ax/.>‘
= j
Al variar x, obtenemos que &/ es una funcién diferenciable en U N U’ para todo j. Luego,
T*X es una variedad diferenciable de dimensién 2n.

Ejercicio 4.1. Verificar que la proyeccion & : T*M — M es diferenciable.

Sea (U, (x1,...,x,)) un entorno coordenado en X y (= (U), (x1,...,x,,&1,...,&,)) el
coordenado cotangente asociado. Definimos una 2-forma @ en 7! (U) por

W= idxi/\d@-.

i=1
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14 ADRIAN ANDRADA

Notar que si @ es la 1-forma en 7! (U) dada por
n
o= &adx, (6)
i=1

entonces @ = —da.
Proposicion 4.2. La 1-forma o estd bien definida en T*X.

Demostracion. Sean (x='(U), (x1,...,%s,&1,...,&)) y (71U, (x],....x),&l,...,ED)
dos entornos coordenados cotangentes con U NU’ # (. Probaremos que las correspondien-
tes 1-formas o y o’ definidas segtin (6) coinciden en su dominio comtn de definicion.

En =Y (U)Nnza1(U') se tiene que

i ax; UNECRY
R o i ) i\ dy
g-fe(5) w-L(3)e

i=1

Luego,
o =Y &dx,
J
B 8xk ax; _
3(re () ()
9 ox',
() )
i \Jjk J !
9 ox
lyer(z)()-
i J J
= Z&idxl
=,
donde en la peniltima igualdad usamos que }_ ; (%) (%) = Oj. O

En consecuencia, la 2-forma @ también estd bien definida en todo 7*X. La 1-forma o se
denomina la forma de Liouville y ® la forma simpléctica candnica.

Observacion 4.3. Notar que la forma simpléctica candnica en un fibrado cotangente es
exacta, de donde deducimos que la hipétesis de compacidad es crucial en la Proposicién 3.6.

Daremos a continuacién una descripcién intrinseca de la forma simpléctica canénica
en T*X, independiente de sistemas coordenados. Recordemos que la proyeccion candnica
7 :T*X — X dada por m(x,&) =x, & € T X, es una funcién diferenciable. Definimos, para
cada p = (x,&) € M,

o, = (dm), &,  esdecir, o, (v) = &((d7m),v), Vv € T,M. (7
Mostraremos ahora que & asi definida coincide con la 1-forma de Liouville. Notemos pri-
mero que en un entorno coordenado cotangente (7~ (U), (x1,...,%4,&1,...,&,)) vale:
d d d
dz),—| =1, dz),==| =0.
( )Paxi » axl_ . ( )Paéi )
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Si ap =Y, Aidx;|, +Y;Bid&;|, para algunos A;, B; € R, entonces

Ai=ap (aaxl p> =< <(d77)paaxi p) =¢ <aax, x> =&,
nea(3])-e(omn] ) o

Asf obtenemos que o = ¥'; &; dx;, que es la expresion de la forma de Liouville.

Naturalidad: Sean X; y X, dos variedades diferenciables y f : X; — X un difeomorfis-
mo entre ellas. Sean M| = T*X; y M, = T*X; equipados con las correspondientes formas
o1, ;,0, y . Entonces existe un difeomorfismo natural f : M; — M, que levanta a f, es
decir, el siguiente diagrama conmuta:

M — M (8)

X —X
1 2

En efecto, podemos definir f de la siguiente manera: si p; = (x1,&;) € My conx; € X, y
&1 € T} X, entonces

f(p1) = (x2,&) €Mz, donde x;=f(x1) €Xp, & = (df ")} 1 )

Es claro que el diagrama (8) conmuta y que f es biyectiva.

Ejercicio 4.4. Probar que f es un difeomorfismo. (Como (f)~! = (f~1), sélo falta verificar
que f es diferenciable).

Proposicién 4.5. El pullback de o por f coincide con o f 0 = a.

Demostracion. Sean p; = (x1,&1) € My, pr = f(p1) = (x2,&) como en (9) y v € T, M.
Entonces:

O

Corolario 4.6. El levantamiento f de un difeomorfismo f : X| — X es un simplectomorfis-
mo entre (M, 1) y (Ma, @).

Demostracion. Ya sabemos que f es un difeomorfismo. Verifiquemos ahora la compatibili-
dad con las formas simplécticas:

7*602 - —7*(d062) = _d(f*()‘z) =—doy = .

Esto significa que f es una aplicacién simpléctica. ]
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Si f:X; — X,y g:X> — X3 son difeomorfismos, entonces go f = go f. Ahora, si X es
una variedad diferenciable y Diff(X) denota al grupo de todos los difeomorfismos de X con
la composicién, entonces tenemos que la aplicacion

Diff(X) — Symp(M,®)
5 (10
f = f
es un morfismo de grupos inyectivo. Nos preguntamos si podrd ser también suryectivo.
Veremos a continuacion que la respuesta es No.

En efecto, sea & : X — R una funcién diferenciable no constante. Luego, (dh), € T;'X

para todo x € X. Definimos ahora 7, : M — M por:

T(x,8) = (x, &+ (dh)y).
Es fdcil verificar que 7, (&) = a+ *(dh); por lo tanto 7;; @ = w. Entonces 7 es un simplec-
tomorfismo, pero no es de la forma f pues 7, no preserva la forma de Liouville.

Observacion 4.7. Se puede probar que un simplectomorfismo g € Symp(M, ®) es de la
forma f siy sélosi g*a = ).

5. ORBITAS DE LA ACCION COADJUNTA

En esta seccidn exhibiremos méas ejemplos de variedades simplécticas, esta vez construi-
dos a partir de la accién coadjunta de un grupo de Lie en el espacio dual de su dlgebra de
Lie. Comenzamos dando unas definiciones ttiles.

Definicion 5.1. Sean G un grupo de Lie y M una variedad diferenciable. Una accidn (a
izquierda) de G en M es una aplicacién diferenciable A : G x M — M que satisface:

= A(e,m) = m paratodo m € M (donde e € G es el elemento neutro),
= A(a-b,m) = A(a,A(b,m)) paratodo a,b € G,m € M.

Si denotamos A (a,m) = a - m, entonces estas condiciones quedan:
e-m=nm, (a-b)-m=a-(b-m).

Para cada a € G fijo, la aplicacién A, : M — M dada por A,(m) = a-m es un difeomor-
fismo de M, con inversa A,-1. Luego, la accién de G en M da origen a un homomorfismo de
grupos G — Diff(M), a — A,.

Algunas nociones relacionadas son las siguientes:

= La accién es efectiva si g-m = m para todo m € M implica g = e.

= La accién es libre si g-m = m para algin m € M implica g = e.

= La accidn es transitiva si para x,y € M arbitrarios existe g € G tal que g-x =y. En
este caso se dice que M es homogénea bajo esta accion.

= Dadom € M, la G-6rbitade mes: G-m:={g-m| g € G}.

= Dado m € M, el grupo de isotropia de m es: G, := {g € G | g-m = m}. Es facil
verificar que G, es un subgrupo cerrado de G.

Teorema 5.2. Si el grupo de Lie actiia en la variedad diferenciable M a la izquierda, en-
tonces las orbitas G -m, con m € M, son subvariedades de M. Ademds, G - m es difeomorfa
al espacio homogéneo G /G, para todo m € M.

Demostracion. Daremos s6lo un esbozo de la demostracién, que sigue de las siguientes
observaciones:
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1. Como ya notamos antes, el grupo de isotropia G,, = {g € G | g-m = m} es un sub-
grupo cerrado de G.

2. El espacio cociente G/G,, admite una tnica estructura de variedad diferenciable tal
que la aplicacién cociente G — G/G,, es una submersién. Ademds, G actiaen G/G,,
transitivamente por multiplicacién a izquierda: g- (hG,,) = (gh)Gn, g,h € G (ver [13,
Theorem 21.17]).

3. La aplicacién diferenciable G — M dada por g — g-m pasa al cociente y asi se
obtiene una aplicacién diferenciable F;, : G/G,, — M que define una biyeccién entre
G/G,, y la 6rbita G - m.

4. La aplicacion F;, es equivariante con respecto a las acciones a izquierda de G en
G/GyenM (es decir, F,(g- (hGy)) = g- Fu(hGy,) para todo g, h € G). En particu-
lar, F,, tiene rango constante.

5. Como F,, es una aplicacién inyectiva de rango constante, resulta que es una inmer-
sién, y entonces su imagen G - m es una subvariedad de M.

O

Observacion 5.3. Cuando G es compacto, las 6rbitas son subvariedades incrustadas y ce-
rradas de M. Por otra parte, en [16, Section 14.1, Example (f)] se encuentra el ejemplo de
un grupo no compacto actuando a izquierda en una variedad de modo que existen Orbitas
que no son subvariedades incrustadas.

Todo grupo de Lie actda en si mismo por conjugacion:

GxG — G
(g,a) —  Yyla):=gag™".

Tenemos asf la aplicacién Y, : G — G dada por y,(a) = gag™
morfismo de G.

Derivando obtenemos (dy,). : g — g, que es un isomorfismo de g para cada g € G.
Denotando Ad, := (dyy)., obtenemos asi una aplicaciéon Ad : G — GL(g). Esta aplicacién
es un homomorfismo de grupos de Lie y se denomina la representacion adjunta de G.

!, que resulta ser un difeo-

Observacion 5.4. Si G es un subgrupo de matrices, G C GL(n,R), entonces g C gl(n,R) y
se verifica que Adg(X) = gXg ! para todo X € g.

La derivada de Ad : G — GL(g) en e da origen a la representacién adjunta ad : g —
End(g) del dlgebra de Lie g. Se verifica que ad,(y) = [x,y] para todo x,y € g y por lo tanto
ady, ] = [ad,,ady] para todo x,y € g.

Consideraremos a continuacion la representacion coadjunta de G en g*, que es la re-
presentacién dual (o contragradiente) de Ad : G — g. Concretamente, se define Ad* : G —
GL(g*) por:

Adg(§)(x) =G (Adg1(x)), g€G,ceg’,xey.

Se considera g~ en el miembro de la derecho para asegurar que Ad* sea un homomorfismo
de grupos. En efecto:

Adgy(6)(x) = S (Ad (g1 (x)) = & (Adj-14-1(x)) = & (Ady-1 Adg1 (x))
= Ad;,(§)(Ady-1(x)) = Ady Ad;,(§) (x).

1

Actas del XVI Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2021), 2023



18 ADRIAN ANDRADA

Observacion 5.5. Si g admite una forma bilineal simétrica no degenerada (-,-,) que satis-
face

<Adgx7Adgy> = (x,y)
para todo g € G, x,y € g, entonces las representaciones Ad y Ad* son equivalentes. En
particular, esta condicién se cumple para grupos semisimples y grupos compactos.

La derivada de Ad* : G — GL(g*) en e da origen a la representacién coadjunta ad* : g —
End(g*) del dlgebra de Lie g. Se verifica que

ad;(é)(y):_g([x7y])v X,yeg,é 69*7
y ademds ad;, ; = [ady, ad]].

Las 6rbitas G - € en g* se denominan drbitas coadjuntas. Veremos a continuacién que
cada una de ellas admite una forma simpléctica natural. Este resultado fue desarrollado por
Kirillov, Arnold, Kostant y Souriau a mediados de la década de los *60s.

Sea & € g* fijo y sea G- & la 6rbita correspondiente, con Gg el correspondiente grupo
de isotropia. La 6rbita G- £ admite una estructura de variedad diferenciable heredada del
cociente G/ G¢, y con dicha estructura resulta ser una subvariedad de g* (por Teorema 5.2).
En consecuencia, podemos identificar 7,(G - &) con un subespacio de g* paracadax € G- &.
Mis concretamente, podemos identificar 7,,(G - &) con g - x (via la representacion coadjunta
ad™) paratodox € G- &.

Sivwe T,(G- &) entonces v ="V -x, w =W - x para ciertos V,W € g. Se define una
2-forma @ en G- £ por

o (v,w) = x([V,W]).

(i)  estd bien definida: siv=V'-xyw=W’-xcon VW’ € g entonces (V —V’)-x =0,
(W —=W')-x=0. Asi tenemos que:
(VW) =x([(V/ =V)+V,(W —=W) +W])
(V=V)-x)(W =W)+((V=V)-x)(W) = (W = W) -2)(V) +x([V,W])
x([V,W]).

(i) w es diferenciable: si X,Y € g, sean X*,Y* los campos diferenciables en G- £ dados
por Xy =X -y, ¥, =Y -yparatodoy € G-&. Entonces

(X", Y7)(y) = ay(Xy,Yy) = y([X,Y]),
que es diferenciable como funcién de y.

(iii)  es no degenerada: sea v € T, (G- &) tal que @, (v,w) =0 paratodow € T,(G-&). Si
v=V-.xyw=W-xconV,W € gentonces x([V,W]) = 0 para todo W € g, es decir, V-x =0,
y esto nos dice que v = 0.

(iv) o es cerrada: basta probar que dw(X*,Y*,Z*) = 0 para X,Y,Z € g arbitrarios. Re-
cordemos que

do(X*,Y*,Z) =X 0(Y",.Z) +Y ' 0(Z', X*) + Z* o(X*,Y")
—o([X*,Y",Z2") - o([Y*,Z],X*) — o([Z*,X*],Y¥).
Ahora, si f € €°(G - &) entonces

N d
nyzg f(exp(tX)y), XégvyEG'é'
0
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Luego, para f = o(Y*,Z*),

* * % d *
Xy (J)(Y Z ) -7, wexp(lX)y(Yexp(tX))?Zexp(lX) )

dr|,
=5 O(eXP(fX) (Y, Z])
= (X-y)([¥,Z])
= —y(IX, [, Z])).
Por otro lado, aceptaremos sin demostracion que [X*,Y*] = —[X,Y]*. Entonces
(d), (X5, Y7, Zy) = =y(IX, [V, Z]]) = (¥, [2,X]]) = ¥([Z, [X,Y]])
+y([IX,Y1,2]) +¥([l, 2], X]) + y(([[2,X], Y])
=0 (por la identidad de Jacobi).

Asi concluye la verificacién de que @ es una forma simpléctica en G - &. En particular,
todas las 6rbitas coadjuntas tienen dimension par.

Ejemplos 5.6.

1. Sea G:=0(n) = {A € GL(n,R) | AAT =ATA =1,}, que tiene como dlgebra de Lie
ag:=so(n)={Acgl(n,R)|A" = —A}. Existe un producto interno O(n)-invariante
en g, dado por (x,y) = —tr(x-y), x,y € g. De aqui se deduce que las representaciones
(Ad,g) y (Ad*,g*) de G son equivalentes, por lo que podemos considerar las érbitas
adjuntas en vez de las coadjuntas. Recordemos que como G es un grupo de matrices
vale que Ad(g)(&) = g€g~!, donde g € O(n),& € s0(n).

Si & = Ep; — Ej; € g, entonces que es facil verificar que la isotropia Gg esta dada

e ={(212) 1ec 0 <002}

donde SO(n) = {A € O(n) | detA = 1}. Entonces la 6rbita G- & es difeomorfa al
espacio homogéneo O(n)/(SO(2) x O(n —2)), y en consecuencia, este espacio ho-
mogéneo admite una estructura simpléctica. Este espacio puede identificarse con el
espacio de planos orientados en R”.

2. Seaahora G:=U(n) = {A € GL(n,C) | AA* = A*A =1,,}, que tiene como algebra de
Liea g:=u(n) ={A € gl(n,C) | A* = —A}. En este caso el producto interno U(n)-
invariante dado por (x,y) = —Re(tr(x-y)) nos permite verificar que las represen-
taciones (Ad,g) y (Ad*,g*) de G son equivalentes. Entonces nuevamente podemos
considerar las drbitas adjuntas en vez de la coadjuntas.

i, 0

Para 0 < p <n, sea §, = 0 i
—il,

> € g. El grupo de isotropia correspon-

diente G¢, estd dado por

Ge, = {(%‘%) ]AeU(p),BeU(n—p)},

es decir, Gg, 2 U(p) x U(n— p). Luego, la 6rbita G- &, que es difeomorfa al espacio
homogéneo U(n)/(U(p) x U(n — p)), admite una forma simpléctica. Este espacio se
identifica con Gr,(C"), la grassmanniana de subespacios complejos de dimensién p
en C".
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En particular, cuando p = 1, obtenemos el espacio proyectivo complejo CP*~ !
Se puede verificar que la forma simpléctica en CP"~! obtenida como una érbita
coadjunta coincide con la forma de Kéhler correspondiente a la métrica de Fubini-
Study.

Ejercicio 5.7. Describir todas las 6rbitas de la accion coadjunta para G = O(3).

6. SUBVARIEDADES LAGRANGIANAS

Como en el caso de subespacios de un espacio vectorial simpléctico, en las variedades
simplécticas tenemos subvariedades distinguidas. Las mds importantes de ellas son las sub-
variedades lagrangianas que definimos a continuacion.

Definicion 6.1. Sea (M, ®) una variedad simpléctica de dimension 2n. Una subvariedad L
de M se dice una subvariedad lagrangiana de M si T,L es un subespacio lagrangiano de
(T:M, @,) para todo x € L. Equivalentemente, si j : L < M denota la inclusién, j*@ =0y
dimL = n.

Por lo general, se asume que las subvariedades lagrangianas estdn incrustadas, es decir,
j: L — M es un embedding.
Veamos algunos ejemplos de subvariedades lagrangianas.

Ejemplos 6.2.
1. En R?" con coordenadas (X1,-++ysXn,¥1,---,Yn) y la forma simpléctica candnica @y =
Y.;dx; Ady;, las siguientes subvariedades son lagrangianas:
= Ly ={(¥1,- s X, 100 0m) [ y1 = =y = 0},
Ly ={(x1,.. %0, )15, 90) [ ¥1 =+ =x, =0},

" A= {(xlv---axnv)’l’---;yn) !xi =y; para todo i}.

2. Sea X una variedad diferenciable y sea T*X su fibrado cotangente, con la forma
simpléctica definida en § 4. La seccién nula de 7*X es

Xo={(x,§)eT"X | E=0enT;X}.

Xo es una subvariedad incrustada de 7*X cuya intersecciéon con un entorno coorde-
nado cotangente (7' (U), (x1,...,x,,&1,...,&,)) estd dada por las ecuaciones & =
.. =&, = 0. Claramente, la 1-forma de Liouville a = ¥ ;&;dx; se anula en Xy N
7~ '(U). En particular, si j : Xy < T*X es la inclusién, tenemos que j*o = 0. Como
la forma simpléctica @ en T*X esta dada por ® = —da,, resulta que

Jo=—j(do)=—-d(j'a)=0.
En consecuencia, Xy es lagrangiana.

3. Otras subvariedades lagrangianas de 7*X estan dadas por las fibras sobre cada punto,
es decir, por los espacios cotangentes en cada punto, 77! (x) = T*X < T*X.Six € X
es claro que 7,"X es una subvariedad incrustada de 7*X; mas atn, si (U, (x1,...,X,))
es un entorno coordenado alrededor de x, entonces 7,X se describe en el entorno
coordenado (7~ 1(U), (x1,...,%s,&1,...,&,)) por las ecuaciones x; = c;, con ¢; una
constante real para todo i. Entonces es inmediato observar que & = 0 en 77X, por
lo que, como en el ejemplo anterior, 7,*X resulta ser una subvariedad lagrangiana de
T°X.
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4. Sea (M, ®) una variedad simplécticay f : M — M un simplectomorfismo. Entonces
el gréfico I'y de f, dado por

Ty ={(x,f(x) | x €M},

es una subvariedad lagrangiana de (M x M, ® ® (—)). En efecto, si j : M — M x M
es la inclusién, entonces

J (o (—0)=j(ro—manm)=(moj)o—(moj)o=0—ffo=0—0=0.
Por lo tanto, I'y es lagrangiana.
Exhibiremos ahora otras subvariedades lagrangianas en fibrados cotangentes, que extien-
den al ejemplo de la seccion nula visto anteriormente.
Sea u una 1-forma en la variedad diferenciable X. Es sencillo comprobar que
Xy :={(x, ) €eT"X | x € X},
es una subvariedad incrustada de 7°X. ;Cuéndo es X, lagrangiana?

Proposicion 6.3. Sea y una 1-forma en X, y sea sy : X — T*X la 1-forma | considerada
como una funcion diferenciable, con X,, = imagen(sy). Si o denota la 1-forma de Liouville
en T*X entonces s, 0t = [L.

Demostracion. Paraun x € X fijo, se tiene que sy (x) = (x, i¢). Entonces, para v € T,.X,

(52.0)x(v) = @, () ((dspp)xv) = B (A7), () (dpe)xv) = pa(d (7 0 50)xv) = pe(v),

donde hemos usado (7) en la segunda igualdad y wos; = id en la cuarta. ]

Tenemos asi el diagrama

Xt Trx (11)
T’
Xu

Como s : X — T*X es un embedding, por el lema de factorizacion existe un difeomorfismo
7 : X — Xy que hace conmutativo al diagrama (11). Utilizaremos este difeomorfismo para
determinar condiciones sobre U para que X, es lagrangiana.

Xy es lagrangiana < j*(da) =0
&7 (j"(da)) =0
& (jor) (da) =0
& sy (da) =0
& d(spo) =0
& du =0,
gracias a la Proposicion 6.3. Asi hemos probado

Teorema 6.4. La subvariedad X, de T*X es lagrangiana si y solo si | es cerrada.

En particular, toda f € ¥ (X) da origen a una subvariedad lagrangiana de 7*X, consi-
derando u = df. Una tal f se denomina funcion generadora de la subvariedad lagrangiana
Xqy. Cuando H, L} z(X) = 0, toda subvariedad lagrangiana X, admite una funcion generadora.
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Los ejemplos que hemos visto en esta seccion nos muestran que podemos identificar a
muchos objetos geométricos como subvariedades lagrangianas de alguna variedad simpléc-
tica. Esto llevé a Alan Weinstein a proclamar en [21] que

“Todo es una subvariedad lagrangiana”.

El siguiente resultado sobre subvariedades lagrangianas compactas se debe a Weins-
tein [20].

Teorema 6.5. Sea L una subvariedad lagrangiana compacta de una variedad simpléctica
(M, B). Entonces existen un entorno % (L) de L en M, un entorno ¥ (L) de la seccion nula
Lo en T*Ly un simplectomorfismo ® : % (L) — ¥ (Ly) de modo que

o= y P =id,

donde ® = —da es la forma simpléctica candnica en T*L.

7. EL TEOREMA DE DARBOUX

El Teorema de Darboux establece que todas las variedades simplécticas de dimensién
2n son localmente equivalentes a (R?*, ay). La demostracién cldsica de Darboux emplea
induccién en la dimensién, y puede encontrarse en [5]. La demostracién que daremos a
continuacion sigue ideas de Moser y Weinstein, y puede encontrarse en [19].

Primero necesitamos introducir la nocién de campo vectorial dependiente del tiempo en
una variedad diferenciable M: es una aplicacion diferenciable X : Q CR xM — T M, con Q
abierto en R x M, tal que X;(p) := X(t,p) € T,M para todo (t, p) € Q. Pediremos también
que {0} x M C Q.

Notar que para cadaz € R tal que Q, :={p € M | (t,p) € Q} es no vacio, X; es un campo
vectorial usual en el abierto Q; de M.

Una curva integral del campo vectorial dependiente del tiempo X es una funcién dife-
renciable o : I — M (con [ un intervalo abierto en R) tal que para todo ¢ € I, (r,a(t)) € Q
y o/ () = X (1, (1)).

Se puede definir, a partir de X, un campo vectorial usual X en Q como sigue:

X(t,p)=(1.X(t,p), (1,p)€Q,

donde se identifica T(; (R x M) = R x T,M. Si denotamos % al campo vectorial en R x M
cuya proyeccién a R es el campo constante = 1, y cuya proyeccion a M es el campo nulo,
entonces X = % +X. Sit— o(t) es una curva integral de X entonces — (¢, 0(f)) es una
curva integral de X. Reciprocamente, toda curva integral de X es de la forma s > (fo +
s,a(s)), con fyp € R constante, y entonces ¢ — /(¢ —fp) es una curva integral de X.

Teorema 7.1. Dado el campo vectorial dependiente del tiempo X en Q, existe una iinica
aplicacion @ : D(X) — M, donde D(X) es un abierto en R x €, tal que, para cada (ty,p) €
Q, la curva t — @(t,(to, p)) es la curva integral maximal de X que pasa por (ty,p). La
aplicacion ¢ se denomina el flujo de X.

A partir de ¢ definimos ¢ (1) = ¢(z,(0,p)). Sit € R satisface que D, :={pe M| (t,p) €
D(X)} es no vacio, entonces ¢, : p — @(t, p) es un difeomorfismo entre D, (X) y su imagen.
Finalmente, mencionamos el siguiente resultado que utilizaremos en la demostracion del
Teorema de Darboux: si { ¢ };<; es la familia de difeomorfismos recién definidos y { @ },¢;
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es una familia diferenciable de k-formas en M, entonces

d . . day
E(‘Pz ) = @, <$X,wt + dt) ) (12)

donde .Z denota la derivada de Lie (ver el Apéndice para la definicién de la derivada de
Lie de formas y sus propiedades). Una demostracién de esta formula se encuentra en [2,
Lemma 2.1].

Teorema 7.2. Sea (M*", ®) una variedad simpléctica. Entonces para todo p € M existe un
entorno coordenado (U, (x1,...,Xu,Y1,-..,Yn)) alrededor de p tal que

n

oly =) dx;Ady;. (13)

i=1
Demostracién. Como el teorema es de caracter local, podemos asumir que M = R?" y p = 0.

Si (x1,...,X2,) son las coordenadas globales usuales de R?", entonces © = ¥, jJijdxi Adx;
para ciertas f;; € € (R*"). Sea ahora @' := ¥, f;;(0) dx; A dx;, y definimos

d:=0 -0, o=0+td tc[0,1].

Notar que wp = @, 01 = @', y @& = Y, ;(fij +1(fi;(0) — fij)) dx; Adx;. Luego, @ (0) =
®(0), que es no degenerada. Entonces existe una bola abierta V centrada en 0 tal que @ (q)
es no degenerada paratodog € V,0 <t < 1.

Por otro lado, d@ = 0. Como V es contractil, existe & € Q! (V) tal que da = @. Podemos
asumir ademas que o/(0) = 0.

Definimos X; € X(V) mediante: 1(X;)w, = — o (pues @y es no degenerada en V). Entonces
X; define un campo vectorial dependiente del tiempo en V, donde podemos asumir que
—& <t < 1+ € para algtin € > 0. Achicando V si fuera necesario (y notando que X;(0) =0
para 0 <t < 1) podemos asumir que ¢;(g) estd definido para0 <r <1, g € V. Usando (12),
calculamos:

4 (o e) = o7 day
g\ =e (-i”x,aw dr)

=@ (d(1(X;)wr)+1(X;)doy + ®) usando la ecuacién de Cartan,

=¢'(—da+®) puesdw =0,

=0,
por lo que @; @; es constante es ¢. En particular, ¢ @; = @j@y. Como ¢; = Id, obtenemos

o0 =o.
Recordando que @' tiene coeficientes constantes, el difeomorfismo ¢; define una carta con
coordenadas (U, (z1,...,22,)) alrededor de O tal que
oly = Zbidei/\de, bij € R.
i<j

Sea B = (b;;)} ;_; la matriz de ®(p) en la base {a%],,}?:l para todo p € U. Por dlgebra

lineal simpléctica, existe una matriz P tal que P BP = Jy. La composicién P o ¢ determina
coordenadas (xi,...,X,,y1,...,yn) €n U para las cuales la forma ® se expresa como en
(13). O

El Teorema de Darboux 7.2 admite la siguiente generalizacién para 2-formas cerradas no
necesariamente no degeneradas, pero que tienen rango constante en toda la variedad.

Actas del XVI Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2021), 2023



24 ADRIAN ANDRADA

Teorema 7.3. Sea ® una 2-forma cerrada de rango constante 2n en una variedad M*"*,
k € N. Entonces el fibrado nulo

Ny ={(p,v) € TM | ®,(v,w) =0 para todo w € T,M}

es integrable y tiene rango constante k. Mds atin, todo p € M estd en un entorno coordenado
. d
(U, (X1y- -3 Xns V15«5 Yns 215+ -5 2k)) tal que Ny |y estd generado por los {Tz,- f-;l y

n

CO‘U = dei /\dy,'.
i=1
Demostracion. Como @ tiene rango constante k, es claro que Ny, es un subfibrado de TM
de rango k. Notemos que un campo vectorial X en M es una seccién de Ny, si y sélo si
1(X)o = 0. En particular, como dw = 0, por la férmula de Cartan obtenemos

Zxo=d1(X)o)+1(X)do =0.
Si X,Y son dos secciones de Ny, entonces
U[X, Y])o = Zx(1(Y)o) —1(Y)(ZLxw) =0,

por lo que [X,Y] es una seccién de N,. Luego N,, es integrable.

Por el Teorema de Frobenius, dado p € M existe una carta (U, (z1,...,z2,+«)) alrededor
de p tal que Ny, |y estd generado por los campos Z; = a%, parai=1,...,k. Como 1(Z;)®w =0
y Zz,0 =0 para 1 < i<k, tenemos que ®|y depende exclusivamente de las variables
Zkt1,- - -, 2on+k- En particular, @|y puede ser considerada como una 2-forma simpléctica en
un abierto de R?". El teorema se deduce del Teorema 7.2. n

Este teorema puede ser considerado como una generalizacién del Ejercicio 2.7 al contex-
to de variedades simplécticas.

7.1. Invariantes simplécticos. Por el Teorema de Darboux, en la geometria simpléctica
no existen invariantes locales, distintos de la dimensién. Esto muestra un marcado contraste
con la geometria riemanniana, donde la curvatura provee tales invariantes locales. Es por eso
que McDuff y Salamon en su libro [15] dicen que se deberia hablar de topologia simpléctica
en vez de geometria simpléctica.

Hay varias maneras de asociar invariantes globales a variedades simplécticas; muchos de
ellos estan asociados a los embeddings simplécticos. Por lo general, se estudian embeddings
simplécticos de la forma U — M, donde U es un abierto de R*" y (M, @) es una variedad
simpléctica de dimension 2n. La siguiente definicién fue introducida por Gromov en [11],
un trabajo esencial sobre embeddings simplécticos.

Definicién 7.4. Dada una variedad simpléctica (M, @) de dimensién 2n, se define el radio
simpléctico de M, r(M), de la siguiente manera:

r(M) = sup{r > 0 | existe un embedding simpléctico B*"(r) — M},
donde B*'(r) es la bola abierta unitaria centrada en 0 en R?".

El radio simpléctico es un invariante simpléctico, y puede ser considerado el equivalente
simpléctico del radio de inyectividad en geometria riemanniana.

Un teorema muy importante en geometria simpléctica es el siguiente, que también fue
probado por Gromov en [11].
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Teorema 7.5 (Gromov’s non-squeezing theorem). Para los niimeros positivos r, R, sean
B¥(r) = {(x,y) e R" xR" =R | [x[> +-|y|* < *}
la bola abierta unitaria centrada en 0 en R*", y
Z(R) ={(x,y) e R" x R" =R*" | x} +y? < R?}
un cilindro abierto. Si existe un embedding simpléctico ¢ : B¥'(r) — R?" tal que
©(B*(r)) CZ(R), entonces r<R.

(Cuadl es la importancia de este teorema? Es facil verificar que se puede “meter’” una bola
de cualquier radio dentro de un cilindro de cualquier radio de manera que se preserve el
volumen (basta “apretar” la bola en una direccién adecuada). Por lo tanto, el Teorema 7.5
nos dice que, por mas que las aplicaciones simplécticas preservan volumen, es mucho mas
restrictivo ser una aplicacién simpléctica que una aplicacién que preserva volumen.

8. CAMPOS HAMILTONIANOS

Sea (M, ®) una variedad simpléctica. Como @ es no degenerada, existe un isomorfismo
entre los fibrados tangentes y cotangentes de M:

© :TM—T'M, veT,M—1(v)w, € TiM,
donde (1(v)w,)(w) = w,(v,w). Este isomorfismo da origen a una correspondencia biyectiva

o X(M) = Q'(M), X~ 1(X)o. (14)

Una clase distinguida de campos vectoriales en (M, ) es la siguiente:

Definicion 8.1. Un campo vectorial X en la variedad simpléctica (M, @) se dice simpléctico
si % X0 = 0.

Podemos dar una interpretacién mds precisa de los campos simplécticos mediante el
siguiente lema:

Lema 8.2. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) X es simpléctico, i.e., Lx® = 0;
(ii) 1(X)w es cerrada;
(iii) el flujo { @} de X consiste de aplicaciones simplécticas.

Demostracion. (i) < (ii): es consecuencia de la férmula de Cartan para la derivada de Lie:
Zxo=1X)do+d(1(X)w) =d(1(X)),
pues dw = 0.

(iii) = (i): es consecuencia de la definicién de la derivada de Lie:

dl . d
(ng)p:a (‘Pzw)p:a 0, =0

0

para todo p € M.
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(i) = (iii): queremos probar que ¢;"® = ® para todo ¢. Paraun p € M fijo consideremos la
curva diferenciable ¢(r) = (¢ @), en /\ZT;M ; veremos que ¢ = 0. De %y @ = 0 obtenemos
que ¢/(0) = 0. Paraun s # 0:

4 0(<p,*w)p>

Luego, ¢(t) es constante, y asi c(t) = ¢(0) = @, para todo ¢ y para todo p € M, es decir,
¢ w = . Asi hemos probado que ¢, es una aplicacion simpléctica. O

Es claro que el conjunto de campos simplécticos en (M, ®) es un subespacio vectorial
de X(M). En el siguiente resultado mostraremos que, mds atin, es una subélgebra de Lie de
X(M).

Proposicion 8.3. Si X,Y son campos simplécticos en (M, ®) entonces [X,Y| también lo es,
y 1([X,Y])o = dH, donde H es la funcion diferenciable en M dada por H = —o(X,Y).

Demostracion. Sean X e Y campos vectoriales simplécticos, entonces:
(X Yo = [Zx,1(Y)]w

= Zx(1(Y)0) —1(Y)(Z o)
=% (1(Y)w) puesX es simpléctico
¥

=d(t(X)

=do(Y,X) puesY essimpléctico.

)o)+1(X)d(1(Y)w) por la ecuacion de Cartan

Esto prueba que 1([X,Y])w = dH con H = —w(X,Y), por lo que 1([X,Y])® es exacta, y se
deduce del Lema 8.2 que [X,Y] es simpléctico. O

Notemos que, en realidad, en la proposicion anterior se probé un hecho més fuerte: la
1-forma 1([X,Y])® es exacta. Los campos simplécticos para los que vale esta propiedad
reciben un nombre especial:

Definicién 8.4. Un campo vectorial X en la variedad simpléctica (M, ®) se dice hamilto-
niano si 1(X) es exacta, es decir, existe H € € (M) tal que 1(X)w = dH.
Reciprocamente, dada una funciéon H € (M), existe un tnico campo Xy € X(M) que
satisface
1(Xy)ow =dH, (15)

debido a (14). El campo Xy se denomina el campo hamiltoniano asociado a H.
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Sean:

Xham(M, ®) = {campos vectoriales hamiltonianos en M},
Xgym(M,®) = {campos vectoriales simplécticos en M }.

Entonces

Xpam(M, ©) C Xgyn(M, 0) € X(M),
y cada inclusién es un homomorfismo de dlgebras de Lie, pues de la Proposicién 8.3 obte-
nemos que si X,Y € X, (M, ®) entonces [X,Y] € Xpm(M, ®).

Notar que, localmente, todo campo simpléctico es hamiltoniano, pues todo punto de una
variedad posee un abierto contractil. Mds atin, si H [}R (M) = 0 entonces globalmente todo
campo simpléctico es hamiltoniano.

Ejemplo 8.5. En el toro 7> = S! x S' con forma simpléctica @ = d6; Ad6, (donde 6, y 6,

son las coordenadas usuales en cada copia de S'), los campos vectoriales T y TN son
1 2
simplécticos pero no hamiltonianos.

Sea H € (M) y sea Xy el campo hamiltoniano asociado. Entonces, usando la férmula
de Cartan, se tiene que:

Zx,H=1(Xp)dH = 1(Xp)1(Xg) o0 = 0(Xuy,Xuy) =0,
mientras que, por la definicién de la derivada de Lie, llegamos a:
ZxyH =Xp(H) = (dH) X4,
de donde deducimos que
(dH)Xy = 0.
Esta ecuacién nos dice que las curvas integrales de Xy estdn contenidas en los conjuntos de

nivel de H: si y(¢) es una curva integral de Xy entonces H(¥(t)) = ¢ para todo ¢. En efecto,

de ¥ (t) = Xy (y(r)) deducimos que
S H(0)) = (@H) )7 (1) = (0H) 0 Xer(10)) = 0.

Esta relacion se interpreta como el teorema de conservacion de la energia en mecdnica
clasica.

Expresion en coordenadas: Consideremos un entorno coordenado dado por el Teorema
de Darboux, es decir, (U, (x1,...,%n,Y1,-..,yx)) tal que |y =Y, dx; A dy;.

Sea H : M — R una funcién diferenciable y sea Xy el campo hamiltoniano asociado.
Entonces podemos escribir:

d d JH JH
Xulv = i— +bi— dH|y = —dx;+=—dy; |,
H‘U ; <azaxi + taxi> > |U ; (axi Xi+ 8)’1’ YI>
para ciertas a;,b; € €~ (U). A continuacién daremos expresiones para a;,b; en términos
de H. De (15) se deduce que

o (55) = (55) o (o 35) =55

9H
8xi '

y por lo tanto

bi =
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Andlogamente, evaluando (15) en a% llegamos a a; = g—g, por lo que

dH d JH Jd
XH\UZZ( >

— (16)
i 8y,- 8x,~ 8xl~ 8xl~

(Cémo podemos determinar las curvas integrales de un campo hamiltoniano? Si segui-
mos trabajando en el sistema coordenado provisto por el Teorema de Darboux, a una curva
integral y: (—€,€) — U la podremos escribir como y(t) = (x(¢),...,x,(t),y1(t),...,yn(1)).
Esta curva satisface ¥ (t) = Xy (y(¢)) y de (16) se obtiene el sistema de ecuaciones diferen-

ciales

. OH . OH

xi:a.7 yi:_a.7
Yi Xi

que se conoce como las ecuaciones de Hamilton.

i=1,...n, (17)

Observacion 8.6. Consideremos en R?" la forma simpléctica candnica @y = Y ;dx; A dy;.
Si H € €= (R?") entonces el gradiente de H es el campo VH determinado por la ecuacién
g0o(VH,X) = (dH)X para todo campo X en R?". Entonces, en coordenadas, VH estd dado
por:

dH 0 JH 0 >
VH = —t—=.
zi: (axi dx;  dy; dy;
Si J denota la estructura compleja canénica en R??, es decir, J (%) = aiy, J (aiy_) = —%,
entonces tenemos la siguiente relacion entre Xy y VH:
Xy =—J(VH).

9. EL CORCHETE DE POISSON

En esta seccién veremos que si (M, ®) es una variedad simpléctica, entonces € (M)
admite una estructura de dlgebra de Lie (con cierta propiedad extra).

Definicion 9.1. Sea (M, ®) una variedad simpléctica. Se define el corchete de Poisson de
dos funciones f,g € € (M) por:

{fag} = (D(Xf,Xg),
donde X, X, son los campos hamiltonianos asociados a f y g, respectivamente.

Un resultado bésico que necesitaremos mds adelante es el siguiente:

Lema 9.2. Para f,g € €= (M), vale que:

(i) Xirg) = —[Xr. Xc],
(i) {f.g} = —Xr(8) = X, (/)

Demostracion. De la Proposicion 8.3 deducimos que

U[Xp, X))o = —d(o(Xf, X)) = —{f,8}-
Como @ es no degenerada, llegamos a [Xy, X, | = — Xy, por lo que vale (i).
Para probar (ii), usamos la definicion de campo hamiltoniano (15):

{118} = o(Xp, Xe) = (1(Xp) @) (X,) = (df)X, = X, (f),

y de manera similar se verifica la otra igualdad. 0
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Proposicion 9.3. El corchete {-,-} : €= (M) x €~ (M) — €~ (M) satisface:

(i) Antisimetria: {f,g} = —{g,f},
(ii) Identidad de Jacobi: {f,{g,h}}+{g.{h.f}} +{h,{f,g}} =0,
(iii) Regla de Leibniz: {f,gh} = {f,gth+g{f, h}.

Demostracion. (i) La antisimetria es clara, por la antisimetria de ®.
(ii) Para verificar la identidad de Jacobi, aplicamos el Lema 9.2 y la definicién del cor-
chete de Lie:

{f:{8.h}} = Xeny (f)
= _[X87Xh](f)
==X (Xnf) +Xn (ng )
=X ({h, f}) +Xn(f8)
=—{& A —{n{f8}}

(iii) La regla de Leibniz es consecuencia de X (uv) = X (u)v+uX (v) paratodo X € X(M)
y u,v € €=(M). En efecto,

{f.gh} = —Xy(gh) = —X(g)h— gXyp(h) = {f,gth+g{f,h}.

Como consecuencia inmediata del Lema 9.2 y de la Proposicién 9.3 obtenemos:

Corolario 9.4. (4(M),{-,-}) es un dlgebra de Lie que ademds satisface la regla de Leib-
niz. Mds aiin, la aplicacion

(@=M),{--}) — X(M)
H — —Xy

es un homomorfismo de dlgebras de Lie.

Podemos obtener un resultado més fuerte cuando nos restringimos a la subalgebra de Lie
de los campos hamiltonianos. Definimos primero las siguientes aplicaciones:

it R — €M) ji M) — Xpam(M)
Cc — fc ’ H — —Xy

donde f,.(x) = ¢ para todo x € M.

Proposicion 9.5. Si (M, ) es una variedad simpléctica con M conexa, la sucesion

05 RS E=(M) D Xpam(M) — 0 (18)

es una sucesion exacta de dlgebras de Lie. Es decir, i es inyectiva, Imi = Kerj y j es
suryectiva.

Demostracion. Es claro que i es inyectiva y que j es suryectiva. Por otro lado, es inmediato
que Imi C Ker j, pues el campo hamiltoniano asociado a una funcién constante es el campo
nulo. Sé6lo debemos verificar que Ker j C Imi.

Si j(f) = 0 entonces Xy = 0, y por definicion de campo hamiltoniano tenemos

0=1(Xp)o=df.
Como M es conexa llegamos a que f es una funcién constante. U

Observacion 9.6. Un teorema de Dumortier y Takens ([9]) afirma que, bajo las mismas
hipétesis de la Proposicion 9.5, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. M es compacta,

2. la sucesién exacta corta (18) se parte, es decir, existe un homomorfismo de dlgebras
de Lie K : Xpgu(M) — € (M) tal que jox =1d,

3. {6 (M), 6 (M)} # €(M).

Expresion en coordenadas: sea (U, (x1,...,Xn,Y1,-..,Yy)) un entorno coordenado en M
tal que w|y =Y, dx; Ady;. Si f,g € €~ (M), entonces:
df dg df dg
= — == 19
st =) ( 55y dy o (19)

En efecto, como

(g (%0 0
df|U—;(aXidxl+ayidyz> y Xg_;(gngxj 8)6]'8);]. )

reemplazando estas expresiones en {f,g} = X,(f) = (df)X, obtenemos (19).

9.1. Variedades de Poisson. Una generalizacion natural de las variedades simplécticas
es la siguiente:

Definicién 9.7. Una variedad de Poisson es una variedad diferenciable M tal que ¢ (M)
estd equipada con un corchete de Lie {-,-} que satisface la regla de Leibniz. Es decir, {-,-}
satisface todas las condiciones de la Proposicion 9.3.

Claramente, toda variedad simpléctica es una variedad de Poisson, pero veremos a con-
tinuacién que hay muchas variedades de Poisson que no son simplécticas.

Ejemplo 9.8. Sean (M, ®) una variedad simpléctica y N una variedad arbitraria; sea P =
M x N la variedad producto. Definimos un corchete {-,-} en €~ (P) de la siguiente manera:

para f,g € €~ (P),

{f?g}(max>:{fX7gX}(m)7 mEMrXENa
donde fy,g, : M — R estan definidas por fi(m) = f(m,x), g:(m) = g(m,x), y {-,-} en el
miembro de la derecha es el corchete de Poisson en M inducido por w. Es sencillo verificar

que el corchete asi definido es efectivamente un corchete de Poisson en P. Notar que N es
arbitraria, por lo que la dimensién de P puede ser par o impar.

Proposicion 9.9. Para cada f € € (M), la aplicacion Xy : €= (M) — € (M), X;(g) =
{f,g}, es un campo vectorial en M.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la regla de Leibniz. U

Definicién 9.10. El campo Xy asociado a la funcién f € (M) definido en la Proposi-
cién 9.9 se denomina el campo hamiltoniano asociado a f.!

Expresion en coordenadas: Sea (U, (x1,...,x,)) un entorno coordenado arbitrario en M
y f,8 € €=(M). Entonces
df dg _ df g
=Y () (55 — =2 ). 20
{fag}’U i<j{xlaxj} (axi axj axj axi ( )

INotar el cambio de signo con respecto al Lema 9.2. Con esta convencidn, la aplicacion f — Xy es un
homomorfismo de dlgebras de Lie entre € (M) y X(M).
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En efecto, {f,g} = X((g), y X¢lu = Zij(xj)é%g Ademds,

| d d
Xp() = (.35} = o} = X () = ~ L% () 9L = ¥ (s} 02
Luego, {f,g}lv = Zi’j{xi,xj}%g—i, que es equivalente a (20).

Definicion 9.11. Si M es una variedad de Poisson, una funcién g € (M) se dice una
integral primera de un campo X € X(M) si g es constante respecto de X, es decir, Xg = 0.

En particular, se deduce de {f, f} =0 que f es un integral primera de X.

Proposicion 9.12. Si M es una variedad de Poisson 'y gy h son integrales primeras de Xy
entonces {g,h} también lo es.

Demostracion. Sabemos que 0 = X¢(g) = {f,g} y 0 = X;(h) = {f,h}. De la identidad
de Jacobi para el corchete de Poisson, deducimos que {f,{g,h}} = 0, lo que prueba la
proposicion. O

Una familia importante de ejemplos de variedades de Poisson estd dada por los duales de
dlgebras de Lie, como veremos a continuacion.

Ejemplo 9.13. Sea (g,[-,]) un dlgebra de Lie real de dimensién finita. Recordemos que
existe un isomorfismo natural (g*)* = g definido de la siguiente manera: a cada funcional
lineal f: g* — R se le asocia un tnico elemento f € g que satisface f(A) = A(f) para
A € g* arbitraria.

Si f'y g son dos funcionales lineales en g* entonces se define:

{f,g}(a)=a([f,3]), acg" (21)

Si {e1,...,e,} es una base de g, con [e;,e;] =Y cf.‘jek, entonces {x;,x;} =Y, cfjxk, donde
Xy : g° — R es la tinica funcional lineal en g* que satisface ¥, = ¢,, r = 1,...,n. Eligiendo
(x1,...,x,) como un sistema de coordenadas (global) en g* podemos establecer ahora un
corchete de Poisson en g* usando (20), es decir, si F,G € €~ (g*) entonces

{F,G} =} {xi,x;} (aFaG - aFaG) :

i<j ax,- axj an axi

Es f4cil verificar que este corchete asi definido satisface la identidad de Jacobi y la regla de
Leibniz, por lo que g* admite una estructura de Poisson.

Este corchete también se puede definir de una manera intrinseca: si F,G : g* — R son
funciones diferenciables y A € g* entonces (dF);,(dG); : Tpg* — R son lineales. Identifi-
cando de la manera usual 7j g* = g*, podemos considerar a (dF ), , (dG); como funcionales
lineales en g*. Entonces

~

{F,G}(2) = A([(dF),, (dG),)).

Podemos observar que en las dos familias de ejemplos vistas anteriormente, cada va-
riedad de Poisson que aparece puede escribirse como una unién disjunta de subvariedades
simplécticas. En efecto, a la variedad P = M x N del Ejemplo 9.8 la podemos escribir co-
mo P = J,eyM x {x}, y cada M x {x} es claramente simpléctica. Por otro lado, sabemos
que a los duales de dlgebras de Lie vistos en el Ejemplo 9.13 los podemos descomponer
como la unién de las 6rbitas coadjuntas, y cada una de estas orbitas admite una estructura
simpléctica. Esto no es casualidad, como esbozaremos a continuacion.
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Sea (M,{-,-}) una variedad de Poisson, y para cada f € (M) consideramos el campo
Xy definido en la Proposicion 9.9. Se define el espacio caracteristico de {-,-} en x € M por:

Dy = {X;(x) | f € €M)} C T M.

La dimensién de &, se denomina el rango de {-,-} en x, y max,cy dim Z; se llama el rango
de {-,-}. Cuando el rango de {-,-} coincide con dimM se dice que {-,-} es no degenerado
enx. Sielrango de {-, -} es constante para todo x, se dice que {-, -} es un corchete de Poisson
regular.

Se puede comprobar que:

= el rango de {-,-} en x es par para todo x € M,
= {-,-} es no degenerado en toda M si y sélo si {-,-} estd inducido por una forma
simpléctica en M.

Es facil verificar que %, admite una forma bilineal antisimétrica no degenerada, llamada
la forma simpléctica inducida. En efecto, si X,Y € &, entonces X = Xy, Y = X, para ciertas
funciones f, g diferenciables en M. Se define entonces

(X, Y) = {f,8}(x). 22)
Se verifica que @, estd bien definida y que si {-,-} proviene de una estructura simpléctica
en M, se recupera asi la forma simpléctica original.

La asignacion & : x — %, C T,M es una distribucién singular en M, pues dim &, puede
cambiar al variar x € M. Esta distribucion & es preservada por los campos hamiltonianos,
es decir, si X es un campo hamiltoniano en M con flujo {¢; } entonces ¢; manda %, a Z, ).
Un teorema de Stefan-Sussmann (ver [8, Theorem 1.5.1]) nos permite asegurar que Z es
integrable, es decir, por cada punto de M pasa una variedad integral maximal conexa S de
dimension maxima de Z (i.e., S es una subvariedad conexa de M tal que 7,.S = &, para todo
y € S,y es maximal). Estas variedades integrales serdn llamadas hojas. Teniendo en cuenta
ciertos detalles técnicos, se puede probar que las formas simplécticas (22) de cada espacio
caracterfstico se “pegan” bien en una forma simpléctica en cada hoja. Se obtiene asi:
Teorema 9.14. Dada una variedad de Poisson (M,{-,-}), cada hoja de la distribucion
singular 9 es una variedad simpléctica, donde la inclusion es un morfismo de Poisson’.
El corchete de Poisson estd completamente determinado por las formas simplécticas en las
hojas de 9.

El teorema previo fue probado por A. Weinstein en su trabajo fundacional [22]; otra
demostracién puede encontrarse en [8, Theorem 1.5.6]. Como aplicacion, consideraremos
los duales de dlgebras de Lie equipados con la estructura de Poisson dada en Ejemplo 9.13.
Daremos a continuacién un esbozo de la demostracién de que las hojas simplécticas corres-
pondientes son exactamente las érbitas de la accién coadjunta.

Teorema 9.15. Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie. Entonces las hojas simplécticas
en g* asociadas a la estructura de Poisson dada en el Ejemplo 9.13 coinciden con las
orbitas de la representacion coadjunta de G en g*.

Demostracion. Debido a la regla de Leibniz, los espacios caracteristicos estdn generados
por los campos hamiltonianos asociados a funcionales lineales g* — R. Si f, g son funcio-
nales lineales en g* y A € g* entonces, segin (21),

Xp(h)(A) = A({f.h}) = A([f,h]) = —ad}(2) (k).

2Dadas dos variedades de Poisson (M;,{-,-}i), i = 1,2, se dice que una funcién diferenciable ¢ : M; — M,
es un morfismo de Poisson si {fo¢,go¢}1 = {f,g}20¢ para f,g € €7 (M)
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Esto dice que los espacios tangentes a las hojas simplécticas coinciden con los espacios
tangentes a las drbitas coadjuntas. Resulta entonces que las 6rbitas coadjuntas son sub-
conjuntos abiertos y cerrados de las hojas simplécticas, y como estas hojas son conexas,
coinciden. O

Observacion 9.16. Es posible verificar que las hojas simplécticas de una variedad de Pois-
son se pueden describir de la manera siguiente: x,y € M se encuentran en una misma hoja
simpléctica si y sélo si ellos pueden ser conectados por una curva diferenciable a trozos
formada por curvas integrales de campos hamiltonianos.

Ejemplo 9.17. Exhibiremos un corchete de Poisson distinto del usual en R® y determina-
remos las hojas simplécticas asociadas. Este ejemplo aparecié en [3]. Usaremos la notacién

dj = aix,' yfi= %{/ para f € €=(R®), con (x1,...,xs) las coordenadas usuales de RS.
Para f,g € €~ (R®), definimos

{f,8} =x1(f385 — f583) +x2(f386 — fog6) — x2(fags — f584)

1
+x1(fa86 — fog4) — E(X% +3)(fs86 — fogs)-

Queda como ejercicio verificar que {-,-} asi definido es efectivamente un corchete de Pois-
son en R®. El campo hamiltoniano asociado a f € € (R®) estd dado por

Xr= (—xlfs —Xzfﬁ) 3+ (fo5 —x1f6) o4
+ <x1f3 — X2 fa+ é(x% +x§)f6> ds+ <x2f3 +x1fa— é(x% +x§)f5> %.

En primer lugar, determinamos los espacios caracteristicos asociados a este corchete de
Poisson, es decir, Z, = {X(x) | f € €= (R%)}. Es claro que %, = {0} siy s6losix; =x, =0.
Denotemos por pj, j=1,...,6, las proyecciones pj(xi,...,xs) = x;. Entonces X,,, =X, =
0 y ademas

Xp, = X105 +x206,

Xp, = —x205 +x10%,

1
Xp5 = —x103 +x204 — 6 (x% —}—x%) 86,

1
Xpy = —Xxp03 — X104+ 5 (x% +X%) 0s.

. 2 2 2
Notemos que si xj + x5 # 0 entonces {X,,| , Xp,| , Xps|,, Xps| .} es una base de Z,. Mas
atin, de las expresiones obtenidas recién para X, (x), se deduce que { 03|, , d4l,, 95|, , 9|, }
es otra base de Z,. De todas estas observaciones obtenemos la siguiente descripcion de las
hojas simplécticas:

e las hojas simplécticas de dimensién 0 son los puntos {(0,0,c3,ca,c5,¢6) };
e no hay hojas simplécticas de dimensién 2;

e las hojas simplécticas de dimension 4 son los subespacios afines

Ferer ={(c1,62,%3,%4,%5,%6) | X3, ..., %6 € R},
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donde ¢y, c; son constantes con ¢ + ¢3 # 0. La forma simpléctica @, ., en %, ., inducida
por {-,-} estd dada por

1
Oy 0, = _de3 Adxy — (c%—i—c%)*l(cl dxs Adxs+cpdx3 Adxg — ca dxa Adxs 4 ¢ dxg Adxg),

donde (x3,...,xs) son coordenadas globales en .., .,.

10. GRUPOS DE LIE CON ESTRUCTURA SIMPLECTICA INVARIANTE A IZQUIERDA

Una gran fuente de ejemplos de variedades simplécticas esta dada por los grupos de Lie
equipados con formas simplécticas invariantes a izquierda.

Recordemos que una k-forma diferenciable 17 en un grupo de Lie G se dice invariante a
izquierda si Lyn = 1 paratodo g € G, donde L, : G — G es el difeomorfismo de G definido
por L,(x) = g -x para todo x € G. Es decir, 1] es invariante a izquierda si y sélo si

ngx((dLg)xvl sy (dLg)ka) = T]x(V] e ,Vk),
paratodo g € G,x € Gy vy,...,v € T,G. En particular, cuando x = e, la identidad de G,
obtenemos

ng((dLg)evl gy (dLg)evk) = ne(vl o ,vk),
paratodo g€ Gy vy,...,v € T,G = g, donde g es el dlgebra de Lie de G. Esto nos dice que
1 queda determinada por su valor 7, en e. Reciprocamente, toda k-forma u en el espacio
vectorial g define univocamente una k-forma invariante a izquierda fi en G, mediante

ﬂg(vl g ,vk) = ‘U,((dLg—l )gv1 yeeny (dLg—l )gvk),
para vi,...,v; € T,G arbitrarios. En definitiva, hay una correspondencia biunivoca entre

. . . S k
anv(G), el espacio de k-formas invariantes a izquierda en G, y A" g*.

Notar también que la derivada exterior d en G satisface d (Q%,,(G)) C Q5H1(G), pues d
conmuta con los “pull-backs”: si 1] es una k-forma invariante a izquierda entonces L; (dn)=

d(Lzn) = dn paratodo g € G.

Pasamos ahora a la definicién que nos interesa: una estructura simpléctica invariante a
izquierda en un grupo de Lie G es una 2-forma invariante a izquierda, no degenerada y
cerrada, es decir, dw = 0.

Como ya mencionamos antes, para verificar que la 3-forma invariante a izquierda d® se
anula, basta verificar que se anula en e, es decir, dw(x,y,z) = 0 para x,y,z € g. Recordemos
que, en general, la derivada exterior de una 2-forma estd dada por

doX,Y,Z)=XoY,Z)+Yw(Z,X)+Zo(X,Y)
Si w es invariante a izquierda y los campos X, Y, Z son invariantes a izquierda, entonces los
tres primeros sumandos en la ecuacién de arriba se anulan, pues las funciones @(Y,Z) son
constantes. Luego, para x,y,z € g obtenemos:
d(l)(X,y,Z) = —a)([x,y},z) - a)([y,z],x) - (O([z,x],y). (23)

De la misma manera se ve que si A es una 1-forma invariante a izquierda en G, entonces se
tiene

dl(xay) = _k([x7y])7 X,y €g. (24)

En resumen, una forma simpléctica invariante a izquierda en un grupo de Lie G con
dlgebra de Lie g es equivalente a tener una 2-forma @ € /\zg* que es no degenerada y
satisface (23).
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Ejemplo 10.1. Sea g el dlgebra de Lie de dimension 4 con base {ej,...,es} y corchete no
nulo dado por [e},e;] = e3. Entonces, si {e',...,e*} denota la base dual de g*, la 2-forma
® = e' N+ e A e* es una forma simpléctica en g. En efecto, utilizando (24) se llega a

de' =de? =de* = 0, de® = —e' NP
Luego, dw =de' Aed —e! Ade? +de? Aet —e? Ade* =e! A(e! Ne?) =0, es decir, @ es
cerrada. Ademds, ®> = —e' Ae? Ae? Ae* # 0, por lo que ® es no degenerada.
El grupo de Lie simplemente conexo G con algebra de Lie g es el siguiente grupo de
matrices:
1 x
1

Z
_ y
G= 1 |x,y,z,t € R

S O O

N
N

Este grupo es difeomorfo a R*, identificando a cada matriz en G con (x,y,z,t) € R* Las 1-
formas invariantes a izquierda e', e?, e, e* en G se corresponden con las siguientes 1-formas
en R*:

el =dx, &= dy, e = dz —xdy, et = dr.
Luego, la forma simpléctica @ definida recién a nivel del dlgebra de Lie tiene la siguiente

expresion en coordenadas en R*:
® = dxA(dz—xdy) +dyAdt.

Sea I el subconjunto de G obtenido al tomar x,y,z,t € Z; es facil comprobar que I" es un
subgrupo discreto de G, por lo que M :=I'\G admite una estructura de variedad diferen-
ciable tal que la proyeccién canénica  : G — Mr es un difeomorfismo local. M4s atin, se
verifica que Mr es compacta, con grupo fundamental isomorfo a I'. Las formas e',...,e*,
al ser invariantes a izquierda, pasan al cociente, y lo mismo ocurre con . Es decir, existe
una 2-forma @ en Mr tal que @ = w*@®. Es claro que @ es no degenerada y cerrada, por lo
que @ es una forma simpléctica en Mr. La variedad Mr es conocida como la variedad de

Kodaira—Thurston.

Observacion 10.2. Este comentario va al lector familiarizado con variedades Kahler. La
variedad de Kodaira—Thurston fue el primer ejemplo de una variedad compacta que admite
formas simplécticas pero que no admite ninguna métrica de Kahler. En efecto, se puede
calcular el primer nimero de Betti de Mr: by (Mr) = 3. Como en toda variedad Kihler
compacta los nimeros de Betti “impares” by; 1| son pares, resulta que Mt no admite ningu-
na estructura Kéhler. En [14], McDuff construyé el primer ejemplo de variedad compacta
simpléctica no-Kéhler que es simplemente conexa. Este ejemplo se obtuvo a partir de Mr.,
utilizando un “blow-up” particular. Ejemplos de tales variedades en toda dimensién fueron
construidos por Gompf en [10].

Una pregunta natural que surge en este contexto es si hay restricciones para la existencia
de formas simplécticas invariantes a izquierda en grupos de Lie. Los grupos de Lie nilpoten-
tes y solubles que poseen formas simplécticas invariantes a izquierda son numerosos, pero
veremos a continuacién que, en cambio, ningin grupo semisimple posee tales estructuras.
Necesitamos unos preliminares algebraicos primero.

Definicién 10.3. Sea (A,-) un dlgebra, no necesariamente asociativa. Esta dlgebra se dice
simétrica a izquierda (o LSA, por sus siglas en inglés) si:

(x-y)-z—x-(y-z)=(x)z—y (x2z), (25)
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para x,y,z € A arbitrarios.

Definiendo [x,y] :=x-y—y-x, x,y € A, es fécil verificar que se cumple la identidad de
Jacobi para este corchete y asi g4 = (A, [-,+]) es un dlgebra de Lie. Mds atin, si definimos
¢(x) € End(A) por £(x)y = x-y, se deduce de (25) que ¢ : g4 — End(A), x — £(x), es una
representacion de gq, es decir, £([x,y]) = [¢(x),£(y)] para todos los x,y € ga.

Si, por otro lado, tenemos un algebra de Lie g que admite una estructura LSA tal que la
operacion (x,y) — x-y—y-x coincide con el corchete [x,y], se dice que la estructura LSA
es compatible con su corchete.

Ejemplo 10.4. Toda dlgebra asociativa es una LSA. En efecto, ambos miembros en (25) se
anulan.

Observacion 10.5. Las dlgebras simétricas a izquierda tienen la siguiente interpretacion
geométrica. Si G4 es un grupo de Lie que tiene a g4 como su dlgebra de Lie, definimos
VxY =X -Y para X,Y campos invariantes a izquierda en G4. Esta operacién se extiende
de manera tnica a una conexion lineal en G4, que resulta ser sin torsién y plana, como
consecuencia de (25).

(Cudl es la relacion entre grupos de Lie con formas simplécticas invariantes a izquierda
y algebras simétricas a izquierda? En el siguiente resultado encontraremos la respuesta.

Teorema 10.6 ([6, Theorem 6]). Si g es un dlgebra de Lie con una forma simpléctica
entonces g admite una estructura LSA compatible con su corchete.

Demostracion. Sea @ una forma simpléctica en g. Dados x,y € g, consideremos la funcional

lineal
g — R

v = o(xv],y).

Como @ es no degenerada, existe un unico z € g tal que ©(z,v) = @([v,x],y). Definimos
entonces x -y = z. Para ver una manera equivalente de definir este producto, calculamos

Z(1(y)0):

L)) = (@()) — (16) @) ([x,]) = 0 ([x,1],3) = 0x-y,v) = 1(x-y)@(v),
donde se usé que x(w(y,v)) = 0 pues @(y,v) € R al ser todos los objetos invariantes a
izquierda. Es decir,

Lx-y)o=2Z((y)o).
Entonces, usando una de las ecuaciones del Apéndice:
o =[Z1(y)]o=Z00y)o) -1()(Zo). (26)
Notemos ahora que, por la férmula de Cartan y dw = 0, se tiene:
1) (Zo) =1()(d(1(N) ) = 4 1(x)0) —d(1(y)ix)e) = 4 (x)o),
donde en la dltima igualdad se us6 que @(x,y) € R. Reemplazando en (26) obtenemos:
U)o =Z((y)o)-Z1(x)o)
=1x-y)o—1(y-x)®
=1(x-y—y-x)o.

Como o es no degenerada, obtenemos [x,y| = x-y—y-x, por lo que el producto es compa-
tible con el corchete de g.

Actas del XVI Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2021), 2023



BREVE INTRODUCCION A LA GEOMETRIA SIMPLECTICA 37

Para verificar ahora que este producto define una estructura LSA en g, usaremos la iden-
tidad .7, ;) = [y, %] que vale en general para campos en variedades. Entonces:

U] 2o = Ly (1(z) @)
=% L))
= Z(4(7)0)) - L (L () )
=21y 7o) = L (1x-2) )
=x-(y-g)o—1ly-(x-2)
=1x-(v-2)—y-(x-2))o.
Como  es no degenerada, resulta [x,y] =x-(y-z) —y- (x-z), y como el producto es com-

patible con el corchete, esta identidad es equivalente a (25), por lo que este producto es una
estructura LSA en g. O

Para probar el siguiente teorema usaremos resultados un poco mds avanzados que los
utilizados hasta el momento sobre dlgebras de Lie, en particular, sobre la cohomologia de
dlgebras de Lie.

Teorema 10.7 ([6, Theorem 7]). Un dlgebra de Lie semisimple no admite estructuras LSA.

Demostracion. Sea g un dlgebra de Lie semisimple y supongamos que admite una estruc-
tura LSA, con representacion asociada
¢:g—End(g), {(x)y=x-y.

Notar que de la identidad ¢([x,y]) = [¢(x),£(y)] se deduce que tr¢([x,y]) = O para todo
x,y € g. Como g es semisimple, sabemos que [g, g] = g, por lo que

tr/(x) =0 paratodox € g. (27)
Considerando ahora la representacién adjunta de g, es decir, ad : g — End(g), ad,(y) = [x, ],
llegamos de la misma manera a

trad, =0 paratodo x € g. (28)

Recordamos ahora unos conceptos minimos sobre cohomologia de dlgebras de Lie:

= Un endomorfismo lineal f : g — g se dice un /-cociclo con respecto a la representa-

cion £si f([x,y]) = £(x) f(v) — £(y) f(x) para todo x,y € g.
= Un endomorfismo lineal f : g — g se dice un /-coborde con respecto a la represen-

tacion ¢ si existe e € g tal que f(x) = ¢(x)e para todo x € g.

= Es claro que todo 1-coborde es un 1-cociclo.

= Cuando g es semisimple, uno de los famosos Lemas de Whitehead asegura que todo
1-cociclo es un 1-coborde.

Sea I el operador identidad en g. Es claro que I : g — g es un 1-cociclo de g con respecto
a £. Por la observacion anterior, I es un 1-coborde de g, es decir, existe e € g tal que I(x) =
{(x)e para todo x € g, es decir, x- e = x para todo x € g.

Abhora calculamos:

ade(x) =[e,x] =e-x—x-e=e-x—x={(e)x—1(x),
es decir, ad, = {(e) — L. De alli se deduce
dimg=trl=trl(e) —trad, =0,

usando (27) y (28). Este absurdo muestra que no puede existir una estructura LSAeng. [
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De los Teoremas 10.6 y 10.7 se deduce inmediatamente:

Corolario 10.8 ([6, Theorem 8]). Ningiin grupo de Lie semisimple admite formas simpléc-
ticas invariantes a izquierda.

(Qué ocurre con los grupos compactos? Veremos como consecuencia de estos resultados
sobre dlgebras de Lie semisimples que los tnicos grupos compactos que admiten formas
simplécticas invariantes a izquierda son los toros.

Proposicion 10.9 ([6, Theorem 10]). Si g = s X tv (producto directo de dlgebras de Lie) con
s semisimple y ¢ soluble y g admite formas simplécticas, entonces s = {0}, es decir, g es
soluble.

Demostracion. Supongamos s # {0}. Si @ una forma simpléctica en g, probaremos primero
que @(s,t) = 0. En efecto, si x,y € s y u € ¢ entonces de dw(x,y,u) = 0 y usando (23)
llegamos a

o([x,y],u) = —o([y,u],x) — o([u,x],y) = 0.
Como [s,s] = s resulta @(s,t) = 0.
Sean {xi,...,x,} unabase de s y {x,,1,...,%2,} una base de v. Entonces la matriz de @
en la base {xi,...,x2,} es de la forma

(0] = ( (a)(x,-,xjg)lgim,-gp | 0 >

‘ (0(xi,x})) pri<ij<on

Notemos que ®|sx es cerrada. Como s no admite formas simplécticas, entonces
det(@(xi,x;))1<i.j<p =0
Luego, det[®] = 0, que es un absurdo. Llegamos asi a s = {0}. O

Corolario 10.10. Si un grupo de Lie compacto G admite formas simplécticas invariantes a
izquierda entonces G es un toro.

Demostracion. Sea g el dlgebra de Lie de G. Es sabido que g admite una descomposicién
como producto directo g = s X 3, donde s es semisimple y 3 es el centro de g, en particular
3 es abeliano (y por lo tanto soluble). Por la Proposicién 10.9 obtenemos que g = 3 es

abeliano, y es sabido que los tnicos grupos de Lie compactos y abelianos son los toros
R"/7Z". g

Otra consecuencia de la Proposicién 10.9 se refiere a grupos de Lie en dimension 4:

Corolario 10.11 ([6, Theorem 9]). Si un grupo de Lie G de dimension 4 admite formas
simplécticas invariantes a izquierda entonces G es soluble.

Demostracion. Si G no es soluble entonces su dlgebra de Lie g admite una descomposicién
de Levi g = s X t, con s subdlgebra semisimple de dimensién 3 y v ideal soluble de dimen-
sién 1. Mostraremos que [s,t] = 0, como consecuencia de dimt = 1. En efecto, sea xo un
elemento no nulo de t, y definamos ¢ : s — R por [u,x0] = c(u)xo, u € 5. Ahora, si u,v € s
entonces se deduce de [[u, v],xo] = —[[v,x0],u] — [[x0,u],v] que ¢([u,v]) = 0. Como [s,5] =5
resulta ¢ = 0 y entonces [s,t] = 0.

De la Proposicién 10.9 se obtiene que s = {0}, que contradice dims = 3. Luego g es
soluble. O
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Observaciones 10.12.

1. No todos los grupos de Lie solubles de dimensién 4 admiten formas simplécti-
cas invariantes a izquierda. La clasificacién de las dlgebras de Lie de dimension 4
que admiten formas simplécticas fue dada en [17]. Queda como ejercicio demostrar
que el dlgebra de Lie 04, que tiene una base {e,e2,e3,e4} con corchetes [e},e;] =
e3, [es,e1] = ey, [es,e2] = —e, no admite tales formas (se verifica que toda 2-forma
cerrada es degenerada).

2. Se sabe que en dimension 6 hay 34 clases de isomorfismo de dlgebras de Lie nilpo-
tentes. En [18] se prob6 que las dlgebras de exactamente 8 de esas clases no admiten
formas simplécticas.

Ejemplo 10.13. ([6]) Exhibimos a continuacién un dlgebra de Lie no soluble de dimen-
sién 6 que admite formas simplécticas. Sea

ap ap as
g= 0 as as | |aeR ) Cgl(3,R).
0 deg —da4
g es subdlgebra de Lie de gl(3,R) y contiene una subdlgebra de Lie isomorfa a s[(2,R)

(tomando a; = a; = a3 = 0), por lo que g no es soluble. .
Sea {e; | i=1,...,6} la base de g dada por: ¢; = (a; = 1,a; =0Vj #i). Si {e' |i=

1,...,6} denota la base dual de g* entonces es facil comprobar, usando (24), que
de! =0, de? = —el2_ 2 _ 36 g3 = _p13_ 25 34
de* = —¢°, de’ = —2645, de® =26,

)

Aqui estamos usando la notacién e/ = e Ae/.

La verificacion de que @ = e!? +¢?* 4¢3 — ¥

es una forma simpléctica en g es sencilla.

Hay restricciones para la existencia de formas simplécticas en dlgebras de Lie con centro
no trivial, como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 10.14. Si g es un dlgebra de Lie con centro 3 no trivial y g admite formas sim-
plécticas entonces dimj3 + dimlg, g] < dimg.

Demostracion. Sea 3 = {x € g | ®(x,z) = 0 para todo z € 3}. Como @ es no degenerada
vale que dim3 +dim 3+ = dim g. Luego, basta probar que dim[g, g] < dim3™. Para ver esto,
sean x,y € g arbitrarios y z € 3. De dw(x,y,z) = 0y usando (23) se obtiene

(D([X,y],Z) = —w([y,Z],X) - (9([17%]7)’) = 07
es decir, [g,g] C 3%, y por lo tanto dim[g, g] < dim3*. O

Corolario 10.15 ([7, Proposition 4.8]). Si g es un dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente (i.e.,
[g,0] C 3) y admite formas simplécticas entonces dimlg, g] < %dim g.

Ejemplo 10.16. Dado un espacio vectorial real V de dimensién finita n > 2, podemos cons-
truir un dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente de la siguiente manera. El espacio vectorial sub-
yacente es g =V @ /\2V, y el corchete de Lie estd dado por [u,v] = u Av para u,v € V.
Entonces 3 = [g,g] = A*V. El dlgebra g se denomina el dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente
libre en n generadores.

Si g admite una forma simpléctica entonces, por el corolario previo, tenemos que

(5)=30+())
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y de alli se deduce n < 3. La tnica posibilidad para tener dim g par es n = 3, con dimg = 6,
y es facil verificar que en este caso g admite efectivamente formas simplécticas. Luego, la
Unica dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre que admite formas simplécticas es la que tiene
3 generadores.

Por tdltimo, mencionamos el siguiente resultado, cuya demostracién es mds complicada
y no la incluimos en estas notas. Recordamos que un dlgebra de Lie g se dice unimodular si
trad, = 0 para todo x € g.

Teorema 10.17 ([6, Theorem 11]). Si un dlgebra de Lie unimodular g admite formas sim-
plécticas entonces g es soluble.

Este dltimo teorema nos proporciona otra demostracion de que los grupos de Lie semi-
simples no admiten formas simplécticas invariantes a izquierda.

11. APENDICE: LA DERIVADA DE LIE

Recopilamos aqui algunos preliminares sobre la derivada de Lie. M denota a una variedad
diferenciable arbitraria.

(i) Derivada de Lie de una funcién: para X € X(M) y f € € (M), se define Zxf €
¢ (M) por
K f=Xf.

(ii) Derivada de Lie de una forma diferencial: para X € X(M) y B € Q¥(M), se define
B € QF(M) por
d

fxﬁ:&

o' B,
t=0

donde {¢,} denota el flujo asociado a X.
(iii) Derivada de Lie de un campo vectorial: para X,Y € X(M), se define ZxY € X(M)
por
ZxY = 4 (@-1):Y,
dr t=0
donde {¢,} denota el flujo asociado a X. Se verifica que ZxY = [X,Y].

(iv) Producto interior: para X € X(M) y B € Q¥(M), se define 1(X)f € Q*~1(M) por
(l(X)B)(Xla"'an—l) :B(vala"'an—l)a

conX; € X(M).
(v) Férmulas varias: para X € X(M) y a € QF(M), valen:
k
1 da(Xo,...,.X0) = Y (—1)' %, (o(Xo,.... Xi,. .., X0))
i=0
+Y (D)X, X1, Xo, . Xiy- o Xy Xe).

i<j
2. Férmula de Cartan: Zyo =d(1(X)o) +1(X)da.
3. ZxaesR-bilinealenX yen o, y Zx(aAB) = Lxo AP+ oA ZxP.
4. 1([X,Y]))o = [, 1(Y)]a.
5. Lxyo = [Zx, Zy]o.
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