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L. Forzani y R. Macias

Introduccién

Estas notas fueron preparadas para auxiliar el curso de tres horas que fui
invitado a dictar en el II Congreso “Antonio Monteiro”. Estén dirigidas a alumnos
de matemadtica y se ha tratado de coordinar su desarrollo con el curso “Integrales
Singulares”, dictado simultdneamente por H. Aimar. Por lo expresado sdlo se
esperan conocimientos basicos de Andlisis Real y su propdsito es mas bien una
introduccién e ilustracién del tema antes que un desarrollo completo. He elegido
un estilo coloquial que hace mds facil la escritura y espero que la lectura. El en-
foque de estas notas refleja nuestra experiencia y preferencias. Estas notas deben
mucho a los libros de M. de Guzmdn que se mencionan en la bibliografia y cuva
lectura es fuertemente recomendable a quien quiera enterarse del tema. Para su
preparacién solicité y obtuve la colaboracién de L. Forzani, quien trabajo inten-
samente en problemas relacionados para la realizacién de su tesis de doctorado.
Hemos incluido algunas de sus demostraciones de los lemas de cubrimiento que
simplifican y aclaran las demostraciones clasicas que pueden encontrarse en libros

de textos.
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Como era de esperar el resultado final de estas notas no contiene todo lo
que creemos importante, ni tan siquiera lo que hubieramos deseado incluir. Sélo

deseamos que ellas puedan servir de sustento para hacer mas agradable el cursado.

Roberto Macias
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1. Convergencia puntual y operadores maximales

En la resoluci ‘on de problemas por métodos analiticos, la aproximacién por
medio de una sucesién de operadores es una de las herramientas mds poderosas y
usuales. Por lo tanto, el estudio de los problemas de convergencia asociados es un
punto de investigacion central en anilisis.

Quizéds los ejemplos mds familiares sean las series de Fourier y la trans-
formada de Hilbert que definiremos en seguida y que de alguna manera seran
paradigmas de las situaciones que se intentardn considerar.

La serie de Fourier de una funcién f(z), z € IR, periédica de periodo 27
estd definida como

o b
Sflz) = cheik’, ck = / f(t)e = dt.(1.1)

En realidad se entiende Sf como el limite, en algtin sentido, de las sumas parciales

n

S, = Z cretkz.

--n

Similarmente para dar un significado a la transformada de Hilbert de f(z),z € IR,

definida por
(1.2) Hf@):/i(-zt_—t)dt,

se recurre al estudio de sus truncaciones

_ flz 1)
Hef(z) - /|t|25 ¢ dta

y nos enfrentamos al problema de estudiar su convergencia cuando ¢ tiende a cero.
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Hay una gama muy grande de formas de convergencias posibles para estos
limites: en distintas normas funcionales, siendo las mas usuales las normas L?;
en medida; en casi todo punto; etc. De todas ellas, la més natural es la de la
convergencia puntual o en casi todo punto y es, al mismo tiempo, la de mas delicado
tratamiento; por lo que se trata de buscar variantes al problema de determinar
qué condiciones deben imponerse a f para asegurar su existencia.

Supongamos que se tiene una sucesién de operadores Tk definidos en algin

LP(IR,). La convergencia puntual estaria demostrada si

(1.3) C(s, f) = {z : limsup ;|Tk f(z) — T5 f(z)| > s} =0

Si ademas es conocido que los T son lineales y que convergen puntualmente para

toda g € Co(R,), tomando h = f — g, se tiene
C(s, f) = C(s, ).

En consecuencia si, se sabe algo mds, por ejemplo que C(s,h) converge a cero
cuando ||k, tiende a cero se obtiene el resultado deseado.
Se puede obtener una simplificacién del problema considerando en lugar de

C(s,f) el conjunto

(1.4) C*(s, f) = {z + supx| T f(2)] > s}

puesto que claramente |C*(s, f)| > |C(s, f)l.

Es costumbre usar la notacidon

T*(f) = supx|Tu f(z)|.

Por otra parte, para una funcién dada f(x) se tiene la desigualdad de Chevichev,

z : [f(2)] > s}| < / @,

flzy>s  SP
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Lo que implica

(1.5) o @) > )< 5 [1f@Pda.

Entonces, si supiéramos que el operador T* cumple

(1.6) T fllp < li£1lps

es decir que T* es acotado en LP(IR"™), o expresado de otra forma, es de tipo fuerte

(p, p), resulta, usando (1.5)

C
G, DI S Iz 1T 7@ > )] < I A < SIS,

La ultima desigualdad nos muestra que —C(s,f)— converge a cero con la norma
p de f, que es el resultado buscado. Podemos observar que habria sido suficiente

requerir
. C
[{z: 1T f(2)] > s} < SN

Esto es T*, es de tipo débil (2,2). Enunciamos a continuacién un resultado sor-
prendente y profundo de a A. P. Calderdn, anunciado en 1959 por A. Zygmund en
su libro, [Z] (" Trigonometric Series”, tomo II, pp 165), que demuestra que no se

ha perdido mucha informacién en esta linea de razonamiento.

Teorema: Supongamos que Sf(z) converge en casi todo punto para toda f(z) €

L% Sea S$* = supy|Snf(z)]. Entonces S* es de tipo débil (p,p). Esto es,

e+ 15* (@) > s < SR

Este Teorema y el lema que enunciamos a continuacién y que sirve de base para
su demostracion, arrojan mucha luz sobre el comportamiento de operadores max-

imales y son el punto de partida y la idea central, de poderosas generalizaciones,
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entre las que cabe mencionar especialmente a las realizadas por E. Stein, S. Sawyer

y E. Nikishin.

Lema: Sea {E;} una sucesién de conjuntos periédicos, tales que ) |Ex| = oo,
entonces existen ntimeros z; € [0,27) tales que todo punto pertenece a infinitos

conjuntos z} + Fy.

2. Operador maximal de Hardy Littlewood

El operador maximal més simple y que surge de una manera natural al estu-
diar derivacién de integrales es el de Hardy-Litlewood. Supongamos que queremos

determinar para cuales z € IR se tiene que

+¢

(2.1) f@)=tm g [ =y

Si la funcién f es continua en x, esto es claramente cierto. Repitiendo el razon-
amiento del pardgrafo anterior, podemos considerar, h = f — g, con f € L'(IR) y
g € Co(IR). Entonces denotando

1 [te

(2:2) me(f)e) =5 | fle—y)dy,
Si el resulatdo es cierto para casi todo punto, sera posible probar que
{z € IR: limsup |f(z) — m.(f)(z)| > s}| = 0.

Por la desigualdad triangular,

|f(z) = m(£) ()] < [~(z)] + l9(z) = me(9)(2)] + Ime(R)(2)]-
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Como para la funcién g el resultado es cierto, se tiene
{z € R limsup|f(z) ~ me(f)(=)] > s}l < l{z € R+ |h(z)] > S} 1+
[{z € R: limsup |m.(h)(z)| > %}I

Nuevamente es, més simple considerar el conjunto

Hz € R: Mh(z) > %}l
donde
(2.3) Mh(z) = supm.(h)(z)

e>0
En consecuencia, si se sabe
C
(2.4) Hz: Mh(z) > s} < —[|h(z)[h
se tiene
. . C C
o € IR limsup|£(2) = mo(£)(@) > s} < < fiklh +

por la densidad de Cy en L'(IR), se concluye que (2.1) vale para casi todo punto
de IR.

El operador M f(z) definido en (2.3) es el Operador Maximal de Hardy-
Littlewood, y la propiedad fundamental (2.4) que nos permitié demostrar el Teo-

rema de derivacién de Lebesgue (2.1), es el tipo débil (1,1) delM f.

Tanto el Teorema de derivacién de Lebesgue como su demostracion tienen

una generalizacién inmediata al caso de més dimensiones. Esto es, para toda

f € LIY(R"), vale

, 1
(2.5) f(z) = lim B Joen f(y)dy,
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para casi todo z € IR". Para la demostracién del teorema es necesario considerar
el operador maximal de Hardy-Litlewood, para una funcién f localmente integrable
con respecto a la medida de Lebesgue en IR"

Centrado

M, f(z) = swp 5 1£(v)\dy,

lB( )| B(z,r)

donde el supremo se toma sobre las bolas euclideas de IR" con centro en z.

Hemos usado la notacién M, para distinguir la versién centrada de la

No centrada
1
M (@) = swp = [ 1F@)ldy,
IEB|B| B

donde el supremo se toma sobre todas las bolas euclideas de IR"™ que contienen a
z.

Como se ha observado, es necesario demostrar el tipo débil del operador
maximal, para lo cual debemos medir el conjunto [{z : M.f(z) > s}|. Esto nos
lleva al estudio de propiedades que permitan efectuar estimaciones de estas medi-
das. Los resultados conocidos estan contenidos en los llamados lemas de cubrim-
ientos. Antes de estudiar este problema, observemos que la estrecha relacién entre
la medida de Lebesgue y la distancia euclidea de IR" puesta de manifiesto en la
“uplicacién”, |B(z,27)| = 2"|B(z,r)|, hace que las funciones maximales M. f
y M f sean equivalentes puntualmente y que, por consiguiente, los operadores
maximales M y M, tengan las mismas propiedades de acotacién y tipo en es-
pacios de Lebesgue. Esta situacién se extiende inmediatamente al contexto de
espacios de tipo homogéneo (X,d, 1), que consideraremos mas adelante, y cuya
caracteristica esencial es la relacién entre la casi-distancia d y la medida p re-

flejada en la propiedad de duplicacién. Esta misma propiedad es suficiente para

138



probar el tipo débil (1,1) del operador maximal

1
M (r) = sup s /B F@)ldu(y),

definido en L} (X,d,p); a partir del Lema de Wiener, que siempre es vélido

cuando existe alguna medida con la propiedad de duplicacidén de las d-bolas en X.

3. Lemas de Cubrimiento

B. 51T es una familia finita de intervalos acotados de nimeros reales entonces
es posible elegir una subfamilia J de T que cubre lo mismo que T tal que

ningun nimero real estd en mds de dos miembros de J.

W. S5i¢ T es una familia finita de intervalos acotados de nimeros reales entonces
es posible elegir una subfamilia H de I cuyos triples cubren al menos lo

mismo que I tal que ningin nimero real estd en mds de un miembro de H.

Estos enunciados constituyen los puntos de partida para el desarrollo de las
técnicas de cubrimiento de Besicovitch y Wiener respectivamente. Aun cuando
en B es posible el solapamiento de dos intervalos elegidos mientras que W provee
intervalos disjuntos, el hecho esencial que en el caso de que la medida no duplique
hace preferible B a W es que los intervalos que cubren son de la familia original y no
necesitan ser duplicados o modificados. En la demostracién de B en una dimensién

se advierte que intervienen propiedades de orden de IR' de los que W podria
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prescindir. Esta observacién adquiere su real dimensién en la generalizaciones de
W a estructuras méas generales como la de espacios de tipo homogéneo en los cuales
las formas de las bolas pueden ser muy arbitrarias. Por el contrario, en un trabajo
reciente dé E. Sawyer y R. Wheeden [S-W] se prueba que una generalizacién a
espacios de tipo homogéneo arbitrarios del Lema de Besicovitch no es posible.
El ejemplo de Sawyer y Wheeden se construye en el grupo de Heinsenberg. Es
sabido de los trabajos de L. Caffarelli y C. Calderén [C-C} que para rectangulos de
lados paralelos a los ejes coordenados, asociados a la norma del maximo cuando se
consideran homogeneidades mixtas, el Lema de Besicovitch es valido. Sin embargo

el Lema de Besicovitch no es invariante por cambio de casi distancias equivalentes.

Presentamos a continuacién un lema que tiene su origen en un resultado
clasico de Besicovitch (1945), del cual daremos dos demostraciones debidas a L.
Forzani [F], que recogen iceas de S. Chanillo y B. Muckenhoupt, [Ch-M], y A. P.
Calderén. [C], y que representan una notable simplificacién a las que por ejemplo

se pueden encontrar en [G1] y [G2].

(3.1) Lema de Besicovitch: Sea I un conjunto de indices. Para cada ¢ € I estd
dado un punto z; € IR y un ntimero r; € IR*. Sea B; = B(z;,r;) entonces existe
un sucesidn {B — k} C {Bi}ies de modo que (3.1.1) {z; : i € I} C U,¢;Bjs
(3.1.2) existe una constante C, que sélo depende de la dimensién, tal que

Zk XB);(Z) <C.

Supuesto el Lema de Besicovitch, la demostracién del tipo débil (1,1) de

M es inmediata.
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Para cada z € {z: M f(z) > s} sea B} = B(y,,r,) tal que z € BX y

TEl;ﬂ/B‘ f(t)dt > s.

Por simples consideraciones métricas B(y,,r,) C B(z,2r;) = B;; entonces

1 $
IBz)i Lz f(t)dt > 'é"‘l'

Aplicando Besicovitch se tiene que

He: Mf(z) > s} < ]UBk!
k
S Z!Bi|
k
- ;/Bk f(t)dt

e f(ﬂ(; xB, (1))dt

IA
o | o

I
n '[\3 ’

971
< C-— f(t)dt
S R

Lo que nos da el tipo débil de (1,1) de M.

Demostracién del lema de Besicovitch: Trabajaremos con cubrimientos fini-
tos. Los casos generales de cubrimientos infinitos pueden obtenerse usando la idea
de A. P. Calderdn [C] que consiste en clasificar las bolas del cubrimiento dado en
familias, cada una de las cuales contiene bolas de esencialmente el mismo radio y

trabajar dentro de estas familias y con bolas de distintas familias separadamente.

El problema serd estimar la medida del solapamiento por constantes que

s6lo dependan de la dimensidn.

141



Para ellos usaremos la homotecia de razén % desde un punto z de R"
. T—z
T (z) = - +z

Sus propiedades elementales son ttiles en todos los lemas de cubrimiento en los
que se puede aplicar la técnica de S. Chanillo y B. Muckenhoupt. Es claro que T7
transforma rectas en rectas paralelas y esferas en esferas. Si B es una bola con
centro z y radio R tal que z € B, entonces, claramente, z € T7(B) = B(T}(z), %

¥, si ademds ry > ry entonces T, (B) C T7,(B). En efecto; seay € T, (B) entonces

ly = T7,(2)l < ly = T7, (@) + |T7,(2) — Ty, (=)

Demostracién del Lema de Besicovitch para I finito: Sean I} = I;a; €
I, tal que T4, = maXgel, Ta (%1 = ZToyjT1 = Tay ¥ B1 = B(zy,71). Construi-
dos I, ..., Tx—1;71, ey 7E—1; By, ooy Bi—y definimos Iy = {a € I 1 zo ¢ U::ll B;};
elegimos ay € Iy tal que rp = rq, = maxges,Ta ¥ Br = B(zg,71). Sea J =
{ai,...,an} donde N es el primer enterc para el cual Inyy, = 0, de donde (3.1.1)
se concluye inmediatamente.

Probaremos ahora (3.1.2). Sea z un punto en M de las bolas B; elegidas.
Suponemos, por simplicidad de notacién, que z € ﬂf_j__lBj, y que B; ha sido elegida
antes que Bji,. El Lema estard probado si se demuestra que

(8.1.3) existe C que solo depende de n tal que M < C.

Primera demostracion de (3.1.3).
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Por nuestra seleccién T7 (zx) ¢ Uf;ll T (Bi), para k < M . Por ser
Tk <1 parat < k, z € B; obtenemos que B(T; (z:),1) =T:B; C T: B;. Asi
(3.1.4) {B(Trzk(:::k),1/2)}2:1 son disjuntas y
(3.1.5) Upl, B(T% (21), 1) € B(z,2).
En efecto si y € B(T} (z4), 1),

ly — 2| < ly = T7, (20| + T, (z4) — 2|
L, e
2 Tk
<2
De (3.1.4) y (3.1.5) obtenemos que

on M . 1 on "
M= o BT 5l € B2 = 4

=1

con w, la medida de la bola unitaria; esto prueba (3.1.3).
Segunda demostracién de (9.1.3).

Sea f3; ; el dngulo entre los vectores z; — z y Tj — z, veamos que [ ; > I
En efecto, sea 1 < j y consideremos el tridangulo cuyos lados son los vectores
Ti=Z;Zj—2y &;—;, por nuestra seleccién |r;—z] <y <oy —aj] v |o; 2] < rj <
|z; — | y entonces por la ley del seno tenemos que B; ; > 7. Por consiguiente, el
conjunto de puntos S = {l—;ff—i—l } Zl de la esfera unitaria S™ ! de IR" esté disperso
en el sentido que dos puntos distintos de S estdn a distancia mayor que 1 y por

consiguiente el cardinal de S estd acotado por una constante fija que solo depende

de n.

4. Descomposicién de Calderén - Zygmund de una funcién
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Nos ocuparemos ahora de una idea desarrollada por Calderén y Zygmund
[C-Z], para el tratamiento de integrales singulares y que se ha transformado en
una herramienta fundamental en los més diversos contextos, siendo, por ejemplo,

la idea basica que lleva a la descomposicién atémica de los espacios de Hardy H”.

(4.1) Teorema: Dada una funcién f € L*(IR"), f 2 0y s > 0 existe una sucesién

de cubos disjuntos (salvo los bordes) @; que cumplen
(4.1.1) A < l(;—‘l Jo. F<2"A

(4.1.2) f(z) = b(=z) + 9(2),

(4.1.3) b(z) = T,(f(2) = 1g77 Jo, Hxe:(®);

(4.1.4) sop b(z) C UQ;,

(4.1.5) g(z) = f(z) < X si z ¢ UsQs,

(4.1.6) g(2)xqi(a) = & fo, F < 2"\

Demostracién: Como f € L'(IR"). Supongamos que el soporte de f esta con-
tenido en Q, un cubo centrado en cero tal que, M(f,Q) = ﬁ fo < A. Sub-
dividimos Q en 2" cubos Q! de lados la mitad de los de Q. Si alguno de ellos
cumple m(f, Q}) > X lo apartamos para nuestra sucesién y cumple (4.1.1). Delo
contrario, continuamos subdividiéndolos. Si un z no estd en la unién de los cubos
elegidos, significa que m(f,Q) < A para todo cubo que lo contiene. Por lo tanto
por el teorema de diferenciacién de Lebesgue f(z) < A, para casi todo z fuera de
la unién de los Q;. El resto de las propiedades se siguen de la definicién de b. Si
el .soporte de f no es compacto comenzamos con un cubo de medida mayor que

311111 ¥ subdividimos todo el espacio, en cubos de igual tamafio.
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5. Espacios de tipo homogéneo

Las propiedades métricas de los espacios euclideos tienen suma importan-
cia en la obtencién de los resultados precedentes, incluso en la descomposicién de
Calderén - Zygmund parecen intervenir los ejes coordenados. En un articulo de
R. Coifman y M. de Guzman [C-G], publicado en el ntimero de la Revista de la
UMA en homenaje a A. Gonzdlez Domfnguez, se observa que era posible relajar
la desigualdad triangular satisfecha por la métrica. Llevé algin tiempo entender
la naturaleza de espacios de medida, con una métrica que curnple esta condicién
triangular maés relajada. Este concepto fue evolucionando sobre todo hasta lle-
gar a la comprensién de la relacién entre la topologia y la métrica, las que se
crefa necesario imponer por separado. Asi en [C-W1] se generaliza la exigencia
de homogeneidad, en [M] , modificando otra vez la definicién se desarrollan sus
propiedades demostrando que era posible definir y obtener las propiedades basicas
de interpolacién de los espacios de Hardy, H?; los resultados obtenidos fueron
recogidos en el trabajo [C-W2], que sirvié para dar difusién a estos espacios. No
obstante, recién en [M-5] se llega a dilucidar el Juego de las distintas estructuras,
métrica, topoldgica y de medida que Intervienen en estos espacios v se llega o la

definicidn que es la hoy acdoptada.
{ 3 I

(6.1) Definicién: Sea X un conjunto. Se dice que una funcidn no negativa d(z,y)
definida en X x X es una casi-distancia s; satisface

(5.1.1) d(z,y) =0siy sélosi 2 = Y,

(5.1.2) d(z,y) = d(y,z), Vz,y € X,

(5.1.3) existe una contante K finita tal que

d(z,y) < K(d(x,z) + d(2,y)) Vz,y, z € X.
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Los subconjuntos {(z,y) : d(z,y) < €} de X x X definen una base de una
estructura uniforme metrizable en X. Nos referiremos a esta topologia como la
d—topologia. Las bolas abiertas B(z,r) = {y : d(z,y) < r}, forman una base de

entornos de z para la d—topologfa, inducida por la estructura uniforme.

(5.2) Definicién: Llamaremos espacio de tipo homogéneo (X, d,x) a un conjunto
X provisto de una casi-distancia d(z,y) y de una medida positiva y, definida en
una o— algebra de subconjuntos de X que contiene a los conjuntos d— abiertos y
las bolas B(z,r), tal que existe una constante A satisfaciendo,
(5.2.1) 0 < pu(B(z,2r)) < Au(B(z,r)), para todo z € X, r > 0.

Para ilustrar su comportamiento demostraremos algunos resultados apare-

cidos en [C-G].

(5.3) Lema tipo Wiener: Sea I un conjunto de indices tales que para cada
i € I estdan dados un punto z(i), perteneciente un conjunto acotado de X, y
un ntmero r(7) > 0. Entonces existe una sucesién de indices de I tales que si
zr = z(ix), Tk = r(ix), Br = B(zk,71), se tiene

(5.3.1) ByNB; =0, k#7,

(5.3.2) {z(z): i € I} C UR,5K By,

(5.4) Lema de tipo Whitney. Sea U ;Cé X, abierto y acotado. Dada una constante
C > 1, existe una sucesién de bolas B; = B(x;,r;) tales que

(5.4.1) U = UZ, B;,

(5.4.2) B(zj,3CKr;) contiene un punto del complemento de U.

(5.4.3) 372, xB;(z) < D, D=D(K,C).

Con estos lemas es posible demostrar el tipo débil del operador maximal
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y la descomposicién de Calderén-Zygmund, supondremos en adelante que vale el
Teorema de derivacién de Lebesgue, para lo cual es suficiente que la medida p sea

regular.

(5.5) Definicién: Sif es localmente integrable definida en X, se define la funcién

maximal M f(z), (no centrada)

1
Mf(m):sup{m/l;lftd,u. r € B = B(z,r)}

(5.6) Vale el tipo débil (1,1) para el operador maximal M. Es decir, existe C, tal
que para toda f € L'(X),
(5.6.1) p{z € X : Mf(z) > s} < %Q”f(l)ﬂ

(5.7) Descomposicién de Calderén-Zygmund: Sea f < 0, f € L'(X), con
soporte acotado, el conjunto {z € X : M f(x) > s} es ablerto. Ademds ya que
por el Teorema de Derivacién de Lebesgue, f(z) < M f(z),

(5.7.1) f(z) < Mf(z)<s stz ¢ U,

Si (X)) = oo, entonces U, es abierto, acotado y distinto de X. Si u(X) < oo,
entonces X, es acotado y; si tomamos s > ,TE_\Qj“f(l)Hl también U, es ablerto,
acotado y distinto de X. Utilizando Whitney, (5.4), resulta U, = U2, B(z,,7;).
Ademds existe y; € B(z;,3CKr;)y; ¢ U,. Por lo tanto, usando (5.1.3) y (5.2.1)

, se tlene

"

1 C . ' -
(5.7.2) 75y [, fdi < wmmraemyy o, sere) fdn < CMfly) < s.

oo I3 .
Por otra parte )77, x;(z) estd acotada por una constante finita, de modo que

podemos definir

\r) = T Xt(x) — 1 Xi L T
bile) = f(2) 2 x5(2) [/‘(Bi)‘/ZB;fZXJ"ll[ Pxile)
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Tomando

(5.7.3) b(z) = 2 bi(z),

(5.7.4) 9(z) = f(2) = b(z),

se tiene por definicién de by, (5.7.1), (5.4.3) y (5.7.2.)
(5.7.5) [ bi)du(z) = 0,

(5.7.6) g(z) = f(z) < s, sic¢ U, y

(5.7.7) g(z) = Yiny ﬁ(—]BT)[fB; f—ZX‘x—jdu] xi(z) < Ds, sizeUs.

Por otra parte, usando el tipo débil (1,1) del operador maximal,(5.6), y (5.4.3)

obtenemos

(5.7.8) o0, w(Bi) < ClUL| < Elflh-

6. Cubrimientos por bolas no centradas, variantes del Lema de Besico-

vitch, el Lema de Morse

Como mencionamos en la introduccién, la importancia de los Lemas de
tipo Besicovitch, radica en que las bolas de la familia seleccionada no necesitan
ser ampliadas para cubrir el conjunto de todos los centros. En los operadores que
estudiaremos en los Capitulos 3 y 4, notaremos que surge la necesidad de investigar
la validez de lemas de cubrimiento de tipo Besicovitch con bolas no centradas. Por
ejemplo la siguiente familia de bolas surgird naturalmente al analizar el operador

maximal del semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck: dados y € R" — {0} y 0 <r <1

sea By, = B(%, y|1:r). Sea B la familia de tales bolas. Es claro que y € 0B

para toda B en B. Sea E = S™~! la esfera unitaria en IR". Si para cada y € E

148



consideramos la bola cerrada Ey' L= §(21 , 1), es claro que tenemos un cubrimiento
de E que no admite subcubrimientos con solapamiento finito. Si en cambio el
problema nos permite dilatar levemente el didmetro de las bolas B(2y,1) para
tener en su lugar bolas de la forma B(2y,1 + €) con € > 0 pequeiio, resulta claro
de consideraciones geométricas elementales que son necesarias de orden de e~ "5

de tales bolas para cubrir E. Esto indica que el solapamiento de dichas bolas es

de ese mismo orden.

El siguiente resultado es un lema debido a Morse (1947) (Ver[G2]) en el que
el lema de Besicovitch se extiende a formas geométricas mas generales que bolas.

La demostracién que daremos es una extension de la primera prueba del Lema

(3.1).

(6.1) Lema: Morse (1947). Sea I un conjunto finito. Supongamos que para

cada a € I existe 2, en IR", y un conjunto H(z4) con las siguientes propiedades:

(6.1.1) existen un m > 0, y para cada « € I un ry tales que Bz, rq) C H(zg)
C B{zq,m1y);

(6.1.2) para z € H(xq), H(zy) contienc a la céapsula convexa de {z} U B(za,74).

Eutonces podemos scleccionar una subfamilia J de J que satisface:

(6.1.3) {zo: €I} C Uaes Ha,

(6.1.4) existe una constante C' que s6lo depende de la dimension tal (que

Zagj xH,(z) < Cm".

Demostracién: Sean I} = I, «, € I, tal que 1y = 1o, = MaXees, Ta y H1 =

Hq,. Construidos Iy, .. Iy _y;ry, .. vey: Hy, .o, Hioy definimos Iin={ael:z,¢
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U;:ll H;}, elegimos ahora oy € Ii tal que 1y = rq, = MaXael, Ta ¥ Hy = H,,.
Sea J = {aj,...,an} donde N es el primer entero para el cual In41 = 0, de aqui
sigue (6.1.3). Probaremos ahora (6.1.4). Sea z un punto en M de los conjuntos H;
elegidos. Suponemos, por simplicidad de notacién, que z € NN H;, y que H; ha
sido elegido antes que H;4;. Por nuestra seleccién T7 (zx) & U’c ! T (H;) donde
r& denota el radio de By = B(zy,rr) C Hi. De la propiedad (6.1.2), del hecho
que rx < ri, paral < i < k—1y como z € H; tenemos que B(T/(zi),1) =
T:(B;) C T} (H;). En efecto, si z € T7(B;) entonces ri(z — 2) + z € B; luego
el segmento de recta que une a z con r; (z — z) + z esta contenido en Hj; como
r (z—z)+z pertenece a dicho segmento tenemos que z € 77 (H;). Por consiguiente
T: (zx) ¢ Uk ' T (B;) y asi resulta que las bolas B(T7 (z), 3) son disjuntas dos

rk

a dos. Como ademas U:\f;] B(T: (i), 3) C B(z,m) tenemos (6.1.4):

Z xH.(2) < Cm".

acJ

(6.2) Corolario: Sea I un conjunto finito y € un nimero positivo menor que uno.
Para cada o € I esta dada una bola By = B(Ya, ) y un punto r4 € (1 —€)By,.

Entonces existe una subfamilia J de I tal que

(6.2.1) {zo: a €T} CUyesBa

(6.2.2) existe una constante C' que sélo depende de la dimensién tal que

ZQEJ XB«("E) S Ce™™

Demostracién: Tomemos H(zq) = Ba, 7a = € 7a ¥y m = % en el Lema (6.1) y
. y p

obtenemos el resultado.

150



El Lema de Chanillo y Muckenhoupt y generalizaciones

En los lemas anteriores los cubrimientos obtenidos son subcubrimientos por
bolas de la familia original que no necesitan ser ampliadas, como sucede en espacios
de tipo homogéneo con el Lema de Wienner. Aun en el caso de espacios métricos,
en los que K = 1, el factor de dilatacién que define B es una constante fija mayor
que uno. Una situacién intermedia entre Besicovitch y Wiener fue introducida por
Chanillo-Muckenhoupt en [Ch-M]. Se pretende cubrir con dilataciones pequenas
(factor cercano a uno) admitiendo un solapamiento mayor en las bolas elegidas.
Si B es una bola y a es un ndmero real positivo, denotaremos con aB la bola

concéntrica con B cuyo radio es « veces el radio de B.

(6.3) Lema de Chanillo-Muckenhoupt: Sea 0 < é§ < ]5 fijo. Sea I un conjunto
finito de indices y para cada « en I sea B, una bola euclidea en IR". Existen un

subconjunto J de I y una constante C que sdlo depende de la dimension tales que

(6.3.1) Uaes Ba C Uges(1 +6)Bg,

(6.3.2) ZﬁeJXB,s (z) < Cé& ™

Probaremos la siguiente extensién de (6.3.2) en la que se inspira la idea del Lema
(3.19), que usaremos en la demostracién del tipo débil (1.1) del operador maximal

del semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck.

(6.3.3) existe una constante C,, que solo depende de la dimension de modo que

para § < v < 1 vale la desigualdad

ZﬂEJ XvBs(z) £ C (:az)"
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Demostracién: Sean I} = I, oy € I) tal que r; = 1o, = max{ry : a €
I} y By = Byy. Construidos Iy,...,Jx—1; 71, s Tk=1; B1y ooy Bp—1; definimos Iy =
{a€l:B, ¢ Uf;ll(l + 6)B;}, elegimos ahora ay € Ii tal que ry = ro, =
max {rq : @ € It} y Br = Bg,. Sea J = {ay,...,an} donde N es el primer entero
para el cual Iny; = 0, con esta seleccién la propiedad (6.3.1) resulta inmediata.
Demostraremos ahora (6.3.3). Sea z un punto en M de las bolas v B; elegidas.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que z =0y que 0 € ﬂf‘f._l’y Bi, vy que
B; ha sido elegida antes que B;4,. Para k = 1,..., M el proceso de seleccién nos

asegura que

k-1
(6.3.4) T,.(Bx) ¢ U Ty, (B:).

Observemos ahora que

lTrk (-'L'k) - Ty, (xl)l > 0,

donde z; es el centro de B;. En efecto, si [T}, (zx) — Tr; (z:)| < 6, entonces para
z € Ty, (Bk) tenemos que
|2 = Tr (2)l < |z = T ()] + Ty (26) = T (@)l + | Ty (20) — Ty (4]
<146+ Al v -
Lk
T N
< —(1+9),
Tk
lo cual es absurdo por (6.3.4). De aqui que las bolas {B(T,(z;), g) M. son
disjuntas dos a dos. Ademads es claro que todas estas bolas estan contenidas en
B(0,2y). Asi,
Mé™ < C7na

de donde se concluye (6.3.3).
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