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Estas notas contienen los temas de introduccidn a las integrales
singulares expuestos en el curso "Integrales Singulares" dictado durante el
Segundo Congreso "Antonio Monteiro" en Bahia Blanca, en el mes de abril de
1993.

E1 propdsito de dicho curso fue, por una parte, mostrar la nece-
sidad del estudio de las integrales singulares desde el enfoque de la teo-
ria de potencial como herramientas para abordar problemas 1imites y de re-
gularidad, por otra parte, proponer 1a necesidad de la generalizacidn a
contextos no algebraicos: espacios de tipo homogéneo y, finalmente, intro-
ducir, demostrar y aplicar el Lema de Cotlar sobre operadores casi ortogo-
nales en espacios de Hilbert.

E1 Lema de Cotlar v la desigualdad de tipo débil (1,1) que han
sido probados en el desarrollo del curso estdn sin demostracidn en estas
notas (ver referencias bibliogréaficas)

Los lemas de cubrimiento de tipo Wiener y la descomposicidn de
Calderdn-Zygmund del espacio y de funciones integrables que usamos aqui
se encuentran en las notas del curso "Lemas de Cubrimiento” de L. Forzani
y R. Macias.
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CAPITULO 1

§ (1.) Introduccién. Potenciales electrostiticos de Green e integrales
singulares con nicleos de tipo Calderén-Zygmund.

A partir de la Ley de Coulomb y del principio de superposicién, intro-
duciremos el concepto de campo eléctrico generado por una distribucién de
cargas y su correspondiente potencial electrostatico. Consideraremos tres casos
especiales: potencial generado por una densidad espacial de cargas, potencial
de capa simple y potencial de capa doble. Luego veremos que la férmula de
representacion de Green permite expresar una funcién de clase C? en términos
de estos tres potenciales basicos.

Finalmente observaremos cémo estos potenciales inducen sendas integrales
singulares cuando se plantean problemas analiticos de regularidad de soluciones
y de convergencia en la frontera. Obtendremos estimaciones de los nucleos
singulares que serdn fundamentales para dar un enfoque unificado en el contexto
de espacios de tipo homogéneo al método de Calderén-Zygmund para el estudio
de las propiedades de acotacién de operadores integrales singulares.

Ley de Coulomb: Sea § € IR la magnitud de una carga eléctrica ubicada en
el punto z, del espacio euclideo IR®. La magnitud de la fuerza de atraccidén o
repulsién que experimenta otra carga q ubicada en el punto z € IR® esta dada
por

F(x,q) = |$_|q:_l_£goll—2

La fuerza esta dada por el vector

r — g

qq
F = .

Se llama campo eléctrico generado por la carga puntual § en z¢ al campo
vectorial E(z) = F(z,1). El campo eléctrico E generado por la carga puntual
g en zg puede escribirse como convolucidn de la distribucién q bz, con el campo
vectorial v(z) = I—fF, en simbolos

E(x) =[5z, + v](z)

Principio de superposicién: Dado un sistema de cargas puntuales en el
espacio se tiene que la fuerza que experimenta una carga ¢ colocada en un
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punto z € IR? es igual a la suma de las fuerzas que experimentaria ¢ en z por
la accién individual de cada una de las cargas puntuales del sistema.

En términos de la operacion de convolucidn de distribuciones de Schwartz,
la Ley de Coulomb junto con el principio de superposicién pueden enunciarse
asi : Dada una distribucién con soporte compacto (T' € E’) en el lenguaje de
la Teoria de Distribuciones de Schwartz (7" una distribucién de cargas en el
lenguaje fisico) el campo eléctrico generado por T en IR? es la distribucién

E=Txv

donde el miembro derecho debe entenderse como el vector cuya i~ésima com-
ponente es la convolucién de T con la i-ésima componente de v.

El potencial de un campo eléctrico E' es un campo escalar P : R} > R
tal que V¢ = E. La diferencia de potencial ¢(z1) — ¢(z2) entre dos puntos z;
y zo del espacio es una medida del trabajo que debe hacerse contra el campo
eléctrico F para trasladar la carga puntual unitaria desde z; hasta z.

El potencial del campo eléctrico E = T * v generado por una distribucién
de cargas T en &’ esta dado por

$=T+N ; N(z)=—

Ejemplos: (1) SiT = Ty con f € S(IR®) esto es (T, ) = [ fip, entonces el
potencial eléctrico y el campo eléctrico son funciones

ot

z —yl
_ (z~y)
E(z) = R f(y) Iz — yl3 dy

Observamos aqui que tanto & como una coordenada cualquiera del campo
eléctrico F estan acotadas por una integral fraccionaria de la densidad espacial
de cargas f, de la forma

Iaf(x):/ms-lz—f(—:l)s:dy 7 oa=2,1.

Escribiendo I, f(z) = K * f(z) + K2 * f(z) con

Ka(2) _Xpo)(2)

- IZIS-—G '

158



tenemos que K; € Ll(lRa) y por consiguiente Ky * f converge para casi todo
z y representa una funcion de L? si f € LP con p > 1. Por otra parte

S otz = DIy < WSl ([, Kol a2)”

la iltima integral es convergente sip < £. Si f € LP(IR®) con p < %, entonces,
ambos @ y E estan definidos por integrales absolutamente convergentes.

(1.2) Si p4 es una medida de Borel finita en IR>, entonces,

B(z) = /IR dp(y)

|z —yl
z—y

B@)= [ i),
R |z -yl

estan bien definidos. Cuando p = ¢6,, se tiene la ley de Coulomb.

Cuando 2 es un conductor cargado se tiene una distribucién superficial
de cargas sobre 9Q que se modela con la medida du = fdo, donde do es la
medida de superficie en 02 y f es la densidad superficial de cargas, de este
modo tenemos el potencial de capa simple.

_ [ fda(y)
2z) = sn |z =yl

y el correspondiente campo eléctrico generado por una capa simple.

En los ejemplos precedentes hemos introducido dos de los tres tipos basicos
de potenciales, los ejemplos siguientes introducen el potencial de capa doble.

(1.3) La derivada direccional en la direccién u de la delta de Dirac corresponde
al dipolo eléctrico puntual de momento u.

Sean ¢t y ¢~ dos cargas eléctricas, una positiva y la otra negativa de
igual magnitud J¢*| = |¢7| = ¢. Supongamos que gt esta en el origen de
coordenadas y que ¢~ estd en el punto du, donde d > 0 y ju| = 1.
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El potencial del campo eléctrico generado por este sistema de cargas esta
dado por

+ - 1 _ 1
N LA B 00 SR S QU - B 2.0
@)=t oo - s eodu T d

Supongamos que d — 0 y ¢ — oo de modo que ¢d — 1. Entonces, el potencial
limite

B(z) = Du(-l;l:—l) - u.V(Ti—l) = wYN

corresponde al “dipolo puntual de momento u”. Para encontrar la distribucién
de cargas, necesitamos escribir ® en la forma T * N. Sea T = D,é; donde 6

es la Delta de Dirac soportada en el origen y Dybo = u.Vé = Z?=1 u,-g%’.: se

toma en el sentido de las distribuciones de Schwartz. Esto significa que

3 3

o) =3 uild gy = = Y wzE0)

Por consiguiente

3
_ 9%
Txx N _2 U; Bz, N
3
ON
—‘,:Zlui(ao* -6-7,-
=u.VN
=¢

y, en definitiva, el dipolo puntual de momento u en el origen esta representado
por la distribucién Dydp.

(1.4) Potencial del campo eléctrico generado por una capa doble. Sea S una
superficie regular en el espacio. Supongamos que en cada punto P de S hay
un dipolo de direccién #(P) normal a S en P y de magnitud f(P)
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El potencial del campo eléctrico generado por el elemento da(P) en el
punto z, de acuerdo al ejemplo (1.3), sera

d¢(z) = f(P)v(P).VN(z — P)do(P)

y por consiguiente

a(e) = [ A2 fpyaar)

= [ 5= P) 1P do(P)
S

es el potencial del campo eléctrico generado por la capa doble de cargas cen
densidad f(P) sobre la superficie S.

Ejercicio: Encontrar la distribucién de Schwartz T' tal que T * N sea el po-
tencial de capa doble. (®(z) = Yo, [ D'N(z — P)ui(P) f(P)do(P) =
N * (2, D'S) con (S%,9) = [5 9(P)wi(P) F(P)do(P)).

Representacién de Green de funciones de clase C%(Q).

Sea Q un dominio acotado con borde regular de clase C! en IR". Sea u
una funcién de clase C%(£2).

Problema: Encontrar una distribucién de cargas soportada en ) tal que el
potencial del campo eléctrico generado por esa distribucidn sea u.

Una solucién de este problema viene dada por la férmula de Green en la
que intervienen los tres tipos basicos de potencial : N, newtoniano de una
densidad espacial en §2; Cy4, de capa doble de una densidad sobre 6Q y C;,
capa simple de una densidad sobre 9.

Sea

1 1
- n—1 T3, N> 2

T(z) :{ 1("-2”5 e
55 log |z n=2.

(1.5) Lema: Si u € C?(Q), entonces, para todo z € Q se tiene

ar Ju
u(zr) = /D Iz — y)Au(y) dy + /aD 52 —v)u(y)do(y) - /aD I'(z - y)a/:(y) do(y)

=N(Bu)(2) + Calw)() - Ca(22)(x).

161



Demostracién: Si D es un dominio en IR" que tiene las mismas propiedades
que Q y u y v estan en C?(D), aplicando el teorema de la divergencia a los
campos vectoriales uVv y vVu, tenemos

[Vu.Vv«—i-/uAv:f ua—l_)‘
JD D op OV

/Vu.Vv+/vAu:/ vgy_-,
D D ep OV

si a la segunda de estas ecuaciones restamos la primera, tenemos

Ju
/D(vém—— uAv) = / (vg; ——u(—,ﬁ,)

ca z un punto fijo en 2. Sca r > 0 tal que B(z,r) C Q. Sea D = Q — B(z, ).
La funcién v(y) = I'(z — y) es arménica en D, por consiguiente

(r — y)Au T -Y)55 )do(y) — (r — @ o
/DI“U y)au(y)dy = /F( 0 = () do(y) -/I[J:—yi=r1( Y)55(v) do(y)

v o0

d
— () -—=Tiz —y)d ——T(z —1)d
/m“‘y)ai (z —y) U(y)+-/|x—-y|:r U(y)ag (z — y)do(y)

los vectores normales estan siempre dirigidos hacia el exterior de los dominios
que las superficies encierran. Observemos que el miembro izquierdo de la de-
signaldad precedente converge a [, I'(z — y)Au(y) dy cuando r — 0. El lema
estara probado si demostramos que el segundo término en el miembro derecho
tiende a cero y el ultimo a u{z) cuando r — 0. En efecto {(n > 3)

f 1 1
[z~ 3)52(u) dols)| < e / Vuldo(y)
Iv/]rwyi:-r } (Tl - jl n-—l% rn—-? jz—yl=r
§ ilvuhm - Q
—

Por otra parte

[ u( \ _ 1 y—z y—=z
(y)VyI{z - y).0(y)do(y) = 7/ uly . do
ir—yl=r ) ! ( ( ( ) lSn_l! lz—yl=r ) !I - yln r (y)

1
= ——r——— d — — 0.
rn-1 ISn—li o/lx—ylzr u(y) J(y) U(x)’ " 0
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Integrales singulares asociadas a los potenciales newtonianos de capa
simple y de capa doble

(1.6) Regularidad del potencial Newtoniano. En la férmula de Green del lema
precedente la funcién f = Au es continua ya que suponiamos que u € Cz(ﬁ).
Resulta de interés desde el punto de vista de la teoria de Ecuaciones Dife-
renciales el problema reciproco: qué propiedades de regularidad tiene N f(z)
cuando f estd por ejemplo en un espacio de Lebesgue LP(2). Dado que N f =
I'=* f, sus denvadas segundas en el sentido de las distribuciones estan dadas
por ax 8;_ Nf= m;— * f, donde 6:: 6:: debe entenderse en el sentido de las
distribuciones. Por con51gu1ente si el operador

o°r
az,-é)z:j

f— *f

aplica L? en LP, tendremos que N f pertenecera al espacio de Sobolev W2P,
Supongamos por ejemplo, que i # j. Entonces, en el sentido de las dis-
tribuciones, tenemos que

(e = vp. [ K)ol
8$i6$j’w = v.p. y)p\y)ay

donde K(y) = cl l"“ El miembro derecho es la distribucién
lim K(y)e(y) dy
T[>

_ I .
Por consiguiente, la convolucién de a{;z con y viene dada por

ﬁm/ K{(z,y)e(y) dy
lz—y|>e

e—0

donde K(z,y) = K(z — y). El nicleo K(z,y) satisface las propiedades de
tamano y regularidad que constituyen el punto de partida para la aplicacién
de las técnicas de Calderén y Zygmund:

1.7 K(z,y)| < ——;
(17 K<
(1.8) existed > 0 tal que si2|z, — z| < |z — y|entonces
: : : |z — z,°
(K (z0,9) = K (z,9)| + | K(y,20) — K(y,2)] < C—2

o= Y+
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Observemos que K(y) = %"’;} con Q(y) = CH5. La funcién Q es ho-
mogénea de grado cero y acotada, de donde (1.7) sigue claramente. Para de-
mostrar (1.8), notemos en primer lugar que |[VK(z)| < iT(’f’fT Como K(z,y) =
K(z — y), basta probar que

|z —z,|°

Py para 2ze—z| < |z —y|.

|K(z0,y) — K(z,9)| < C

Sea ¢(t) = K(tzo+(1—t)z—y). Entonces /(t) = VK (tzo+(1-t)z—y).(zo—1z)
y

|K(x0,y) — K(z,y)] = [¥(1) = $(0)] < [VK(tzo + (1 — 1)z — y)||z — 0|

|z — zo]
<C
= fzo+ (1 —t)z —y|"t!

Notemos ahora que
|z —y| < |tzo + (1 — t)z — y| + |tzo + (1 — t)z — z|
< ftzo + (1 = )z — y| + |t(z0 — 2)]
1
< fteo+ (1 =)z —yl+ 5l —yl,

por consiguiente (1.2) estd probada.

Urn nucleo K con las propiedades (1.7) y (1.8) sera llamado niucleo de
Calderé6n-Zygmund. Sien IR" introducimos la casi-métrica d(z,y) = |z — y|",
entonces tendremos que

|Ba(z,r)| =cr
y que (1.7) y (1.8) toman la forma
C
1K= 91 3
' (z, 20)”
Cd(z,zo
|K(z0,y) — K(z,9)| + [K(y, z0) = K(y,2)| < Az, )i +?

para d(z,y) > Cd(zo,z).

(1.9) Valor de borde del potencial de capa doble de una densidad g sobre 952

Sea Q2 un dominio con borde C!. Sea g una funcién de clase Lipschitz sobre
el borde de €2, entonces la integral

Do(s) = Cn [ =02 ) day
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que define el valor del potencial de capa doble de g en el punto z perteneciente
a (2, es absolutamente convergente. Sea z un punto cualquiera en , aplicando
la identidad de Green a la funcién u = 1 y eligiendo adecuadamente C,, vemos
que
C, & =n).v(n) do(n) = 1.
an (z—n)"

Por consiguiente

Dy(z)=Cp [ EZDXOD oy ooniotny + o(a).
an Iz ]

Como g es Lipschitz en 89, la integral en el miembro derecho de la igualdad
precedente es convergente ain cuando z sea un punto de 99 y, para £ € 99,

lim Dg(=) =G [ DD 106 _ ey a0) 4 o)

€ = nj»
_9(®) y € =mwlm)
=21 ¢, tim, /Il e a(n) o).

Para probar la iltima igualdad bastard demostrar que, para g Lipschitz, se
tiene

: (Sl EC) B
CIL%C" lecf‘:be IE - ,Iln g(n) ’ ( ])
_ €=n).w(m, - > 1
=cn [ CZB2i0) e avts) + Lote)

Veamos esto, sea K(,n) = Cngﬁ%ﬁ,@l, entonces

o KEMadot) = [ k(€ mlao) - g(€)) dotn)

l£=ni>e l&=n[>e

+o©) [ . K& mdoty)

le—=n{>e
Notemos ahora que
[ KEmast= [ kematn- [ xiemay
le<ni>e 8(nN-B(¢,e)) NN3B(z,¢)
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Y que el primer término es cero por el teorema de la divergencia. Para el
segundo tenemos que

Ch
/ K(§,n)do(n) = =2 / do(n)
NNS8B(¢,¢) € aNdB(z,ec) -

que converge a % si 02 tiene plano tangente en £.
Para g Lipschitz en 8Q tenemos que

To(©) =limy [ K(&n)a(n)dotn)

lE~nl>e

existe interés a estudiar la existencia del limite en el sentido de LP(09) y
puntualmente en casi todo punto (con respecto a do) cuando la funcién g esta
en LP(092).

Sea Q un abierto acotado de IR" tal que 02 es Lipschitz. Esto significa

que existe un € > 0 tal que para cada Py € 09 existen un cubo C centrado
en Py de lado ¢, un sistema de coordenadas (z1,.. ., Tno1;zp) = (z!,z,) y una

funcién ¢(z!) = p(z1,...,24-_1) de clase Lipschitz tales que
PO = (010¢')O)0) = (O’ 50(0)),

CNaa = {(z1, p(zr)) : z1 € Cy}

donde

Co={z/: max |a]|<e/2}
i=1,...,n—-1

QNC={z, > p(zN}NnC.

-

Sea d: 00 x 92 — IR U {0} definida por d(&,m) =€ — n|"~1. Entonces
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) d{,n) =0<=¢=1.
i) d(&,n) = d(n,£).
iii) d(&,n) < K(d(¢,7) + d(7,n)).

Sea do el area en la superficie 0 extendida como una medida sobre la o—
dlgebra de Borel en 892. La estructura métrica y la estructura de espacio de
medida estan relacionadas. Sea

B(Po,r) = {QE@Q:d(Po,Q) <r}= {QEBQ3|P0~QI < rTfT}

Supongamos que 0 < r < (§)"~!. Sean C; y C; los cubos circunscripto e

inscripto, respectivamente, en la bola {y € IR" : |P; — y| < rT‘J'—T} con aristas
paralelas a las de C'y a los ejes coordenados en P,

Observemos que C2 N 90 C B(Po,r) C C1 N ON. Por consiguiente
a(C?NoN) < o(B(Po, r) < o(ChN 09).

Por otra parte

o(C*NoN) = / \/1 + [V(zr)|* dzr
z1€C,y2

n—1

> dreade Cy’=ar1=ar

o(C1NoN) = / \/l + |Vo(z)|* dzt
E/GCQl
<V1+M? dreade Cy' <pfr

Dado que 99 es acotado, existe R > 0 tal que B(P,,r) = 0QVr > R. Como
la funcién p(B(Po,r)) es creciente de r y las constantes @ y § no dependen
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de Py tenemos las siguientes estimaciones para pu(B(P,r)) : Existen constantes
Ay, Az y K, tales que

Ar <u(B(P,r)) si 0<r< K,

Agr >up(B(P, 1)) si r>0.

A2T

i

w(B(P,r))

|
|
|
l
| AlT'
|
|
|

B T

R

Veremos ahora que el nicleo K (&, n) tiene las siguientes propiedades:

(1.10) [K(&,n)] < ;VE,n € 0Q

C
d(€,n)

d(, &)°
(1.11) [K (€0, n) = K(& )]+ 1K (n,60) = K(n,§)] < CE(_E“%

para todos los £, 1,& € 99 tales que d(&,n) > 2d(&y, £).
La desigualdad (1.10) es clara:
€ —nl _ !
I [ (3% )
Demostracion de (2.2). Sean €,ny & € 0N tales que d(&,n) > 2d(&, €).

HE(€,m)| < Ca

(o —m).v(m) (£—n)v(n)
K(&o,n) — K(¢, =C, -
I (60 17) (€ 77); ' 150—77[" ]5"’7|” |
§o— 1 §—n 1 1
<C, _ ClEo — _
= IIEO—nln if-’}]"ls ]50 7)”|€0_nln |£—77In|

1 1 |l€=1n]—1 — 1]l 1€ — &ol
Cn—_ - <Cn b Cn—_——
Fon e € Tl S Cunlbo =l e T T e T
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con t entre |&o — 1| ¥ |€ — n]. El segundo sumando puede escribirse asi :

d(€,£0) ™
td(e, )R

que es de la forma requerida en (2.2) con § = ;‘—1_—1 Para obtener una estimacién
analoga del primer sumando, notemos que

1
lfo—nlsIE—nl+l¢’—€o|<|€~nl+2_1_

ne1

€ — nl = Cl¢ ]
por consiguiente ¢ ~ |{ — 75|

(1.12) El valor de borde de las derivadas del potencial de capa simple.

Sea Q un dominio en IR" con las mismas propiedades que en el ejemplo
anterior. Sea X = 0% d(€,1) = |€ — 5"~ ! y du = do = elemento de drea en
la superficie Q. Sea 0 < a < 1. Definamos

(1.13) sa(f)(g)=/)(z(§-’gf;dp(r,)

para f € LP(X,dp)([> 1). El potencial de capa simple de una distribucién de
cargas dada por una densidad f(n) en 02 es

si@)= [ o),

a le—nn=?

y se escribe en la forma (3.0) con a = ',:n———‘_"f para & en JS2.

(1.14) Lema: Existe una constante C independiente de £ € 092 tal que

dpu()

x d(&m)* ~

Demostracion:

du(n) dp(n)
x dE,me E /{

= Jaicagemy<zin A€M

S oo ulBE2)

§=—00

IA
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donde ig es tal que X C B(E, #). Por otra parte, dado que u(B(€,r)) < Aqr,
tenemos que

dp(n) 28 o (1
/d(gn)a— 24, Z Qm_uzgw <o

i=—oc

(1.15) Lema: Si f € L? para oo > p > 1 entonces So(f) € L? y
I1Sa(NIE (X, dp) < ClSIIE (X, dp)

Demostracién: La tesis se obtiene del lema precedente, elevando a la potencia
p y luego integrando la siguiente desigualdad:

£ ()] _ ISl _ _du(n)
Sa(@1 < [ g e dntn = [ Z 20

= (/x dl(%%%d#(u))l/p (/ﬁ%)l/q

Sea ahora z € Q. Entonces la funcién Sf(z) es diferenciable en = y

= [ =D so) dofete
:/ K,-(x,r))f(n) do(n)
an

Cuando nos proponemos estudiar el valor de a—ségr—(a en el borde de 2 estamos
frente a una integral de la forma

/ K36, m) £03) do(n)
an

donde I; satisface estimaciones de tamafio y regularidad analogas a (1.10) y
(1.11) en el espacio de tipo homogéneo (0, d, do).
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TEOREMA [MS1] : Sea d wna casi-distancia sobre X . Entonces cxiste
una casi-distancia d' equivalente a d , un nimero ae (0,1) yunacons

tante finita C tal que

(1.16) para toda terna Xx,y,z de elementos de X y para todo r>0

que satisfacen d'(x,z)<r y.d'(y,z)<r , vale la desigualdad

|d' (x,2) -d' (y,z)1<C re g n® .
Por consiguiente las bolas en la casi-distancia d' son conjuwitos abier-

tos.

Cuando un espacio de tipo homogéneo estd dotado de una casi-dis
tancia con la propiedad (1.16), se dice que el espacio es de orden o . In
cluiremos en esta definicidn el caso a=1 que ocurre cuando d' s una

métrica.

Enun espaciométrico, esclara lasiguiente propiedad: si ze B(y,r)
entonces B(z,r-d(z,y))¢B(y,r)eB(z,r+d(z,y)) . En los espacios de or-
den o es vaAlido un resultado andlogo que probaremos en el prdoximc lema y

usaremos en los capitulos siguientes.

(1.17)  LBEMA: Sea (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo de orden «
Sean k y C 1las constantes de (111)y (1.16) respectivamente. Entonces,
dados dos puntos z e y en X y un ndmero r>0 7relacionadcs porlade

sigualdad

(1.18)  d(z,y) <[C. (2)' 471/ ¢
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se tiene que

0%B(z,T-61 % d(z,y)* cBly,r) < B(z, T+ 81 *d(z,N% ,

para todo ¢ tal que cer) T ¥s s< tx/d(z, 1% .

Demostracidn: Cono

T-6 r1'°‘ d(z,y)a> r-L[r/d(z,y) 1¢ r1'°‘ d_(z,y)a =0,

es claro que B(z, r-§ r1'd d(z,y)a) #¢ . Tomando 2z=x Yy r=d(y,z) +E
para cualquier e>0 , en (1.20), vemos que C=1 . Por lo tantode (1.18)
se deduce que d(z,y)<r . Sea ue B(z,r-‘ér%ad(z,y)a) , entonces d(u,z)
<r y d(u,y)skfd(u,z) +d(z,y)J<Zk r , usando la propicdad de orden «

del espacio obtenemos
d(u,y) £d(u,2) + ()% ' d(y,2)®
<T+ [C(Zk)1'°‘—r5] i d@y,2)%<r ,

lo que implica la primera inclusidn en la tesis. Para verificar la segunda,
tomemos un punto u en B(y,r) .Esclaro que d(u,y)<r ¥y d(u,z)< 2k T,

aplicando nuevamente la propiedad de orden «a del espacio, se tiene que

d(u,2) < d(u,y) + €20 7 1Y dgy,2)%<r+ s ¢ % dly, 0,

esto significa que B(y,r)<B(z,r+3 p1 e d(y,z)?)‘ . . C.Q.Db.

Interesa especialmente una clase de espacios de tipo homogéneo
para los cuales la medida de una bola de radic r , es proporcional a T .

Mis precisamente, en [MS2] se da la siguiente definicidn.:
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Un espacio de tipo homogéneo (X,d,u) es normal, si existen cua

tro constantes positivas y finitas Ay, Ay, K], Ky s K,s1s< K1 tales que
(1.19) A] r<su(B(x,r)) si rsK] u(X)

(1.20)  B(x,r) =X si r> K u(X)

(1.21) A, T2 u(B(x,1)) si vz K, u({x})

(1.22) B(x,r)={x} si r<K, u({x}) .

En [(MS1] se demuestra que dado un espacio de tipo homogéneo tai
que las bolas son conjuntos abiertos, si se toma como distancia entre dos
puntos diferentes el infimo de las medidas de bolas que contienen a ambos
Yy se conserva la propiedad dfx,x)=0 , se obtiene un espacio de tipo ho-

mogéneo normal con la misma medida y topologia.

(1.23) Ejemplo: Sea p:R —> R v {0} la funcidn definida por

0 si x=40
o(x) = { 2ixi-20  si 2sixj<3.237]
| 231 si 3.2 1< xj<c2dt

es, claramente, una funcidn Lipschitz. Sea X=IR , m 1la medida de Lebes

gue y d: XxX —> et {C} definida por d(x,y)=p(x-y)} . Es claro que

IX-yl'sd(x,y) s 2ix-yl ,

por lo tanto (R,d,m) es un espacio de tipo homogénco ncrmal. Ademis, co-

mo p es Lipschitz, d es de orden 1. Sca €>0 , entonces
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B(0,2+€) - B(0,2) = {x:2sp(x) <2+¢}
> {x:3/2s |x]<2},

por consiguiente m(B(0,2+¢€) - B(0,2)1>1/2 independientemente de € . De
modo que, en este espacio la medida de una corona no tiende a cero al ten-

der a cero su amplitud.

Es preciso observar que si bien las funciones continuas y los es
pacios ‘1P son los mismos sobre (R,d,m) que sobre (R,|+i,m) 1ias pro-
piedades de (R,d,m) son insuficientes para la acotacidn de operadores in
tegrales que cuedan definidos de un modo natural en términosde la casi-ais

tancia del espacio. En el Capitulo III se darin ejemplos de estos hechos.

Sin embargo, como veremcs en los capitulos siguientes, 1la situa-
-i6n es diferente si se cuenta con la siguiente propiedad que en espacios
de tipo homogéneo reemplaza a la relacién que existe en R® entre la medi

da de una corona y su amplitud:

{P) existe una constante finita C tal que

uB(x, r+s))-u@Bx, r))sCs

para todo XxeX , rys‘is+ .

Lo mismo que la de orden «, la propiedad (P) tampoco subsiste
por cambio de casi-métricas equivalentes, pero a diferencia de aquella, in-

volucra las dos estructuras del espacio.
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CAPITULO II

En este capitulo (X,d,u) es un espacio de tipohomogéneo nonnal

y k es la constante de la desigualdad triangular

Un niicleo de Calderdn-Zygmund en R acotado sobre la esfera uni
taria, escrito en términos de la distancia normalizada de ese espacio, es
el modelo para los niicleos singulares que se consideraran aqui. Supondremos
en general que K:XxX —> R es una funcién medible que satisface la si-

guiente mayoracidn
(2.1) existe C>0 tal que [K(x,y)! st(x,y)_1 para Xx=y .

Menos uniformes serdn las condiciones de suavidad en el nicleo,
en algunos casos (tipo (2,2) y acotacidén en 1P con pesos) se requerirduna
estimacidn puntual del tipo considerado en [MS3] en la primera o en la se-

gunda variable de K

(2.2) existe oae (0,1) y C>0 tales que si d(x,y)_> 2d(y,z)

se tiene que
» % N1 -1-a
a) “\(Y’X) - }\(st)l <C d(Y>Z) d(x’Y)
. o ) -1-a
b) I}\(X;Y) - K(X,Z) i<C d(}’,Z) d(k:}’) ’
o bien, mis generalmente

(2.2%) existe C>0 vy una funcidn creciente Y . R" — R
tal que [ w(t) t ' dt<w ysi d(x,y)> 2d(y,2)
0

se tiene que

175



. -1
a) IK(y,x) - K(z,x)| £ C d(x,y) Vptd(y,z) d(x,y) "3

- -1
b) 1KGG,y) - K(x,2)1€C d0x,y) 7 vld(y,2) dey) ™3,

en otros casos serd suficiente la mis débil

2.2 existe C>0 tal que

a) IK(y,x) - K(z,x) | du(x) <C
d(x,y) >2d(y,z)

b) IK(x,y) - K(x,z)] du(x)<C

d(x,y) >2d(y,z)

En lo que respecta a las propiedades de cancelacidn del nficleo,

se considerardn dos tipos
(2.3) para todo par de ntmeros R>r>0 , se tiene que

a) | K(x,y) du(y)=0 , para todo xeX
T <d(x,y) <R

b) | K(x,y) du(x)=0 , para todo yeX,

T <d(x,y) <R
o las mds débiles andlogas a las de [BCP] y [R]

(2.3") para todo par de nimeros R>r>0 , se tiene que

a) | J K(x,y) du(y)i es acotada uniformemente en X,T
T sd(x,y) <R
y R , ademis Jf K(x,y) du(y) converge uniformemen
r <d(x,y) <1

te en X cuando r tiende a cero ,
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b) IJ K(x,y) du(x)| es acotada uniformemente en vy,r
r sd(x,y) <R
y R, ademds ( K(x,y) du(x) converge uniformemen
T <d(x,y) <1

teen y cuando r tiende a cero.

En este capitulo se estudiardn los problemas de acotacién en LP

y tipo débil (1,1) para el operador con niicleo K truncado en coronas

G0 k00 - KO,Y) £0) duy)

r <d(x,y) <R
el operador limite puntual y en 1P » Kf y el operador maximal asociado
K* £

§.1 ACOTACION EN L%

En [CW] se obtiene el tipo fuerte (p,p) y débil (1,1) de un ope-
rador integral que es acotado en L2 y que satisface lacondicidn (2.2'".b),
para demostrar este resultado se hace uso de un lema tipo Calderdn-Zygmund.
En el caso clédsico la acotacidn en L2 se obtiene recurriendo a la trans-
formada de Fourier en la que estd involucrada 12 estructura algebraica del
espacio. Existe otra técnica para cbtener el tipo (2,2) con un ndcleo de
Calderdn-Zygmund, es debida a Cotlar (ver [Col) y se basa en el siguiente

lema general sobre operadores en espacios de Hilbert.

LEMA DE COTLAR: Sea H un espacio de Hilberty T,, T

‘] bl 2’ * ey TN
una sucesidn finita de operadores lineales y continuos d¢ H en H . Sea
1/2

@ . . * .
c:2—> [0,=) tal que J__ c({) =A< | Si T, es el adjunto de T,

* *
y si HTiTjI!sc(i-j) y HTiTszc(i—j) , entonces
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N
Il T;hsA.
i=1

Esta versidn del lema y una demostracidn pueden hallarse en [G].

Para el caso de un operador integral singular en un espacio de
tipo homogéneo puede aplicarse este lema prescindiendo de la estrucﬁura al
gebraica, pero exigiendo una propiedad geométrica adicional al ¢spacio: la
propiedad (P) presentada en el capitulo 1. Esta propiedad se requiere para

obtener el proximo lema.

Para cada nimero entero 1 , X.

i denotari la funcidn caracte-

ristica del conjunto

() e XxX: 2t dmx,y) < (20

y l(i la truncacidn KX del nlcleo K

(2.5) LEMA: Supongamos que (X,d,n) tiene las propiedades (P) y de or
den o . Sea K un nicleo singular que satisface (2.1) y (2.2.a), enton-

ces existe una constante finita C tal que

(2.6) J 1K (7,%) - K; (2,%) | du(x) <€ (2K) 7t agy,n®
X

Demostracidn: Observemos en primer lugar que, salvo un caso tri-

vial, la propiedad (P) asegura que no puede haber puntos cuya medida sea po
sitiva, entonces por la normalidad, la medida de una bola de radio r es-

t4 acotada por una constante veces T

Sean y,zeX e 1 un entero y sea C la constante de la desi-

gualdad (1.16) que por hipbtesis es satisfecha por la casi-distancia d .
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Consideremos dos casos segfn el orden entre (2k)* i d(y,z)™® y 4c(2K) 1-a

2.7 Supongamos que (2k)*'d(y,z) %= 4C(2k)1'q . En este caso la es

timacidn (2.6)Aes consecuencia de (2.1), en efecto

[ 13 030K, (2301 w003 [ 1 001 a0 + [ 15 (2301 du)
X X X
-1
<c | | dy,xJ " du(x)
(@0 2w,y <@t |

+C d(z,x)_1 du(x)
(2Kt < d(x,z) < (2K
<c (2071 uBgy, 2]

+C (207 uB(z, (201,

el Gltimo témmino estd acotado uniformemente en v,z e i con una cota que
s6lo depende de las constantes del espacio, y de la constante de (2.1), en

tonces de (2.7) se deduce (2.6).

(2.8) Supongamos que (Zk)o‘i d(y,z)_a> 4C(2k)1'°‘ . El miembro izquier
do de (2.6) estd mayorado por una suma de dos integrales, unade las cuales
contiene la informacién sobre la suavidad del nlcleo, la otra involucra la

geometria del espacio,

[ K; (7,0 K (2,301 dux) = J TK(y,3) - K(2,50 % (7,%)
X

*K(z,x) D25 (y5%) - %3 (2,) 2 du ()
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< lK()’,X) 'K(Z,X)‘ d].l(X)
2Kt < dtx,y) < (2!

J (2,301 1 (70%) - %3 (2,301 du(x)
X
= (I)+ (I1) .
Para acotar (I), observemos que si x es un punto del dominio de integra-
cidn, entonces
dxy) = (20> diy,z) tacr) ' 3% 2dgy,2)

por consiguiente puede aplicarse la hipdtesis (2.2.a) sobre el nicleo para

obtener
(1) £ Cd(y,z)* dx,y) % dux)
(200 < dCx,y) < (2017
<Cdly,n® ) 2t -ca @t dy, 2,

que es el tipo de estimaci6n necesaria. Por otra parte, es claro que

(11) = j K(z,%)] du(x)
Ai(y,z)

donde b, (y,2) = [B(y, @011 - By, (20D arB(z, 0™ - Bz, (20N
A denota la diferencia simétrica. Usaremos el lema (1.1%) para incluir

Ai(y,z) en una unién de dos coronas centradas en z . Sean Tq= (Zk)i y

T,= (Zk)1+1 entonces, por la hipdtesis piesente sobre la relacidn entre

y,z, € i , se tiene que
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d(Z,)’) < [4C(2k)1‘a]-1/a (Zk)i< [C(Zk)1-a]-1/a r1

< [C(Zk)1-a]-1/a rz ,

esto significa que, tanto T, como T, estan en la hipdtesis (1.1%.) del

lema (1.17) respecto del par z,yeX . Si elegimos &= 2C(2k)1'°‘ , tene-

mos que
o2 e s<xf dlz,) < 1G d@n ™,
por lo tanto, si

2kt - s (200 qez, e

14
1}

by = (2K + 520 1 a2,y

son validas las inclusiones
(2.9)  B(z,a5) < B(y, (2K)1) < B(z,b,)
(2.10)  B(z,a5,1) < By, (2K DeB(z,by,,)

Por otra parte, es claro que

(2.11)  B(z,a) Bz, (2 Y < B(z,b,)

(2.12)  Blz,3;,) =B(z, (20 HeBz,b,, )
Observemos ademids que

2.13) Bz, 20Y e By, (201

(2.14)  B(y, (201 e B(z, (201 |

en efecto, si ue B(z,(Zk)l) » usando nuevamente (2.8) se tiene que d(u,y)

< kd(u,2) + (2,1 1<k (20 + (20 11= @M | 10 que prueba (2.13). De
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las inclusiones (2.13) y (2.14) sigue que

85 (7,2) = [B(y, (2) ™) 8B(z, (0 )10 18Oy, (20Y) 4Bz, (207 1,
que, por (2.9) a (2.12) resulta contenido en
(B(z,b;,) - B(z,ai+1)]tJ[B(z,bi)-B(z,ai)J .

Entonces, por (2.1) la integral (II) estid acotada por

C J d(x,z)| du(x)+CJ d(x, 2y ! du(x)

a;,qsd(x,2)<b; a; <d(x,z) < by

SCal} Lu(B(z,by,))-WiB(2,a5,1)) 1+ Ca] 'Lu(B(2,b;))-u(B(z,a;)) ]

el miemhro derecho de esta desigualdad puede mayorarse usando la propiedad

(P), las definiciones de a. vy bi , la eleccidén & vy

i (2.8), con lo que

se obtlene

TY _] Y _,-1
(11) =Clag 4 (b, 4 -3 ,4) * 4, '

i+ (55 - 25)]

282k 40, 1y 26217179 g7,y
=C ’

+

, ._’g_,1 ) re o .]_ N N _ H
|2 @I g v b st (-0 g, o

SC M d(z,y) 01- 625 d(z,y!

<CR™E dez,y® .
C.Q.D.
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Observemos que si en lugar de la condicidn (2.2.a), el nicleo sa
tisface (2.2.b) se obtiene una desigualdad andloga a (2.6) salvo que la in

tegral se efectlia respecto de la primera variable de K

En el siguiente teorema se demuestrala acotacién uniforme en L‘2

del operador KR r definido por (2.4).

(2.15) TEOREMA: Sea (X,d,u) como en el lema (2.5) ¥y X un nicleo sin
gular que satisface (2.1), (2.2) y (2.3). Entonces KR r ©s acotado como

operador en L2 con norma independiente de R y r

Demostracion: Notemos en primer témmino, que todo espacio de ti-

po homogéneo es o-finito en el sentido de la medida Y por consiguiente po
demos aplicar los teoremas de Fubini y Tonelli. Para fe L2 y xeX , la
funcién Kj (x,y) £(y) es absolutamente integrable en la variable v . En
tonces | Kj (x,y) £(y) du(y) define una funciénde x que denotamos Tj f(x) .

El operador Tj es lineal y continuo como operador en L2 , en efecto, por

la desigualdad de Schwartz y (2.1) son validas las siguientes mayoraciones

IT. £601° < {f 1K (x,y) 1172
j 1

£0)1 1K 0, 1172 du(yy?
<LK G TTEO T dut) 4 1K Goy) | du(y))
X x

SCIX !Kj(x,y)lsf(y)lz du(y) ,

integrando en la variable x , invirtiendo el orden de integracidn y usan

do nuevamente (2.1), obtenemos

1T €280 £GP 1K, (o)l duColu(y)<ClE 1
J 2 X X J
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El adjunto de Tj es el operador integral con nficleo Rj (x,y) = Kj y,x) ,

es decir
T;.' gx) = f KJ- (y,x) g(y) au(y) ,
X

con ge L2 . Para aplicar el lema de Cotlar, es necesario acotar las nor-
&
3 y T; Tj . E1 teorema de Fubini pemmite es-

*
cribir Ti Tj como operador integral con niicleo

*
mas de. los operadores T.T

fXKi(y,X) Ks(y,2) duly) ,

en efecto, si £ es una funcidn de L2 se tiene que

’

ﬁ%ﬂﬂ=&ﬁWMTﬂh)®m
= [ K00 1] K2 £2) du@) )
X X

= J {Jf Ki(y,x) Kj(y,z) du(y)} £(2) du(z)
X X

% -
En consecuencia, es claropor ladesigualdad de Schwartz que IT.l T 3 f(x) 1 2

€5t mayorada por

2.16) ] |

,
K x) K5 o 1£(2) 17 du(2))
X X

] K 000 K O,2) dutn)l du(z))
X ‘x * J

necesitamos estimar la integral de esta funcidén de la variable x ,cones

te fin consideraremos dos casos segin sea iz2j o j>1i
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a) i2j . El segundo factor de (2.16) estd acotado de manera uniforme en
i,j y x en virtud de la propiedad (2.1) del ndcleo. Por lo tanto, usan

do la hipGtesis de cancelacién (2.3), el lema (2.5) y nuevamente (2.1),

tenemos que

uT’-‘T-fuzsc[{HK-cy x) K (y,2) du(y) 11£(2) 12 du(2)} du(x)
13772 1+ 1’

= 1] 1o, 070K (2,300 (7, 2) Ay 1 £ () au )
<cfigar [ix, 032115 07,00 K (2,301 & () du(y) dn(2)

<C J ()2 dly, 2% 2k du(y) du(z)
(2kY<d(y,z)<(2kp*]

<c ot @I (g9t flig

-ali-j|

= C(2k)

gl

Como la desigualdad obtenida es vidlida para toda f en 1 concluimos

. colicil /2
que || Tiijlls C(2k) oli-jI/

b) i< j . En este caso estimemos mejor el segundo factor de (2.16). Para
ello procedamos con €1 como se hizo con el primero en el caso a). Esto

es, aplicando (2.3), (2.5) y (2.1) se tiene que
. . . f (, . Vo oy
JI Kily,x) Kily,2) du(y)idu(z) = R TR Gy, 2) - R (X, 2T du (v di (2)
:[lKi(y,x)q[Kj(y,z)-Kj(x,:){du(:) du(y)
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<[ ey e auy
(20 s d(x,y) <2k

s ¢ (2k) el

Entonces, por la estimacién (2.16), es claro que

T T3 05 € ™12 [k, [IKity,01 €0 dty) dua)
sca el
de modo que también en este caso obtenemos
IITI Tj l<cC (Zk)-ali-j 1/2

Por la simetria en las hipdtesis sobre el nicleo es valida la misma acota-

*
cidn para I]'l'i Tj Il

Si £ es un nimero enteroy c(£)=C (Zk)'("lzl/2 , se verifica

1/2

que Ic(L)'“=A<= |, mor consiguiente para i<j el lema de Cotlar permi

te concluir que

3
}

1] Tel<A
=i

Sean r y R tales que 0<r<R<e , existen enteros i Y J de modo que

@otsr< @0y @0 cr< 207" entonces

j-1
Kp,r £(x) = [ _ K, y) £(y) du(y) + ] T, £(x)
‘(2 < d(x,y)<r Leiv]

+{ ~K(,y) £(y) du(y) .
ed(x,y)< (20!
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Por lo tanto, para obtener la tesis serd suficiente que los operadores defi

nidos por el primero y tercer términos en la igualdad anterior, sean acota-

dos en L2 uniformemente en R y 1 . Esto ocurre, pues ambos estén domi
nados superiormente por la funcidon maximal de Hardy-Littlewood de f . Vea

mos por ejemplo el primero de ellos

| K(x,y) £(y) du(y) |
(2K)7 =d(x,y) <R

scf di,y) " IEG) | du(y)
(2K) =d(x,y) < (2k)3*T

<cezx)J I £ dey)
B(x, (2k)3%h
<C.Mf(x)

C s6lo depende de las constantes del espacio y de la constante de (2.1)

C.Q.D.

El hecho de que el orden del espacio y el expcnente en la condi-
cidn (2.2) coincidan no es restrictivo. En el caso de ser diferentes, ambas

propiedades se verifican para el minimo de estos dos nimeros.

Es claro que el mismo resultado del teorema es valido para el ope

rador adjunto

-~

(2.17) KR’rf(x) = K(y,x) £(y) du(y)

T <d(x,y) <R
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§.2 ACOTACION Y CONVERGENCIA EN 1P . TIPO DEBIL 1,1

Como se mencionS en §.1 , para obtener los tipos fuerte (p,p)
y débil (1,1) de un operador integral que es acotado en L2 , es sufi-
ciente que el nicleo satisfaga una propiedad del tipo (2.2'".b) . Ademas

las normas en LF y en L1 débil del operador ‘szpenden s6lo de la norma

en L2

y de la constante de (2.2")(ver (2.4)enel Cap.III.de [CW]). Como co
rolario de este teorema de Coifman y de Guzmin se obtiene el siguiente

resultado relativo al operador truncado KR r -
2

(2.18) TEOREMA: Sea (X,d,u) tal que para cada x ¢ X la medida del
conjunto {x} es cero. Sea X un nidcleo singular que satisface (2.1) y
(2.2".b) tal que KR,f es acotado en L2 uniformemente en R y r . En
tonces, si 1<p<2 y fe 1P se tiene que

b K fllps Cp £ Hp

R, T

Si fel
. . . -1

blxeX: kg £GII> A sCoaT Il £

con Cp Yy C1 independientes de R, r y f .

Demostracitn: Por la observacidén precedente, el teorema estari

probado si se demuestra que el nficleo KR . (x,y) =K(x,y) . XR r(x,y) satis
’ ’ -
face (2.2".b) con constante independiente de R Y T, X r(x,y) denota

la funcifn caracteristica del conjunto
{(x,y) e XxX: r<d(x,y) <R}

Procediendo como en la dercstracién del lema (2 .5), obtenemos
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Ky (x,2) - KR,r(x,y)l du (x)
a(x,y)>2d(y,2)

.

< xR’r(x,Z)lK(x,Z)- K(x,y) | du(x)
d(x,y)>2d(y,2)

p

. KGoY | Ixp (62) = 3 060 | dulx)

d(x,y)>24(y,2)

la primera integral estd uniformemente acotada, pues K satisface (2.2".b).
Para estimar la segunda integral, observemos que su dominio de integracién

estd contenido en [B(y,R) AB(z,R)1u[B(y,r) AB(z,r)], entonces por (2.1)

queda mayorada por

c dx,y) "' du( + C d(x,2) " dugx) .

B(y,R)AB(z,R) B(y,r)0B(z,1)
a(x,y)>2d(y,z) d(x,y)>2d(y,z)

Para acotar una de estas integrales, por ejemplo la primera, supondremos

dos casos seg(n el orden entre R 7y 2kd(y,z) :

a) Rs2kd(y,z) . Es claro que

(2.19) de,y) ™ du) <dly,2)” " WB(Y,R) A B(Z,R)]
B(y,R)AB(z,R)
d(x,y)>2d(y,z)

si xe B(z,R) se tiene que

d(x,y) < k[d(x,z) +d(z,y)] < 3k° d(y,2) ,

189



lo que significa que B(y,R)AB (z,R) estd contenido en B(y,3k2d(y,z)).
Este hecho junto con la normalidad del espacio y la hipbGtesis sobre la

medida de los conjuntos unitarios permite acotar wmiformemente el miem-

bro derecho de (2.19).
b) R>2kd(y,z) . En este caso son vidlidas las inclusiones
B(y,R/2k) < B(z,R) < B(y,2kR)

por consiguiente B(y,R) AB(z,R) estd contenidaen B(y,2kR)- B(y,R/2k)

y la integral a estimar estd mayorada por

d(x,y) " du(x)
B(y,2k R) - B(y,R/2k)

que resulta acotada uniformemente. C.Q.D.

Observemos que si el ndcleo K satisface la hipbtesis (2.2".a)
en lugar de (2.2".t), el teorema (2.18) puede aplicarse al niicleo adjunto
K(x,y) = K{y,x) y por dualidad se obtiene el tipo fuerte (p,p) para

2<p<e del operador KR,r .

Como en el caso cldsico, para obtener resultados de convergencia
de los operadores truncados KR,r cuando r tiende a cero y R a infini
to, es {itil saber que un espacio de funciones suaves es denso en 1°. En
el contexto de espacios de tipo homogéneo estdn bien definidas las clases
de funciones Lipschitz, este tipo de suavidad es suficiente para nuestros
propdsitos. Si la medida es regular, la densidad en LP de una de tales

clases es consecuencia de la propiedad (1.20) de Macias-Segovia.
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(2.20) LEMA: Sea (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo que es regular
en el sentido de la medida. Entonces existe Be (0,1) tal que las funcio-

nes de clase Lipschitz B con soporte acotado son densas en 1P y, 1Sp< =,

Demostracién: Si fe LP y £20 , entonces, como X es unién

numerable de bolas concéntricas, existe una sucesién {fm} de funciones
simples con soporte acotado, O0=< f1 <...8 fms ...sf tal que 1imfm(x)=f(x) .
Esto reduce el problema a aproximar funciones caracteristicas de conjuntos
medibles acotados por funciones de clase Lipschitz con soporte acotado. Co
mo se menciond en el Capitulo I, para algin Be (0,1) existe una casi-dis
tancia p de orden B equivalente a d . Sea E un conjunto medible y
acotado en X y e€>0 . Por la hip6tesis de regularidad de la medida res-
pecto de la topologia del espacio, existen K y G un compacto y un
abierto respectivamente tales quz KcEcG y u(G-K)<e . Es claro que

G puede elegirse acotado. Si G' denota elvcomplemento de G y p(x,A)

= inf {p(x,y) : ye A} , la funcidn
g(x) = p(x,6") [p(x,G') + p(x,K)3

vale uno sobre K | cero fuera de G , toma valores entre cero y uno y es

de clase Lipschitz B . Entonces

I Xg -~ 8 Hg = J IXE(X) - g(x) Ip du(x) < 2P J du(x) < 2Pe
G-K
C.Q.D.

(2.21) TEOREMA: Sea (X,d,u) regular en medida y tal que para cada

xe X la medida del conjunto {x} es cero. Sea K un nfGcleo singular que
satisface (2.1), (2.2".b) y (2.3'.a) tal que KR,r es acotado en L2 uni
formemente en R y 1 . Entonces si 1<ps2 y fe LP , existe el limite
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en norma LP de Kp rf cuando r -0 y R+« , Si se denota por Kf

9

este 1limite, se tiene que

V£
I K£ Hp SCp I llp

Demostracién: Si R.,>R1>1>r1>r2>0 , felIP y g es una

funci6én de clase Lipschitz B8 con soporte acotado, aplicando el teorema

(2.18) obtenemos

f £l =K f+X £
g, PRy Bl TpT Ry 7P

A

-

I K (f-gIl_+ I K (£f-H
1212 P Rer1 P

K el Ky g gl

A
(a8

Gl f-glyr UK gl

Por el lema {Z.20) puede elegirse g de clase Lipschitz B con soporte

acotado de modo que i f-g ”p sea arbitrariamente pequefio. Por otra parte

la desigualdad integral de Minkowski permite obtener la

siguiente mayoracién

K [ f p 1/p
b Z’P E ” B j! jJ K{X:Y) g(Y) dU(Y)i du(x)}
X R1Sd(X9Y)<R2
f -p 1/p
scf lg(y) I{] dix,y) du(x)}  du(y) SCR‘(T-p)/p gl
X Ry=d(x,y) <R,
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como p>1 es claro que || K g ll., tiende a cero cuando R, crece a
RpRy™ P ‘

infinito. Finalmente, haciendo uso de la propiedad de cancelacién (2.3'.a)

de K y de la suavidad de g es posible estimar || K. r. 8 ”p , en efec
1772
to
Krvrzg (x) =f K(x,y) [g(y) - g(x)J du(y)
rzsd(x,y) <r,
+g(x) f K(x,y) du(y) ,
rzsd(x,y)<r1
por consiguiente, en virtud de (2.1) es valida la desi-
gualdad
B-1
K. . gisc| dx,y)  duly)
T1:12
rzsd(x,y)<r1
+C| f K(x,y) du(y)!
rzsd(x,y) <ry
cexfac | K(x,y) du(y)|
1"25d(x,y)<r1

Por lo tanto !Kr r. 8 (x)| es acotado y convergente a cero uniformemente
1°°2

cuando T tiende a cero. Sean erX y R>0 tales que sopch(xo,R) ,

como Ty <1 se tiene que

P P
1 = K
i K:r],rzg Ilp J - ’rzg (x)!  du(x)
B(xo,Zk R)
Entonces || K g Il tiende a cero cuando r, tiende a cero. La desi-
ry,T° P 1

gualdad de la tesis es consecuencia del teorema (2.18). C.Q.D.
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Observemos que si ademis de las hiptesis del teorema (2.21), K

satisface (2.2".a), se obtiene el resultado para 2<p <= . Si K también

verifica (2.3'.b), existe K 1imite en 1P de los operadores KR, ; Y va

' X £ -
le la desigualdad |l K£ IIPS Cp il llp
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