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PREFACIO

Estas notas corresponden a una serie de conferencias impartidas en
la Universidad Nacional del Sur en Septiembre de 1986 con una ayuda de la
Subdireccibn General de Cooperacion Internacional del Ministerio de Educacidn
y Ciencia de Espafia,

Quiero agradecer a la Universidad Nacional del Sur el permitirme dar
estas conferencias de Analisis Armbnico en un ambiente tan extremadamente

agradable.

Madrid
Rgosto 1887.



SUMMARY

We study vector-valued Calderdn-Zygmund theory on spaces of homogeneous
type. This study allows us to obtain in this context the Fefferman-Stein
theorem concerning with the vector-valued inequalities for the Hardy-Littlewood

maximal operator.

Moreover, given the parabolic differential equation

72 - (<020 = 7,

where P(g) = P(£1, cee s gn) is an homogeneous polynomial of even degree m such

that P(&) has negative real part for real &, we obtain that

0

t-e
lim ¥ I J J S(x-y,t-s) f.(y,s) dy ds - D% u.(x,t)
. J X ]

e+ 0 j=1 0 R"

1]
]

a.e. (x,t) for (F.) e LP (R™x(0,2)), 1 s p<ow, 1 < <oz (0 oee » a)s
J 19 1 n
@ + .. +a =m, where s(x,t) = DgF(x,t) and I'(x,t) is a fundamental solution

of the equation %% = (-1)m/2P(D)u.

Finmally if U, V are topological spacesrand'a, B are positive Borel measures

on the product spaces R' x U and R" x V respectively.

Given set functions ¢ and ¢ we define the maximal operator

Tf(x,v) = sup T%T J |f(y,su) | da(y,u)
Q: (x,v) € ¥(Q) o(Q)

some vector-valued inequalities are obtained.
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INTRODUCCION

El propdsito de estas notas es exponer algunas aplicaciones recientes de
la teoria de los operadores de Calderdn-Zygmund.

En cierto modo podria decirse que constituyen una continuacidn de
la monografia Integrales Singulares Vectoriales. Algunas aplicaciones de
una version actualizada de un resultado de A. Benedek, A. P. Calderon y
R. Panzone. Esta monografia lleva el nimero 12 de la presente coleccidn
y nos referiremos a ella a través de la abreviatura ISV.

La organizacidn de las notas es como sigue:

En la seccién 1 se describen los espacios de tipo homogéneo que seré
el ambiente general en el cual daremos varias aplicaciones. A continuacidn
se establece una descomposicién de Calderdn-Zygmund. Esta descomposicidn
(parte e idea esencial de la seccién 1) permitird el tratamiento con pesos
de los operadores de Calderdn-Zygmund. Se da un ejemploc para ver que otras
descomposiciones de Calderdn-Zygmund no son adecuadas para el tratamiento
con pesos de los operadores de Calderdn-Zygmund.

En la seccidn 2 se establecen algunos teoremas de acotaciones vectoriales
para operadores de Calderén-Zygmund, en espacios de tipo homogéneo. En
las aplicaciones gue vamos a hacer no tememos acotaciones con pesos, sin
embargo para la demostracidén de los teoremas si gue hacen falta acotaciones
con peso (ver proposicién 2.4) y es ahi donde juega un papel crucial la
descomposicion de la seccidn 1.

En la seccibn 3 se demuestra en primer lugar el tecrema de acotacidn

vectorial para el operador maximal de Hardy-Littlewood. Este teorema es

debido a Fefferman y Stein en el caso de R" y una demostracidn utilizando
ideas de integrales singulares puede verse en ISV. A continuacidn se ve

gue el operador

£+ Df = D%,
X

con u y f ligadas por la ecuacibén parabblica %%-- (—1)m/2P(D)u = f, es

un operador de Calderén-Zygmund en un espacio de tipo homogéneo y por tanto
satisface unas buenas acotaciones, ello permite dar sentido a algunas de
las derivadas de u.

Los potenciales de Riesz en espacios de tipo homogéneo- son tratados en
la seccidn 4. La consideracién en espacios producto de estos potenciales

junto con un resultado de A. Benedek y R. Panzone permiten una visidn nueva
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de algunos resultados sobre ecuaciones de Navier-Stokes.

La seccidn 5 y Oltima estudia un operador maximal general que incluye
como casos particulares otros conocidos. Se estudian acotaciones con peso
y vectoriales. Es de destacar que para el estudio de acotaciones vectoriales
se hace uso de una teoria de operadores de Calderdn-Zygmund que aplican
funciones de una variable en funciones de varias variables, ademds la condicidn
de suavidad del nicleo (condicién de Hormander) debe de ser modificada ligera-
mente, ver teoremea (5.20).

Todos los resultados expuestos son fruto de trabajo conjunto con mi

amigo y colega Francisco Ruiz.
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1. ESPACIOS DE TIPO HOMOGENEO. DESCOMPOSICION DE CALDERON-ZYGMUND.

Sea X un conjunto. Una seudométrica p en X es una funcidn p: X x X =+ [0,)

tal que
i) p(x,y) =0 siy soclosix-=y
ll) p(x,y) = Q(Y,X) ysX € X

iii) Existe una constante k 2 1 tal que

A

P (xsy) s kip(x,2) + p(z,y))  X,ysx € X.

Llamaremos bola con centro x y radio r al conjunto
B(x,sr) = {y € X: p(x,y) < r}.
Dado A > O denotaremos por AB(x,r) a la bola B(x,Ar).

(1.1) DEFINICION. ln espacio de tipo homogéneo es un espacio topoldgico
X dotado de una seudoméirica 0 y una medida de Borel u tales que

L) La familia {B(x,2): x € X, ~ > 0} es una base para La topologia de X.
L)  Existe una constante C > 0 tal que

W B(x,22)) s Cu(B(x,2)) x¢€ X, »> 0,

Siempre gue se habla de espacios de tipo homogéneo se cita como referencia
basica a [7]. Sin embargo podria decirse que, dada la cantidad y calidad
de los trabajos que sobre este tema han publicado distintos autores argentinos
(ver la lista de referencias), nos encontramos ante algo que podria llevar

el sello de "Industria Argentina".

El siguiente lema de cubrimiento puede verse en [7]

(1.2) LEMA. Sea &€ un conjunto acotado de X y sea {Bl(x,2(x))s x € £} un cubri-
miento de &, Entonces existe una sucesidn de bolas disjuntas
{B(xi,a(xijj: i=1, 2, ...} y una constante k que s0lo depende del espacio

tal que La Lamilia {B(Xi'kﬂ(xi)): L=, 2, vo.} es un cubrimiento de €&,

Dado un conjunto Q, denotaremos por |Q| la medida p(Q) y por LE(X)

(donde F es un espacio de Banach) el espacio de Bochner-Lebesgue de funciones



valoradas en F, fuertemente medibles y tales que J "f(x)"? du(x) < 4w, Si
X
A = C escribiremos simplemente LP(X).

(1.3) DEFINICION. Sea £e X » C una funcién integrablle en folas (es decin
Localmente integrable). Se define el operadon maximal de Hardy-Littlewood

como

M) = supl Tarr jB( 120c)| du(y): 2> 0)  x e X

X, 1)

Es bien conocido, ver [ ], que el operador maximal de Hardy-Littlewood

es acotado de LP(X) en LP(X) si p>1yde L1(X) en L1(X) - débil,

Ademas, si suponemos la existencia de algin adecuado conjunto denso
(por ejemplo las funciones continuas con soporte acotado) entonces se verifica
el teorema de diferenciacidn de Lebesgue. Supondremos que nuestros espacios

de tipo homogéneo son tales que satisfacen esta condicidn.

(1.4) Ejemplos de espacios de tipo homogéneo.

(1.4.1) X = R", d(x,y) = |x - y| donde |.| es una norma en R", 4 = medida

de Lebesgue.

n Q.

(1.4.2) x=R", d0Gy) = I Ix, -y, |t

| *y 0<a, <o, y = medida de Lebesgue.
i i i i

“r e 2y, u(@) =2y a2ty <2k - 2.

(1.4.3) X = {2
(1.5) NOTA. El objetivo es producir una teoria de integrales singulares
paralela a la desarrollada en I.S.V. All{ la herramienta bisica era la des-
composicién de Calderdn-Zygmund, para producirla se hacia uso de los cubos
diddicos. En el caso de los espacios de tipo homogéneo no existen cubos
diddicos por tanto la descomposicidn debe de intentarse por otro camino.

Usualmente, ver [7], se hace una descomposicién de Whitney del conjunto

EA = {x: MF(x) > A}.

i

Para ello dado x ¢ E, se escoge la bola B(x,r(x)) donde r(x) es esencial-

mente-%p(x,Ei). Posteriormente se aplica el lema de cubrimiento (1.2) y
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asl se tieme una familia de bolas que permiten llegar a una descomposicidn de

Calderdn-Zygmund Gtil para una teoria de integrales singulares sin pesos, ver[7].
Puede verse en I.5.V. que uno de los puntos claves en la teoria con

pesos era que los promedios que aparecian en la descomposicidn clisica satisfa-

ciesen

Utilizando la descomposicién de Whitney, esto puede fallar en los

espacios de tipo homogéneo. Para verlo basta tomar en el ejemplo (1.4.3)

_ 3
F=0g A=2¢

es facil ver que

£g = (x: MF(x) > =} = (2%,2%

25

pero cualquier B(22,r) con r < p(22,EiJ) es tal que
25

—_—l f=0.
S g

Por tanto, necesitamos intentar otro tipo de descomposicidn. La nueva
descomposicion cuyos antecedentes pueden verse en [10] la expondremos median-

te dos lemas consecutivos. Previamente recordemos la definicidn de pesos Ap

(1.6) DEFINICION. Sea w una funcién medible y positiva en X. Diremos que
we/l/?, 1< p< o, 4i

(1.6.7) (-l—l% JB w(x) dx)(I%l JB wie) P Pde) < C

rara toda bola B de X.

Dinemos que w € A7 AL



(1.6.2) Mwlx) £ Cwlx) en casi todo x

A Los infimos de Las constantes en (1.6.1) y (1.6.2) Los denotaremos
Pon Cp(w) y C7(w).

Dado un conjunto E y un peso w denctaremos por w(E) = J w(x) odx.
E

(1.7) LEMA. Seq w € Ap’ 7 2 p 5w Sea £ una funcidén positiva con soporte

acotado, tal que £ € LP(X,w). Sea

(1.7.7) A > IZll (A > 0 5i w(X) ==),

Xyw)

Entonces existe una sucesién de bolas disjuntas {ZZ} en X tal que

(a) A<|[73—|-J L<CN i=1,2, ..
LRy

L
(6) Existe una constante k tal que {/f_BL.} es un cubnimiento de
6)\ = {x¢ Mf(x) > A},

(1.8) LEMA (Descomposicibn de Calderbn-Zygmund). Sea w € Ap, 7 2p <o,

Sea £ una funcién positiva con soporte acotado y tal que £ € LP(X,w}. Sea A
vernificando (71.7.7).

Entonces existe una sucesidén de conjuntos disjuntos {QL} en X tal que

(a) Alx)s A en casi todo x & |J QJ:.

£L=7

(6) &Existen dos constantes ¢,C tales que

A

cx<]é—|—J L<CN i=1,2 ...
Ao,

L

(c) Para todo i



B.SQ.< kB,
L P L
donde k y Bi son Las que aparecen en el Lema (1.7 ).

(1.9) NOTA. Antes de pasar a la demostraci6n de estos lemas veamos como

del lema (1.8) se deduce una descomposicién de Calder6n-Zygmund para f y A

satisfaciendo (1.7.1). Basta descomponer f en f = g + b donde

oo

g(x) = f(x) six¢ U 0

i=1

1
= f(x) - =7 (fF(x) - £ =7 b,
b(x) (x) - g(x) § (f(x) I JQ )Xgi(X) g bl(X)

i

los Qi son los que aparecen en el lema (1.8) pero asociados a It

(1.10) NOTA. Si se da por vélido el lema (1.7) y se define la familia de

conjuntos {Qi}j.:= como

1

Q, = kB,.\ U B.
1 1 5>1 J

O, = ke N(U a) U (U 8]

j<n j>n

es facil comprobar que dicha familia satisface el lema (1.8). Por tanto
solo falta probar (1.7).

DEMOSTRACION DE (1.7). Dado x € EX se considera el conjunto no vacio

Fx,>\ = {r: Tml- JB(x’r) f> ).

)

Si B = B(x,r) es una bola tal que'T%T J f > X entonces teniendo en
B



cuenta (1.7.1) se tiene:

w(x < L w %) (e P
J w00 oxs ] uto a0ty J P
< w A [ Pyl [ P /eye/et
< 5 (w0 oy [P wgr [ WP Rl
C_(w)
. P p
5 JX IF1Pu < u(X).

Por tanto el conjunto estd acotado superiormente. Sea rA(x) =sup F_ 3
4

y consideremos el cubrimiento

E U B(x,r,(x)).
)\CXEE X].‘)\X

Nuestro propésito es aplicar el lema (1.2) para ello es preciso que

EA sea un conjunto acotado. Si esto es asi (lo veremos a continuacidn) existi-

ré una sucesibn de bolas disjuntas

{Bl} = {B(xi’r)\(xi))}

tales que kBi cubran a EA y por construccion

Por (ltimo teniendo en cuenta la propiedad de duplicacién de la medida

y la definicibn de rA(xi) se tiene que

Veamos finalmente que EA es acotado.

Supongamos que X no es acotado y que el soporte de f esta contqnido

en B(xo,ro).

Sea n tal que g-+ k < n, siendo k la constante de la seudométrica

-6 -



del espacio. Veamos que EA CIB(xD,nrO).

Sea y ¢ B(xo,nro), entonces

B(y,ék ro)f1 B(xo,ro) =g

y por tanto
Mf(y) = sup 815 J f = sup —WL‘S—TJ f s
ZRIB PR SR 72
72k o
1 p \1/p -p'/py1/p!
S sup (J f w) (J w ) <
|Bz 5'
s> ¢ s B(y,s) B(y,s)
2k "o
-1/p
< sup C (w)1/p"F" w(B(y,s)) ~ -
P P
LI L7 (xw
2k "o
ahora (1.7.1) nos permite asegurar que existe € < 1 con
C (w)
w(xj "F" P = Epkp
L (X’w)
por tanto Mf(y) s ekw(X)1/p sup w(B(y,s))-1/p SEX< A eyd EK'
. n
S22k To

El lema (1.7) tiene un doble interés. En primer lugar es el paso intermedio al
lema (1.8) gque proporciona la descomposicién de Calderdn-Zygmund, en segundo

lugar permite demostrar el siguiente teorema.

(1.11) TEOREMA. Seq 7 s p < », Entonces son equivalentes

(a) wlxs Mf(x) > A} = LJ |£0x) |7 wix) dx
N lx

() we Ap.

La demostracién, que omitimos, consiste en traducir adecuadamente

cualquiera de las demostraciones cléasicas de pesos.



2. OPERADORES DE CALDERON-ZYGMUND.,

Sean E y F espacios de Banach y L(E,F) el espacio de los operadores

lineales y continuos de E, F. Sea (X, p, p) un espacio de tipo homogéneo.

(2.1) DEFINICION. Diremos que un operador lineal T es un operador de Calderén-

Zygmund si satisface las dos condiciones siguientes:

p p

Eo(x) en L_2(x).

(2.1.1) Existe un Py 1 < P, & = tal que T es acotado de L .

(2.1.2) Existe una funcidn K (ndcleo)

K:’X x X\{(xyx): x & X} » L(E,F)

tal que

(i) Para todo x € X las funciones y + K(x,y) e y + K(y,x) son integrables

sobre bolas que no contengan a x

(ii) si fe ﬁE(X) y tiene soporte contenido en una bola entonces

TF(x) = J K(X;Y) f(y) dy x ¢ sop f.
X

A continuacidn exponemos los teoremas centrales de esta seccidn.

(2.2) TEOREMA. Sea 7 un operadon de Calderdén-Zygmund para el que P, =®Y

ademd s

(2.2.7) 54 P(x,y") > 20(y,y’ ) existe una constante c tal que

, co(yry’)
|00y - Kooy’ N < sroorTaty otad T

Entonces

(a) 7 es acotado de [ (X) en [P (X), 1 < p, ¢ < o,
HeE) £(F)

(0) 7 es acotado de L1 (X) en LT (X) - détit, 1 < ¢ < =,
HE) £(F)

(2.3) TEOREMA. Sea 7 un operadon de Calderdn-Zygmund con un nicleo K satisfa-



ciendo flas siguientes condiciones

(K1) Si o(xsy”) > 20(ysy’)

, , < colyry’)
”K(X)y) - K()C’y )" +* II/{(!/;X} —/{(y IX)" = p(x’yl)lg(yl’p(x’yl)jl .

(K.2) Para todo n > 0

| 7 NV s

Entonces

(a) 7 es acotado de L (X) en [P (X)e T <py g <o,

e HF)
(8) 7 es acotado de L' (X) en L] (X) - dénit, 1 < g < .
2E) (F)

Ademds i definimos el operador maximal

780 = sun |l

Kixry) £y) dy] 5
e >0

plx,y)>e

Entonces

(c) 7% es acotado de [P (X) en [P (X), 1 < p, ¢ <o,
VideSy

(d) 7% es acotado de L'

7 .
(X) en L' (X) - débil, 1 < g < =,
) Vid

La demostracién del teorema (2.3) puede hacerse paralela a la corres-

. n X
pondiente al caso X = R, para este caso la demostracidn puede verse en

[23] (aunque las ideas se remontan a [18] y [22]). E1 teorema (2.3) tendra
importancia en las aplicaciones.

Para hacer mas comprensible la demostracidén del teorema (2.2) enunciamos
la siguiente

(2.4) PROPOSICION. én fas hipdtesis del teonema (2.2) el operadon 7 es acotado
de LL(Xw) en LLXu) - délil para todo pan de pesos (uw) tal e
Mlulx) £ Cw(x) en casi todo x.



Si esta proposicion es cierta, entonces por el teorema de interpolacidn
de Marcinkiewicz T es acotado de LE(x,m) en LE(X,U) para todo par (u,w)

satisfaciendo las condiciones de la proposicidn y para todo 1 < p < o, A
partir de aqui todas las técnicas desarrolladas en I.S.V. pueden repetirse
y se obtiene la conclusidén del teorema. Nos queda Unicamente exponer la
prueba de la proposicibn (2.4) que ademas es el punto donde interviene la

descomposicion de Calderdn-Zygmund de la seccidn 1.

DEMOSTRACION DE (2.4). Lo que gueremos es

(2.5) u{xs

PG > A} §§JX 1FGOl w(x) ox

Observemos primero que si denotamos por C1(w,u) la minima constante C

tal que Mu(x) = Cw(x) entonces el lema (1.7) puede repetirse tomando como

hipdtesis

C. (w,u)
(7.1 S rcoml f"L1(X,uJ)
6
A >0 siu(X) = .

Ahora bien si A no satisface (1.7.1)' entonces (2.5) es obvio. En otro caso

descamponemos f = g + b segin la nota (1.9).

[ee]
Sea DA =-U ZkBi' Las propiedades de Qi permiten deducir facilmente que

Q(X) £ CAx en casi todo x

y
ol < |Ifl :
LO6w) L ()
Por tanto la hipdtesis p, = « dice que
I7al s Clof < CA.
Entonces

- 10 -



A

ulx: IITf(x)IlF > 2cA} = ulx: llTb(x)llF > CAb.

Por tanto basta probar

ulx: IITb(x)IIF > A} =

>

FO e wx) dx.
| 17l uta) o

Es claro que

ubxz o0l > A} 5 u(Dy) + ulx ¢ D)z B > A

Pasamos a continuacidn a estimar estas dos medidas

© u(2kB,) 1
O S ol I L[

1

A

A

1 Wi X
) X T2kB.] J IFGalle w%x; dx
i=1 i Bi

]

=

T FOOe w(x) dx s & | 1700l wix) dx.
Pl JB. leGol }‘Jx IeGOle wix

1

Hemos usado en la segunda desigualdad gque la medida U es duplicadora
y en la tercera la definicidn del par (u,w). Por otro lado

ulx ¢ Dy [ToC)l > A} s % JDC"Tb(X)" u(x) dx =
Y

DC "Tbi(x)"F u(x) dx =
A

1 1
=) K(x,y) b, (y) dy] u(x) d
x JD& HJQ. xsy) b, (y) dyll u(x) ox

1

donde se ha aplicado (2.1.2). Teniendo en cuenta que

JQ. b;(y) dy = 0

1

- 11 -



lo anterior es menor o igual que

1 ! J J IK(x,y) - K ""b (Y)" dy u(x) dx
DCQ
A

donde y; es el centro de Bi = B(yi,r(yi)). En esta situacidn D(x,yi) > 2kr(yi) >
> ZD(y,yi). Entonces la hipdtesis de suavidad del nlcleo se puede aplicar y

1lamando

M, = sup ess

J D(y,yi) u(x) dx
Ve q, C o(

x,yi) I8(y, » Px,y;))l

la (ltima expresidn es menor o igual que

% < 2C
£ Jui loy Wl am s £ 7 (Jﬂi el ayom,

A continuacidn probaremos que en casi todo x € Qi, Mi £ C uw(x) con lo

cual

ot 0y ol > 0 5 5 T[ 1ol wty) o
l
é%junﬂwka)w.
i

Veamos que Mi = C. Sea, para n = 1y 2y eee

={x e X; 2nkr(yi) <Plxy;) = 2n+1kr(yi)}~

Entonces

p(X9Y )
(0, ) p(x,y; )IB(y .o(x,y‘77T'dx -

- 12 -



. pod U(X) ax <
< kr(yi) n£1 JAi p(x,yi) IB(YiQD(XsYi))I s

[ 1 U(B(Yi ] 2n+1k1‘(yi)))

)
n=1 2nkr(yi) |B(yi ’ 2nkr(yi))|

A

x~

L]
—
~
~—
IA

A
-
e~ 8

€
—
~
o

L ]

n

En la tercera desigualdad hemos utilizado que Ai CiB(yi,2n+1kr(yi)) y

en la Gltima la definicidn de (u,w).

(2.6) NOTA. E1 teorema (2.2) admite una versién para operadores del tipo

TF(x,t) J k(x,y,t) f(y) dy.
X

En este caso aparecen de modo natural las medidas de Carleson y los

resultados sobre acotaciones de operadores con pesos distintos, ver [21] y
[22].

(2.7) NOTA. Con ciertas condiciones sobre la medida U puede probarse una

acotaciodn L2 para operadores satifaciendo las hipbtesis (K.1) y (K.2) del
teorema (2.3), ver [1] y [16].
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3. APLICACIONES A FUNCIONES MAXIMALES Y ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES.

Nuestra primera aplicacién es una versidn del teorema de Fefferman

y Stein para el operador maximal de Hardy-Littlewood.

(3.1) TEOREMA. Sea (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo donde d es una mé-
tiica. Entonces para 1 < g € ®, fas siguientes desigualdades son cientas.

T 7/ S g.,1/¢ .
(3.7.7) le 2 lmg |%)79 sc er 12.1%)79 si 1 <p <o,
j=1 J fex) Pz I LX)
® 7/
(3.7.2)  |{xs 357 im0 1% > 2% s ¢, JX (3 1200707 ax .

(3.2) DBSERVACION. Si se #rata de un espacio de tipo homogéneo genenal
(Xpsu) con p seudoméinica el teorema también es cierto,

Ello es debido a que gracias a los trabajos de R. Macias y C. Segovia,

ver [13], puede asegurarse que existe una métrica d y un exponente 0 < o < 1
tal que P es uniformemente equivalente a da (es decir existen constantes kky

K tales que kP(x,y) S da(x,y) S Ko(xsy)). Por tanto operadores de Hardy-

Littlewood tomando d o ¢ son esencialmente el mismo.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA (3.1). Al igual que se hace en I.S.V. la idea consis-

te en considerar al operador de Hardy-Littlewood como un pperador de Calderdn -

, o o
Zygmund acotado de L (X) en L _(X) pero con niicleo no suave y posteriormente

mayorarlo por un operador suave.

Para Qllo consideramos la funcidné: R + R tal que)([D’1] £ ¢ §x[_1,2]

y 107t} =% tenr.

Definimos el operador

_ 1 d(x,y)
0100 = swp |rapi [, o@Dt o) .

Utilizando las propiedades de $ puede comprobarse facilmente que el
operador |
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5f(x) = {WXL’JI_JX ¢[91%‘V—Z] f(y) dy}

considerando como operador lineal de L (X) en ﬁin(x) satisface las hipdtesis
I

del teorema (2.2) y por tanto sus conclusiones. E1 teorema (3.1) queda demos-

r>0

trado al observar que para funciones positivas

MF(x) s ®f(x) = ||Sf(x)||l°°.

A continuacién pasamos a tratar el siguiente problema de ecuaciones en
derivadas parciales.

Sea la ecuacidn parabdlica

(3.3) %% - (=)™ 2Dy = ¢

donde D = (%;; y eee s g;;? y P(E) = P(€1, cee s €n) es un polinomio homogéneo

de grado par m y tal que cuando & es real P(E) tiene parte real negativa.
Si f es una funcidn suficientemente buena (Holderiana y con soporte

compacto) es conocido que una solucidn particular de (3.3) es

t

u(x,t) = J JR” I'(x -y, t-s) f(y,s) dy ds.

0

I(x,t) = (2m)™" fR” exp(ix.E + tP(E)) dE, t > O.

Sia es un multiindice a = (o, , ..., an) con & + ... + O =m entonces

1

0T (x,t) = (2m)™" j (€)% exp(ix.E + tP(E)) & .
X Rn

S5i llamamos S{x,t) = dif(x,t) es facil comprobar que

S(x,t) = £ /Mg 1My L s g, ,

Ademds S(x,t) no es integrable en R™(0,®) por tanto la integral
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t
(3.4) JD JR” S(x -y, t-s) f(y,s) dy ds

que seria la candidata a Uiu(x,t) presenta problemas de definicidn.

ts sencillo comprobar que S(x,t)X{t > ¢} si gue es'integrable, por lo

tanto podria pensarse en definir Dgu(x,t) como

t-¢
(3.5) D%u(x,t) = lim J J N S(x -y, t -s) f(y,s) dy ds
X e~070 JR

donde el sentido del limite se debe precisar.

Veamos a continuacidn como podemos hacer intervenir el teorema (2.3).

Consideramos el espacio homogéneo X = Rnx[Ufn) con la medida de Lebesgue
y la distancia
)2 2)1/2+ It_5|1/m

d(x,y) = (O = yg)" s+ wee v (x - y)

donde x = (x1, vee s Xs t), y = (y1, cees Yoo s).

Para funciones Holderianas con soporte compacto la integral (3.4) existe
en el sentido usual y el limite (3.5) existe para todo punto x € X, ver [11].

Por tanto si hacemos S(x,t) = 0 para t < 0 el operador

DF (x) ;J Jn S(x =y, t-s)fly,s) dy ds = f * s(x), xeg X
0 ‘R

esté bien definido, al menos para funciones infinitamente diferenciables y
con saoporte compactao.,
Queremos que D sea un operador de Calderdn-Zygmund.

Para ello observemos en primer lugar que la transformada de Fourier de

S en R es, ver {11]:

A _i a
S(E,t) = §¥£:§%G§y

Por tanto S es acotada y una aplicacibén inmediata del teorema de Plancherel

dice que
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lofl 5

< C|lf y F e C(X).

Por otra parte, teniendo en cuenta que ;i (B(x,r)) ~ o para verificar

que
S(x,y) =S(x =y , t - s)

satisface (K.1) y (K.2) del tecrema (2.3) basta verificar en es caso

(Ko1)! si |x] + t1/m > 2(|y| + 51/m) entonces

1/m
S(x =y, t-s)-50,t)| sc—=xs
[S(x -y S (x | (lxl N t1/m)n+m+1

y
(K.2)' Para todo a > 0

J |S(x,t)| dx dt s C.
a < |x| + t1/m < 2a

Pero esto es una consecuencia del siguiente lema cuya demostracidn (que

omitimos) es un ejercicio de cilculo avanzado.

(3.6) LEMA. Seq S(x,1) una funcién tal que
(i) S(x,t) =0 54 2 <0

(i) Stet) = ¢V T/me 1) i s 0, v e B
(i) |S(,1)]| 5 C(1 # || )T

"

la——{x’

SCT+ [x])™2 i1, s, n

Entonces S satisface (K1) y (K.2)'.
Todo lo anterior nos permite asegurar la siguiente
(3.7) PROPOSICION. D satisface todas fas conclusiones del teonema 2.3,

)

Esta proposicidn nos dice entre otras cosas que el operador
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(3.8) D F(x,t) = 8S;JDD IF * SXA(E)(x,t)|

con A(e) = {(x,t): |x| + t1/m > €} es acotado de qu(x) en qu(X), 1 <p,g<w
1 1

y de L] (X) en ! (X) - débil, 1 < g <,
19 19

Ahora bien, nosotros queriamos dar sentido al limite (3.5) y el operador

asociado a este limite es

*
(3.9) f (x,t) = eﬁgpo lr * SXH(E)(x,t)I

donde H(e) = {(x,t): t > €}.

Una modificacién de los argumentos empleados en la demostracidn de (2.3)

permite estudiar el operador diferencia

uf(x,t) = sup lf * SXA(E)A H(E)(x’t”
€

donde A la operacidén cojuntista diferencia simétrica.

Este operador diferencia resulta ser acotado de qu(X) en qu(X) y de
1~ 1

L1q(X) en L1q(X) - débil por tanto lo mismo le ocurre al operador (3.9).
1 1

Los razonamientos anteriores pueden resumirse en el siguiente

(3.10) TEOREMA. Las aplicaciones £ *’é;u y £ ‘*Zh, definidas en principio para
.o »
funciones Holden con soponte compacto, pueden extendense acotadamente de L/(X)
»
en LX) y de LX) en L1(X) - adnie.

Mas aun 4 T4 = Q;u 6 74 = Zw entonces flas sigulentes desigualdades vec-
toniales son cientas.

o 7/ T 7/
(3.70.7) (v 1721979 sc el 1) s 1 < g < oo
| ¢§7 J Lex) /’"*J J=1 7 LX) ,
(3.70.2) {(x,t) € X: I7£j(x,t)|q > A%} =
J=1

&

s 5 L(j; ll/"'i/lq)m’cadt, A>0, 7 <q <o,
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Puede verse, [11], que para funciones continuamente diferenciables con

soporte campacto, el limite

existe en casi todo punto. Por tanto técnicas habituales de convergencia en
casi todo punto y el teorema (3.10) permiten asegurar que el siguiente teore-

ma es cierto

2]
(3.11) TEOREMA. Si £ e L'(X), 7 S pp < @ entonces en casi todo punto (x,1) € X
existe

Lim £ ¥ SX (x,2).
€E~>0 Are)

D)
Mas ain s4 a este bimite Le LLamamos ??u(x,i}, entonces para (Zj) € L;q,

7§/)<°°,7<q<00

Ez_tmo “{Zj # SXH(E)(X't) - D()I( uj(x,t)}j“[q = 0

en casi todo (x,1).

(3.12) NOTA. El problema de dar sentido al limite 3.5 se debe a B.F. Jones
[11]. Jones demostré que el limite puede tomarse en el sentido de LP, 1 < p < o,
Posteriormente Fabes y Sadosky [9] demostraron que el limite existe en casi

todo punto para funciones de Lp(X), 1T <P < .

La técnica desarrollada por Fabes y Sadosky se basa muy esencialmente en
las propiedades de acotacién del operador maximal fuerte de Hardy y Littlewood
y por tanto no sirve para el caso (1,1) - débil.

Sin embargo el resultado de Fabes y Sadosky, para p> 1, puede utilizar-
se para obtener, a través de la teoria de los operadores de Calderdn-Zygmund

vectoriales, el resultado para p = 1, ver [22].
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4. ACOTACIONES VECTORIALES DE LOS POTENCIALES DE RIESZ EN ESPACIOS DE TIPO
HOMOGENEO. APLICACIONES.

(4.1) DEFINICION. Sea (X,p,u) un espacio de tipo homogéneo y sea o, 0 < o < 7.

Llamanemos operadon maximal fraccionario de onden o al opernadon

ﬁa[(x) = sup /

E— J [2(y)| dy, x g X
2 >0 |B(x,n)| Blx,n)

Por la desigualdad de Holder es claro que Mu es acotado de L1/1—a(X) en

L®(X). Utilizando el lema (1.2) es bastante sencillo ver que Ma es acotado de

L1(X) en L1/a(X) - débil y por tanto por interpolacidn Ma es acotado en los

valores intermedios, es decir el siguiente lema es cierto

(4.2) LEMA.

7/q

(4.2.1) M es acotado de LX) en 770 qsgin.

(4.2.2) M es acotado de LP(X) en LF(X) con

D~

(4.3) DEFINICION. Dado B, O < B, definimos el operadon fraccionarnio

Lfte) = [ —HL auy),
Xdlx,y)

Si el espacio de tipo homogéneo (X,p,u) es tal que ! X es un Qrupo,
Py W son invariantes por traslaciones y ademis existe un A > O tal que

u(B(0,r)) ~ o entonces se tiene la siguiente

(4.4) PROPOSICION. Sea ar 0 <o < 7. Entonces Ika es acotado de LP(X) en Lq(X)

La razén de que esta proposicibn sea cierta radica en el hecho de que al

igual que en el caso de R, ver [21] y las referencias alli, Ila estd controla-

da por Ma en el siguiente sentido:

i

!
Sea @' tal que 1 —-%r = g. Entonces dado € >0 con 0 <a' - e <a' + & < A
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existe una constante C8 tal que

|5, F (] éQﬁm-m7fhﬁ“xxm-mM€Vﬂ%”ﬂ/a xe X

El siguiente resultado sobre normas mixtas es una consecuencia de la
proposicién anterior. Una prueba en el caso clasico, que se traslada per-

fectamente al nuestro, puede verse en [4].

(4.5) PROPOSICION. Sea (XL' pi, ui)' L =1, vos 4 n una familia de espacios de
tipo homogéneo tal que: XL son gaupos aditivos, P;s U, son {nvarniantes ponr

A
trasbaciones y existe %L >0 tales que pi(Bi(O,a)} A S y e Su-~

n
rongamos ademds que 0 < a, < 7y ¥ Aiai = B, &ntoncess
<=7

z=C
- W,
L (X7 X ... ><Xn) L (X7 X 4us ><Xn)
con L. 7 0. + — i <g < L =17 n
= - . ’ 0, Sy eeey N
r; 4 Yy

A continuacibén vamos a hacer una aplicacion al problema de valores ini-

ciales para las ecuaciones de Navier-Stokes en el cilindro infinito ST =R" x [0,7),

ver [8].

Precisando, sea g(x) = (91(x), cess gn(x)) satisfaciendo

n

&2
div(g)(x) = } 55 gj(X) =0 xeR
J:

1

y una presion P(x,t); se estudia el vector solucidn u(xyt) = (u1(x,t), cens un(x,t)),

x eR'y t e (0,T) tal que

2
au. n do°u n du
i i i P
(4.6) rrail) -2 + .Z .Y ta =0 i=1, ...,
= xj J=1 J i }



du

n .
(4.7) ) =0

=t 7%
(4.8) u(x,0) = g(x)

En [21] se encuentran condiciones que aseguran la existencia, regularidad

y unicidad para soluciones débiles u(x,t) € Lp’q(ST), donde los exponente

A

siempre satisfacen la relacidn — + %- 1y, N <p Sy Lp’q(ST) es el espacio

n
P
de funciones f(x,t) tales que

.
w.t)1P ax)9/P ]
JD (JR” [FOGE) T ax) VP dt < 4

La técnica en [B8] consiste en demostrar que u € Lp’q(ST), P, g2 2,

p < ® es una solucion débil de las ecuaciones de Navier-Stokes si y sélo si

u es una solucién de una cierta ecuacién integral u + B(u,u) = f donde

t lu(y,s)| |u(y,s)| dy ds

0 RY (Ix - y| + (£ - 5)1/2)n#

(4.9) [B(u,v)(x,t)| = cj

El paso calculista para encontrar scluciones de la ecuacidn integral

es el siguiente
(4.10) TEOREMA, [8]. Dada u, v € 2s,)

(4.70.7) b4 =7 conn < p < » entonces

R
+
NI AV

Blu,v) sClny prg) ||u o]
” "L”’q(s ) " "Lp'q(s )

PrGsc e
7 LS4

(4.70.2) sy §-<:7 con n < p < o entonces

B(LL)U) p-S
L

A

C(n'p’q)7(7/2)(7—(n/ﬂ)-(2/¢)) |
L

" lhAIp’q :
(S7) %s,)
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Nuestro propbsito es mostrar gue este teorema y su demostracidn pueden

tratarse de un modo claro y elegante mediante la proposicion (4.5).
Asi si en (4.5) tomamos Xy = R", p1(x,y) =[x -y}, My = medida de Lebesgue

en R", X, = R, 0,(tys) = |t - s

=y

1/2, My = medida de Lebesgue en R, tenemos

23 por tanto el siquiente resultado es cierto

(4.11) Sean 0 < a5, a, < ! tales que no, + 2a2 =n + 1, &tonces el operadon

2l 4)
I _f(x,t) =J dy ds
n+7 Rn+7 (lx _ yl . Ii _ 4|7/2)n+7

Pqs R G419
es acolado de L 7 Z(Rn*7) en L 7 Z(Rn+7) rara ﬁ;-: 7 - a; * é}y
4 <

L<q<+00,4;=7, 2.
o,

(4.12) NOTA. Para ver que los rangos anteriores son los mejores posibles basta

utilizar el tipico argumento de dilataciones con Ao(x,t) = (ox, ozt).

(4.13) NOTA. E1 uso combinado de (4.11), (4.9) y la desigualdad de Holder

prueban gue B es continuo de L (ST) X L (ST) en L (ST) (unifor-

memente en T) para el siguiente rango de p's y q's

2 1

— =1 -0, +—, —< g, <o,
Py 1 1 a1 1

2 1

—=1-0, +—, —<qg, < »,
P, 2 a, a, 2

con a,, a, tales que 0 < ays a, < Ty ayn + 2a2 =n+1.

A continuacidn pasamos a la demostracion del teorema (4.10).
DEMOSTRACION DE (4.10.1). Tomamos en (4.13) P=p; =09, yQa=p, =g, entonces

-y e = catier i 02
a, = p' y @, = q satisfacen a,n + 2a2 = n + 1 puesto que D + g - 1.
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DEMOSTRACION DE (4.10.2). Dado p, N < p < o y g tal que g-+ %-< 1. Tomamos en
(4.13) p, = q, = p entonces = 1/p' y por tanto q, = 10 como D4 2-< 1
AR I % 2°2%%2p p T Qg

entonces q >-£— y por tanto puede tomarse 9, =g en (4.13). 5i P, es tal que

N

= l—+'l - entonces tenemos
qQ 2 2p

18 pygrg s 5 A4 oo, 1M g,
T L (s;) L (5)

y por la desigualdad de Holder esto es menor que

1 1
2(—— - —
G- g
cT 19 p,acq 5 1Y paag |
T T
para acabar la demostracidn basta observar que
1 1 1 1 n 2
2(—-=) =1 - -—==1-=-=) .
G- 3 -3 -2-9
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5. OPERADORES MAXIMALES GENERALES.

En la presente seccidn estudiaremos un operador maximal que incluye
s » . L4

como casos particulares operadores maximales de gran interés. Expondremos
algunas de las propiedades de acotacién de dicho operador.

Sean U y V dos conjuntos arbitrarios. Supondremos que existe una cierta
estructura topolégica en los productos cartesianos R x U, R" x v y supondre-
mos asimismo la existencia de medidas de Borel positivas da(x,u) en RT x U y
dB(x,v) en R" x v,

Denotaremos LP(R™ x U, da) al conjunto de funciones medibles en R” x U

tales gue J . [F(xsu)|P da(x,u) < +e,
R -

xu

La medida o de un conjuntc 0 cR"™ x U la denotamos por a(f). Si Q c R

su medida de Lebesgue se denotard por [Q

A lo largo de esta seccidn la letra ¢, respectivamente ¥, serd una fun-

. 7
cilon

®: {cubos de R"} - (Borelianos de R" x U}

respectivamente

Y: {cubos en R"} + {Borelianos en R x v},

tales que:

(5.1) 5i Q;, Q, son cubos en R" con Q, N Q, = @ entonces ®(Q,) N ®(Q,) = @
y ¥(a;) n ¥(a,) = 4.

(5.2) 5i Q, < G, entonces &(Q,) < <I>(Q2) y ‘P(Q1)C W(QZ).

(5.3) Si Q(x,r) es el cubo con centro x y arista r entonces para todo

: n
x € R

U o(Q(x,r)) =R"x Uy U y¢(Q(x,r)) = R™ x V.
r>0 r> 0

Diremos gque o es una ¢-medida de Carleson si existe una constante C tal

que para todo cubo @ = R", a(¢(Q)) = C|Q|. )

Dadas ¢y Y definimos el siguiente operador maximal
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(5.4) Tf(x,v) = sup {T%r [@(Q) IF(y,u) | daly,u): (x,v) € w(Q)

es decir el supremo se toma sobre todos los cubos Q tales que (x,v) e ¥(Q).

n

(5.5) EJEMPLO. Si R" x U =R " x v = R, da(x,u) = dx, donde dx denota la

medida de Lebesgue en R y ¢(Q) = ¥(Q) = Q, entonces T es el operador maximal
de Hardy-Littlewood.

(5.6) EJEMPLO. Si R" x U = R", V = [0,®), da(x,u) = dx, ®(Q) = Q y

¥(Q) = Q= ((x,t): x ¢ Q, 0 =t £ arista de Q}, entonces T es el operador

IA

Mf(x,t) = sup {T%T-J | f(y)| dy: x€ Q, 0 £ t £ arista de Q}
q

introducido por Fefferman y Stein y estudiado en [21].

(5.7) EJEMPLO. Si U = [0,»), R" x ¥ = R™, &(Q) = Q, ¥(Q) = Q entonces T es

el operador maximal

Cf(x) = sup {T%T J~ [f(y,t)| daly,t): x € Q}
Q

relacionado con los espacios tienda, ver [28].

A continuacién exponemos algunos de los resultados interesantes.

(5.8) TEOREMA. Sea wlx,u) una funcidén positiva en R %< U, Las siguientes con-
diciones son equivalentes

(5.8.7) 7 es acotado de L°(R* X U, wda) en [P(R* X V, dB)

débil, 1 s p < o,
(5.8.2) Paru todo culo Q, existe una constante C tal que

B(Y(0 7 J 7-p’ -1
‘L‘—er ( wlx,u) dafx,u)) g
Q IQI 8(Q)

A
™

L1 < p < oo,
&n el caso p = 1 La condicién es que rara todo cubo Q

ﬁi%é%ll 2 Quix,u)  a-casi por todo (x,u) e &(Q),
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(5.8) TEOREMA. Sea 7 < p < ® y wix,u) una funcidn positiva en R* x U, Las si-
gulentes condiciones son equivalentess

(5.9.7) 7 es acotado de [P(R* x U, wdy) en [P(R* x V, dB).

(5.9.2) &xiste una constante C tal que para todo culo Q

J [T(Xgr0) W P )y )7 dalysv) g(:J wixo) " dafx,u) < oo,
yea) écQ)

(5.10) NOTA. En el caso del ejemplo (5.5) los dos teoremas anteriores son
muy conocidos y se deben a Muckenhoupt [17] y Sawyer [25].

En el caso del ejemplo (5.6) los teoremas anteriores pueden verse en
[19] y [20]. Creemos que el lector podré demostrar los dos teoremas anterio-
res tomando las ideas de [21], [22].

(5.11) NOTA. Fijada la medida da definimos la clase\ug(T) (respectivamente

SZ(T)) como el conjunto de pares (dB,w) tales que satisfacen (5.8.2) (respec-
tivamente 5.9.2).

En general no es cierto que si p < g entonces wz(T) CZWS(T) como puede
verse con el siguiente ejemplo:

Sea R" X V = R", dB(x,v) = dx, ¥(Q) = Q y sea u una d-medida de Carleson

en R" x U. Sea w(x,u) una funcidn tal que para algln cubo Q y algin p < q

J u(x,u)p'_q' du{x,u) = =,
o(Q)

'-
Si tomamos do, = WP 1du entonces es claro que {dx,wdy) € WE(T) pero
(dx,wd®) ¢ wi(T).

.

Ahora bien, si q es una ¢-medida de Carleson en R x U entonces T es
©, n 0, M PR
acotado de L (R' x U, wda) en L (R' x V,dB) y por tanto utilizando el teorema

de interpolacién de Marcinkiewicz y los teoremas (5.8) y (5.9) se tiene

(T . 5 (Mcl(Mc...eslineul( ...

1T <p<g< o
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(5.12) TEOREMA. Sean 7 < g <o yB una¥-medida de Carleson. Entonces rara
B-casi todo (x,v) e R*x V

w{]—gq j (T8)(900)) " dBlysw): (xs0) € W} s CT(A ) (x0))079.
yra)

(5.13) NOTA. Si definimos en R™ x V el operador maximal

Ng(x,v) = sup {T%T Jw(u) la(ysw) | dB(y,w): (x,v) € ¥(Q)}

entonces el teorema (5.12) asegura que la funcién h{x,v) = (T(fq)(x,v))1/q

satisface
(5.14) Nh(x,v) = Ch(x,v)

En el caso de Ejemplo (5.5) la desigualdad anterior dice que h(x) es un

peso A1, ver I1.5.V.

En el caso del Ejemplo (5.6) la desigualdad (5.14) es debida a Deng, ver
[ 27].

DEMOSTRACION DE (5.12). Sea 1 < q < w y g(x,u) = |f(x,u)|9. Fijado un cubo Q

descomponemos

g(x,u) = g, (xsu) + g,(x,u)

donde

9, (x,u) g(x,U)X¢(3Q)(x,U).‘

Como B es una ¥-medida de Carleson, el teorema (5.8) (con w = 1) ase-
gura que T es de tipo débil(1,1) y por tanto por la desigualdad de Kolmogorov

tenemos que para cualquier 8§, con 0 < 6 < 1

S

(5.15) (Tg,)° o8 = co(w(@) ¢ lg, (x,u)] dalx,u))® s

R x U

< C|0[1_6(JR6 . |g1(x,u)| da(x,u))d.

- 28 -



En particular,

)6 6

1 . 1 5
TﬁT‘JW(Q) (T91 B = C(TﬁT-J¢(Q) |Q| d)” s ¢(Tg(z,t))

para cualquier (z,t) e ¥(Q). ,
" Sea (y,v) € ¥(Q). Para cualquier cubo P tal que (y,v) e ¥(P) y

T%T J@(p) |92| da # 0, tenemos ¥(P) n ¥(Q) = @, o(P) N @(3Q)C %, por tanto

(5.1) y (5.2) implican que PN Q = @ y PN (3(])C #z @, Es decir Q@ =3P, por tan-
to para cualquier (z,t) e ¥(Q)

TQZ(Y’V) s Enng(Z’t)°

Luego

(5.16) L (T )‘S dB s C Ei%i%ll inf (Tg,( ,t))‘S <
d J‘{J(Q) %2 8 (z,tg e ¥(Q) o2t

C inf (ng(z,t))d.
(z,t) e¥(Q)

IA

Es claro que (5.15) y (5.16) dan el resultado deseado.
A continuacibn damos un teorema de acotacidn vectorial, interesante tan-

to por si mismo como por la demostracidn gue requerira un modelo nuevo de

operador de Calderdn-Zygmund.

(5.17) TEOREMA. Supongamos que R* x U = R, ¥(Q) = Q, dafx,u) = dx y B es una

Y-medida de Carnleson en R* x V, &ntonces, flas siguientes desigualdades vec-
Loniales - -son ciertass

(5.77.71) Para 7 < rrg < @

( I 74 (xr0) |4 )7 dB(x,v) sC ¥ () E)E g,
JR” x. Y j§7 | ZQ(X v)| (xsv) JR” (j§7 |/j(x)| )

(5.77.2) Para 7 < ¢ < o

- 5%, C ¥ 4,1/q
B((0erw) e R Ve ] 172 (0| > 4% i (LN e,

- 29 -



DEMOSTRACION DEL TEOREMA (5.17). Veamos primero la parte (5.17.1) con p> Q.

1]
Sea r = p/q, entonces existe una h ¢ LT (R™ x V,dB) nonegativa con

h . =1 tal qu

| HLr R/ x v.08) y tal que

(5.18) J (3177 Gov) [ DP9 dg(xpv) =
R"xvy j I

= {J ) |Tf.(x,\/)|q h{x,v) dB(x,uv)}T.
R"xv j Y
Si definimos

T*h(x) = sup T%T JW(Q) |b{y,v)| dB(y,v)

* 1 .
es claro que el par (hdR,T h) € qm(T) (con da = dx) y por tanto (5.11) permi-

te asegurar que el seqgundo miembro de (5.18) es menor que

g ¥ r
(5.19) (JR” § 1F5001% Th(x) 90",

*
Ahora bien, el operador h + T h es acotado de LY(R" x V,dB) en L (R™, dx)

(puesto que B es de Carleson) y ademis el teorema (5.8) permite asegurar que
*
dicho operador es de tipo (1,1)-débil. Por interpolacién el operador h + T h

es acotado de LP(R" x v,dg) en LP(R",dx). Por tanto la desiqualdad de Holder

dice gue (5.138) es menor que

r/r!

1
Lr (Rn’dx

T*h"

SIS e <) [9)P/a
jR” (31756 o . CJR” (1175 197/ o

que era el resultado buscado.

Para probar el resto del teorema necesitamos el siguiente resultado.

(5.20) TEOREMA. Sean R%, V, o Y B como en (5.77), Sean &, F espacios de
o o
Banach y S un operador Lineal acotado de L€ (Rydx) en Ly (R* x V,dB)

rara un ciento Ry 7 < 2, £ ®, Supongamos que existe una funcidén
Ke R¥ XRY XV + [(E,F)
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tal que:

(K.7) Si £ ¢ ﬁZ(Rn,dx} con soporte contenido en un cubo Q, entonces
SL(x,0) = J?n Kix,ysv) £(y) dy,  (x,0) € ¥(Q).
/

(K.2) Existe un nimero natural N y una constante C tal que para todo cubo Q
y ke N

V&(xsyrv) = Kix,y’

IA

_Cc
s

e, 7)

siempre que (x,v) € W(NkQ), y, y' € Q,
éntonces

(5.20.1) Si1<psqsp,

4P/ ¢ v L
J,;/z ) (27 ||5,/z (s )| 2% dB(x,0) s fen (,-E II/J CEP? ax.

(5.20.2) il <qsp

o]

o0

7

8w e B v LNt toolld > 3%) 5§ [ 0T M2

. 7 .
j:7 R’l j:

IDEA SOBRE LA DEMOSTRACION DE 5.20. Sea Td el operador definido como (5.4) pe

pero considerando Unicamente cubos diddicos y consideremos el conjunto

= {(x,v) e R" x vz Tl ) (sv) > AL,

Puede verse que existe una familia de cubos diadicos disjuntos {Qj}

tales que Q = U W(Qj), "f(x)"E £ X para casi todo x ¢ u Qj y
J J
A < TEJ_T J IOl ox s 2"
j'’a;
J
Descomponemos la funcion f = g+ b = g + } b, donde
j )

b.(x) = (F(x) - == [ £) y, (x).
J 1951 Juj 0,
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Teniendo en cuenta que ”g(x)"E S CAy que S es acotado en L 2, puede ver-

se que

(5.21)  BULGOW: [sglx,u)ll > A1) g%JRn‘ laGoll ¢ ox s HR” IGOll e dx

* ’ ’
Por otro lado, si hacemos QA = W(NQj) es un calculo estandar ver que
J

* C
(5.22) Bloy) s & JR” IFCl g ox.
Las hipdtesis (K.1) y (K.2) permiten probar
(5.23) BULOG) £ 05: Isb(x,u)ll > A)) s % JR” IF GOl ox.

Las desigualdades (5.21), (5.22) y (5.23) junto con el hecho

B({ (x,yv): "Sf(x,V)"F > A}) s

< B({ (x,v):

ISg(x,V)IIF > A}) o+ B(Qi) + B({(x,yv) ¢ Qit “5b(x,V)"F > Ab).

aseguran gue S es de tipo débil (1,1). La técnica habitual de extensidn
vectorial (ver I.S.V) puede aplicarse en este momento y obtemer (5.20.2),

el resto sale por interpolacidn.

FINALICEMOS AHORA LA DEMOSTRACION DE (5.17). Es claro que en la definicidn de
(5.4) puede tomarse una familia numerable, llamémosla I, de cubos. Ademis si

consideramos una sucesidn {In}n ¢ n de familias finitas tales que I ~1y

definimos
f 1
S"fF(x,v) = { X (x5v) xo(y) f(y) dy}
Jon TAT Xe (@) 0v) Xg Qe 1,
entonces es claro

(5.24) ISPl o TR(x,v), (0 ). )
1 (1) ;

n
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En particular ”Snf(x,v)" - = Tf(x,v) y entonces el teorema (5.8)
n

asegura que S es acotado de LP(R",dx) en pr (R" x V,dg)» 1 <P <oy cON

17(1)

norma independiente de n.

Por otra parte, el nicleo (en el sentido de (5.20)) del operador S es

n

la funcién valorada en £(C,1%(I)) f”(In) dada por

n 1
K ' (xyyyv) ={Tﬂ- X\P(p)(x’\/) Xp(v)}p e

Puede verse que para todo cubo Q y todo k ¢ N

K"y av) = KM (x,y ")) - < E
1%(1 )~ |3a]

siempre que (x,v) ¢ W(Bkﬂ) ey, y' € Q, esta condicién (que es ajustada para

K') es estrictamente mas débil que K.2 de (5.20).

Para poder aplicar (5.20) hacemos el siguiente arggumento de suavizacidn:

Tomamos una funcién ¢: R + R, ¢ e C (R) tal € X[0,1] =9 S X[q,2] Y
’ =1y

o' ()| = %-.

Denotamos por Yps r(P) el centro y el radio de P y definimos

000u) = {[ L Thr Xyey o) ¢<|Lr23§9—|) F0) I ¢ g
n

es claro gue

IA

(5.25) Is™F (o)) s |S7F(xv)) < CTF(x,v)
1 (1) 1(1)

I
n n

y utilizando el teorema del valor medio puede verse que para todo cubo Q y
todo k € N

el e e R ) PR

n
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siempre que (x,v) ¢ W(3kQ) ey, y' e Q.

En otras palabras, el teorema (5.20) puede aplicarse a s" y las constan-
tes que aparecen no dependen de n. Luego teniendo en cuenta (5.24) y (5.25)

obtenemos el resultado deseado para T.

(5.27) NOTA. La condicién (K.2) en (5.20) parece especialmente adecuada para
el tratamiento de nicleos K(x,y,v) donde las variables x e (y,v) estén separa-
das, por ejemplo para el casc del maximal

K(xyy,v) = {XI(X)XW(P)(Y’V)}‘

Una modificacién de esta condicidén permite un tratamiento muy general de

operadores de Calderdn-Zygmund en espacios de tipo homogéneo, ver [16].

(5.28) APLICACION. Consideramos el caso R" x v = R”, U = RY, ¥(qQ) = 0, #(Q)=0Qxq

(donde Q' es el cubo en Rd con centro 0 y radio Q' = radio Q) y
da(x,u) = dx du = dz (medida de Lebesgue en rM+d R x Rd), entonces el ope-
rador
TF(x) = sup E—J |£(2)| dz
xEQcRnl | Qx Q'

es la traza en el hiperplano R" del operador maximal fraccionario en Rn+d

1
Mpf(y) = , suacRmd 3 J [F(2)] dz
n+d
|al
.4
es decir, Tf(x) = Mdf(x,U) (observar que si Q =R, |Q x Q'] n+d Q.

Entonces el teorema (5.9) tiene la siguiente consecuencia

RESULTADO. Sea 7 < pp < ®

J/e“ 1 40,0 | U(x-) de

CJ nd 21" wiz) dz

54y 4000 54 para todo culbo Q en R*

A

7-p’ P _p?
fQ (MyXg x gr @ )(x00))" vix) d cj w(z) P dz < s,
Qxq
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