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Nuestro objetivo es reunir e interrelacionar resuvltados relalivos

a las nociones de grafo total y grafo semitotal con otras ligadas
a ellas; en particular con la de grafo adjunto.

Para esta recopilacidn hemos recurrido a la lectura directa de
muchos de los articulos citados y/o a la de los respectivos comen-
tarios en Mathematical Reviews y Zentralblatt fir Mathematik.

Para los conceptos que se citen nos remitiremos a los respectivos
trabajos en donde fueron considerados y/o a la terminologla de

Berge (5), (45). Cuando se admitan aristas paralelas diremos

multigrafos.

Creemos conveniente recordar las siguientes nociones:

Un grafo se dice completamente hamiltoniano si cada par de vér-
tices estd conectado por una cadena hamiltoniana y completamente
conexo si para todo par de vértices existe una cadena elemental de
longitud L, para todo L mayor o igual que 1la distancia éntre
ellos y menor que su orden.

Dado un grafo G su grafo potencia G", n >»1, es aquel que tiene

los mismos vértices que G y en el cual dos vdrtices son adyacentes

si en G estdn a una distancia menor o igual que n y se conservan

los bucles.

Se dice grafo de subdivisién de G al grafo S(G) obtenido, a partir
de G, reemplazando cada arista [p,q] por un nuevo vértice r y dos
aristas [p,rd, (r,ql.

Generalizando esle concepto diremos que el grafo de n-ésima subdi--
visidn de G, n >, 0, es el grafo Sn(G) obtenido a partir de G
sustituyendo cada arista [p,q]l por una cadena elemental de extre—
mos p, q y longitud n + 1. Por ejemplo SO(G) = Gy Sq(G) = S(Q).
Indicaremos que G y H son isomorfos poniendo G = H; con G al
complemento de G y con K? al r-partido completo cada wuna de

cuyas r clases tiene s vértices. En particular, el completo

4 , , _m
Kn = Kn y el bipartido Km'rh = Kz .



La nocidn de grafo adjunto fue introducida por Krausz (3) con el

objeto de dar una nueva demostracién de cierto resultado de Whit-

ney (1, th.l) relativo a la existencia , en la clase de los grafos
conexos sin bucles, de relaciones de implicacidn entre los arista
isomorfismos y los isomorfismos. La nocidn de referencia permite

describir la relacidn de adyacencia de las aristas del grafo de
partida mediante la de adyacencia de los vértices de su adjunto y
traducir candnicamente problemas y conceptos relacionados con
aristas a otros asociados con vértices.
El concepto estudiado por Krausz responde a la siguiente defini-
cidn:
Si G es un grafo sin bucles, su adjunto A(G), es otro cuyos
vértices estdn en correspondencia biyectiva con las aristas
de G y en el cual dos vértices son adyacentes si las aristas
que ellos representan tienen, en G, un vértice en comin.

H es grafo adjunto si existe algidn G tal que H = A(G).

Krausz caracterizd los grafos adjuntos en tdrminos de la existen-—
cia de una descomposicidn particular (ver pag. 17).

Posteriormente 1la nocidén de referencia fue considerada por nume-
rosos autores bajo diversos nombres y generalizada y caracterizada
de diferentes formas. Segun Hemminger y Beineke (112) el "paso al
grafo adjunto” es probablemente la mas interesante de las trans-
formaciones definidas en los grafos y seguramente la mas estudia-
da. Estos autores dan una interesante recopilacién de resultados

ligados a dicha nocidn. Referencias a la abundante bibliografila

relativa a la misma y a otras estrechamente vinculadas con ella

pueden hallarse en Chiappa y Ziliani (165).

Siguiendo la idea subyacente en la nocidn introducida por Krausz Yy
llevado por problemas de cromaticidad, Behzad introdujo es su

tesis doctoral (14), en 1965, el concepto de grafo total dando la

siguiente definicidn:



Dado wun grafo sin bucles G, su grafo total T(G), es aquel
cuyos veértices estan en correspondencia biyectiva con los
védrtices y arislas de G y tal que dos de sus vértices son

D

adyacentes si los correspondientes elementos de G son adya-

centes o incidenltles entre si.

H es un grafo total si existe algun G tal que H = T(G).

Ejemplo: 4
12
a
2
b
c
3
e £
6
5
G

La nocidn anterior fue extendida para el caso de multigrafos que
admiten bucles por Chiappa, Maccari y Ziliani (168).

Una generalizacidn de otro tipo es la estudiada en (86).

En (32) y en (48) se emplea cierta propiedad P para unificar el
estudio de varias clases de grafos que pueden ser definidos en
términos de subgrafos no permitidos. Se logra asl "aproximar”
resultados sin conexidn aparente y establecer interesantes propie-
dades relativas a distintos conceptos, entre estos los de grafo
adjunto y grafo total. Se dejan varios problemas abiertos, algunos

de los cuales fueron resueltos parcialmente en (104},

Destaquemos que ciertas semejanzas entre caracterizaciones cono-
cidas de los grafos de la forma G* ; G3 ;7 A(G) y T(G) como asli
también otras relativas a la existencia de ciclos hamiltonianos en

los mismos, llevaron a Hobbs (94) a suponer que todos ellos po-

drian incluirse en una clase mas amplia. Al respecto hace notar



en (78) se tiene lo siguiente:

Si F(Q) es un grafo conexo de la forma G? ; G2 7 AG) o TI(G)

entonces F(G) contiene un 1-factor si y solo si tiene wun

ndémero par de vértices.

Otro concepto en cuya definicidn se siguen los lineamientos de las
dos anteriores es el siguiente:
Dado un grafo G = (V,U) su grafo central es el grafo biparti-

do C(G) = (VulU,W) tal que [p,ql€ W si q es arista de G

incidente en el vértice p.

Es claro que C(G) = S(G).

De las respectivas definiciones resulta que T(G) contiene subgra-
fos arista disjuntos isomorfos con G, C(G) y A(G). Mas precisa-

mente T(G) =.G u C(G) u AG).

En particular en el ejemplo anterior el subgrafo de T(G) inducido
por los vértices (1,2,3,4,5,6} es G; el inducido por {a,b,c,d,e,f}
es A(G) y el bipartido cubriente inducido por las aristas de 1la

forma {x,y] con x€{1,2,3,4,5,6) e y&{a,b,c,d,e,f} es C(G).

Un resultado andlogo es vdlido para la generalizacidn estudiada en

(168)

En (72) Bhave denomina "point-line—-graph" al grafo central y da

una caracterizaciédn en la cual una de las condiciones esti

mal
enunciada. En ella debe substituirse "contiene cualquier vértice
de grado dos” por "todos sus vértices son de grado dos”. Con tal

correccidn la caracterizacidn indicada es:

H es grafo cental si y solo si es bipartido, carece de ciclos
de longitud cuatro y en al menos una de las clases de la

biparticidn todos sus vértices son de grado dos.

En (89) se puntualizan algunas propiedades del concepto anterior.

Los adjuntos de grafos sin bucles pueden incluirse en la clase de



los grafos de interseccidén. Tambiédn pertenece a esta clase el
definido a continuacidn:
Dado wun grafo G, su grafo semitotal M(G), es aquel cuyo
conjunto de vértices estd en correspondencia biyectiva con
los vértices y aristas de G y tal que sus vértices son
adyacentes si corresponden, en G, a aristas adyacentes o a
una arista y uno de sus vértices extremos.
Esta nocidn y 1la andloga que se obtiene sustituyendo “aristas
adyacentes” por "vértices adyacentes” fueron estudiadas, en 1973,
por Sampathkumar y Chikkodimath (69).
En lengua inglesa, los semitotales son designados generalmente
"middle graph” aunque en (59) se lo llama "incidence graph".

Puede verificarse que M(G) = C(G) Vv A(G).

Si G es no trivial, el grafo M(G) es isomorfo al adjunto del GY ,
construido a partir de G mediante el agregrado de una arista

pendiente en cada uno de sus vértices (70),(79) y (93).

Otros grafos de interseccidn ligados a los anteriores son: el
bloque total y el bloque semitoﬁal, introducidos por Kulli (96}.
Para estos conceptos se estudiaron problemas de caracterizacién,
de conexidad, de isomorfismo, de planaridad y propiedades eule-

rianas y hamiltonianas en (96), (97), (106) y (113).

Los conceptos que hemos citado tambidn fueron considerados para
hipergrafos. En particular los semitotales fueron estudiados en
relacidn con los hipergrafos simples hereditarios en (109) y con
los grafos de independencia y los de fuerte independencia, de
hipergrafos simples semihereditarios, en (151) y (152), respecti-

vamenle, asl como tambien en (150).

En (132) a cada grafo G se le asocia otro P(G) y se demuestra que
si G es regular de grado par, P(G) y T(G) son no isomorfos.

También se estudia el grafo P(G) en (148), bajo el nombre de grafo



cuasitotal.

De la definicidn de grafo adjunto es claro que Ky ¥y K43 tienen a

K3 como adjunto y que los eventuales vértices aislados de G no

quedan representados en A(G). En consecuencia, dado un adjunto H
solo tiene sentido preguntarse si H determina unlvocamente, a
menos de isomorfismos, al G del cual es adjunto, si suponemos que

G carece de vértices aislados.
El citado teorema de Whitney (1) reformulado en términos de grafo
adjunto resuelve el problema de unicidad que acabamos de plantear.
Dicho teorema afirma:
Si Gy vy G, son grafos conexos, sin vértices aislados y sus
respectivos adjuntos son isomorfos, tambidn lo son Gyq4 y G,

excepto si uno de ellos es K3 y el otro es K43

Al respecto ver (8) y (54). De las distintas demostraciones del
resultado anterior creemos conveniente citar la de Jung (22) que
es valida tambied para el caso infinito y puede consultarse en

Harary (41).

En (122) puede verse que este resultado se puede extender al caso
de grafos con bucles pero no al de multigrafos propiamente dichos.
Del teorema de Whitney y siendo que M(G) = AGY) se tiene que:

Dos grafos conexos son isomorfos si y solo si tienen semito-

tales isomorfos (70), (109).
Un resultado andlogo, dado en (29), es el sigulente:

Dos grafos son isomorfos si y solo si los son sus respectivos

grafos totales.

CARACTERIZACIONES

Puesto que cada componente conexa de un grafo total T(G) corres-

ponde a una de las componentes conexas de G para la caracteriza-

cidn de los totales bastard limitarse a considerar los conexos.



En (29) Behzad y Radjavi demuestran que si G es conexo, distinto
de ciclo o de completo, el dnico subgrafo de H = T(G) cuyo total
es H es el inducido por los vértices de H correspondientes a
vértices de G, que designa especiales. Posteriormente, Behzad (43)
da, para el caso en que H es conexo distinto de ciclo o de comple-
to, wun método constructivo para hallar dicho subgrafo y haciendo

referencia explicita al mismo caracteriza a los conexos totales de

grafos distintos de ciclos o de completos.

Behzad y Radjavi en (39) estudiaron la estructura de los grafos

totales regulares y obtuvieron los siguientes resultados:

a) Un grafo conexo H es total de un grafo regular, distinto de
ciclo o de completo, si y solo si:

i) tiene grado 2k y orden n(l + k/2) para ciertos naturales

n, k tales que 2 < k < n - 1.

ii)} tiene exactamente n vértices especiales.

iii) H = T(G ) donde G es el subgrafo de H inducido por sus
vértices especiales.

b) Un grafo H es total de un ciélo Chln > 3) si y solo si es
conexo regular de grado 4 , de orden 2n > 6 y tal que su
conjunto de vértices es unidn de dos subconjuntos disjuntos,
cada uno de los cuales induce en H un ciclo Cn' Si n > 3 dichos
subconjuntos estdn univocamente determinados.

c) Un grafo es total de un completo K, (n > 3) si y solo si cada
vértice de H y sus adyacentes inducen un subgrafo que contiene
un completo maximal Ho tal que H = T(H,).

Los resultados que acabamos de citar se encuentran resumidos en

(51). En (111) se da una implementacidn del algoritmo de Behzad

para reconocer si un grafo es tolal.

Otra caracterizacién de los totales de completos es la obtenida

como corolario de la caracterizacidn de semitotales de completos



dada por Akiyama, Hamada y Yoshimura en el ya citado (79). Alll
deducen que:
H es el grafo total del completo Knsi y solo si sus aristas
pueden partirse en n + 1 subgrafos completos KﬁJ , lgign+1,
de forma tal que cada par de subgrafos KSJ , Kg) i F

tienen exactamente un vdrtice comién y cada vértice de H estd

contenido en exactamente dos de dichos subgrafos.

El siguiente resultado fue dado por Bhave (72):
Un grafo H es total de un grafo sin vértices aislados si vy
solo si contiene un subgrafo cubriente central C(G) y cada
par de vértices adyacentes pertenece a un subgrafo de H igual

a K3 . Ademds, en tal caso H = T(G}.

Otra caracterizacién de los grafos totales fue dada por Hobbs (94)
en términos de la existencia de una descomposicidén tipo Krausz.
Para deducirla recurre a la propiedad T(G) = (s * y a las

que

caracterizan a los grafos que son cuadrados de otros.

En (168) se da otra caracterizacidn haciendo uso explicito de wuna

relacidn entre los conceptos de multigrafo total y de multidigrafo

total (ver pag. 27)

En (43) se dan condiciones que deben respetar los totales de
grafos con al menos un vértice de grado uno y en (129) se carac-—

terizan los totales de los grafos asociados a los disefios balan-

ceados de bloques incompletos (BIBD).

Visto que M(G) = A(GY) los semitotales fueron caracterizados en

términos de la existencia de una descomposicidn tipo Krauz en

(69),(79) , wver también (109). En (79) se caracterizan ademds los

semitotales de arboles o de completos y en (70) los grafos cuyo

semitotal es acliclico, es planar o es planar exlerno.

Borowiecki (150) <caracteriza a los grafos semitotales de hiper-



grafos cuyo complemento también es semitotal y determina todos los

pares de hipergrafos con semitotales complementarios.

En (162) Rao caracteriza los adjuntos y los totales que pueden

obtenerse maediante ciertos productos de grafos no Lriviales.

RESULTADOS VARIOS

A continuacidn recopilamos propiedades de los grafos totales y de
los semitotales, algunas de las cuales fueron ya mencionadas o son
similares a otras vdlidas para los adjuntos. La demostracidn de

varias es inmediata y la de las restantes fueron dadas o citadas

en alguno de los siguientes trabajos: (14), (19), (28), (29),
(39), (41), (43), (58), (59), (70) y (93).

1) T(G) = (S(G)*%.

2) M(G) = AGY) , G no trivial.

3) A(G) £ M(G) & T(®)

4) s £ Mm@ € T

5) T(GyNG,) = T(G,) NTI(G,)

6) T(K,) = A(K, ).

7) Si G tiene n vértices y m aristas, T(G) y M(G) son de orden

. SNCHRC),
n + m. El ndmero de aristas de M(G) es m = 2m + E 2 =
i=1

n
m +%Z1<di(6))2 y el de T(G) es m + m .
1=

8) S8i el vértice x de H = T(G) representa a un vértice x de G

entonces di(H) 2.dx(G) Yy si corresponde a una arista

x = [p,ql se tiene que dé(H) = dF(G) + dq(G). Asl entonces el
grado mdximo en H es igual a 2 veces el grado madximo en G.

9) G es k-regular si y solo si T(G) es 2k-regular.

10) G es regular de grado d y orden p si y solo si su total es
regular de grado 2d y orden p(l+d/2).

11) T(G) contiene al menos un subgrafo G' tal que T(G) = T(G").

Si G es conexo, distinto de ciclo o completo, el subgrafo G’

es el dnico con esa propiedad.



12) El ndmero maximo de ciclos disjuntos en T(Kn) es(n§1) .

En (107) se demuestra que T(G) es perfecto si y solo si cada
bloque de G es K2 o Ka . En (147) se caracterizan los adjuntos
fuertemente ‘perfectos y se demuestra que un grafo total es per-

fecto si y solo si es fuertemente perfecto.

En (58) se determina el nudmero maximo de ciclos arista disjuntos
que admiten el adjunto y el total de forestas o de completos y se

lo acota inferiormente para el caso general. El mismo problema es

analizado en (70) para los semitotales.

La arboricidad de un grafo es el ndmero minimo de forestas cu-
brientes arista disjuntas en las cuales puede partirse su conjunto
de aristas. De acuerdo con un resultado de Beineke (10) la del
completo Kn es el menor entero mayor o igual que n/2.

En (120) se ve que las correspondientes a los grafos T(K ); M(K,)
y A(K,) son, respectivamente, n; n-1 y n-1 supuesto n 3, 2. Se
indica ademas como efectivizar, "en dichos casos esa descomposi-

cidén. Las de M(Kn) y T(Kn) estdn relacionadas, respectivamente,

con las de A(Kn) y A(Knn)'

En (62) se demuestra que si G es conexo, los grafos G%* ,A(G) y
T(G) admiten wun 1-factor si y solo si tienen un ndmero par de
vértices. Esto tambidn fue deducido en (78) para'A(G) y T(G) y en
(87) para A(G), como consecuencia de resultados mas generales.
Nebesky en (123) generalizd alguno de ellos.
Los grafos conexos cuyo cuadrado admite un 2-factor fueron estu-
diados por Hobbs en (64) y por Alavi y Chartrand en (80). Nebesky
en (124) da un resultado que incluye, coﬁo corolario, el siguien-
te:

T(G) admite wun 2-factor si y solo si cada vértice de G es

adyacente de a los sumo dos védrtices de grado 1.

10



D8rfler asocia a cada grafo, otro llamado "double-cover” y los
estudia en relacidn con ciertas operaciones. De los resultados
obtenidos en (102) citaremos el siguiente:

Si D es "double-cover” tambidn los son A(D), M(D) y T(D).
En (110) considera hipergrafos, extiende varios resultados del

trabajo anterior y da algunos especificos para hipergrafos.

En (155) se hallan grafos cuyo adjunto, semitotal o total es

"k-tree”.

En (163) se determinan las "distancias promedio” de ciertos grafos

totales y semitotales.

Distintos pardmetros, entre ellos los de independencia, cubri-
miento y dominancia, asociados a los adjuntos, totales o semito-
.tales de grafos e hipergrafos, fueron estudiados en (33), (69},

(vo), (100), (101), (103), (109), (116), (140)., (146), (158),
(160) y (163).

Respecto de la conexidad, tal como puede verse en (11), (40),

(53), (59) y (93) se tiene que:

a) G es conexo si y solo si T(G) lo es.

b} G es conexo si y solo si M(G) lo es.

c) Si G es conexo también lo es A(G); la reclproca solo es valida
si G carece de vértices aislados.

d) Si G es n—-conexo, M(G) es n-conexo y T(G) es 2n-conexo; si
ademds n > 2, A(G) es n-conexo.

e) Si G es m—arista conexo, M(G) es m-conexo, T(G) es 2m-arista
conexo y A(G) es (2m-2) arista conexo . Sim > 2, A(G) es
m-conexo.

Los resultados anteriores fueron generalizados para multigrafos de

cierto tipo en (86). La conexidad de M(G) tambiédn fue estudiada en

(69).

11



Por otra parte, en (59) se dan relaciones entre la "J-separacidn”
y el "J-enlace” de subgrafos de G con sus respectivos totales en

T(G) y en (37) otras que acotan inferiormente la conexidad y la

arista conexidad de T(G), conocida la conexidad o la arista cone-
xidad de G.
A su vez Bauver y Tindell dan, en términos de parametros de G,

cotas inferiores para la conexidad y la arista conexidad de A(G) y
T(G) y cotas superiores para T(G), en (134). En (135) demuestran
que la conexidad y la arista conexidad de M(G) coinciden, respec-—
tivamente, <con la arista conexidad y el grado minimo del grafo G,

mejorando asi una desigualdad dada anteriormente.

ECUACIONES

Como es natural, los grafos.adduntos, los totales y los semito-
tales reiterados de un grafo G estdn definidos, respectivaments,
por AF(G) = aaR Y@ ; TR@® = TT¥ Y@ y M@ = Mkt y
para k >, 1, suponiendo G = A% = Mm% = T%®.

En (28) se deducen expresiones para obtener el ndmero de "tri-

dngulos de tipo §", § € (0,1,2,3) en totales, o en adjuntos itera-—

dos, de grafos regulares. Se da también un resultado asintdético y
se demuestra que A(Kn+1) = T(Kn).
Generalizando el G4ltimo de los resultados citados, Cvetkovic y

Simic (81) resolvieron, en forma completa, las ecuaciones

A(G) = T(H) y A(G = T(H).

Como vimos A(G) = T(H) tiene como soluciones a los pares

(Kn+1;Kn) para n > 1 y obviamente también al par (K4ﬁ ;KZ).
Cvetkovic (61) al estudiar las relaciones entre el espectiro de un
grafo regular G con los de A(G) y T(G) probd que las soluciones
anteriores son las dnicas, si suponemos que H es un grafo regular.

En (81) se demostrd que limitindose a grafos conexos pero sin 1la

12



exigencia de que H sea regular a la infinidad de soluciones ya

indicada solo resta agregar el par (S,P3) donde

[ %]

P3

De 1las infinitas soluciones de A(G)

0]

T(H) solo indicaremos los
pares (K3,3K1); (3K2,K2); (3Kt2 'K3) y (Ktn ,nK1) para
n=1,2,3,...

En (90) se resuelven las ecuaciones A(G) = M(H); A(G) = M(H); M(Q)

= TMH) y MG) = T(H). Algunas de ellas y A(G) = T(H) también

fueron consideradas en (115).

Beineke (44) demostrd que ademds de los grafos KP= A(K )y

e
E; = A(pK,) las dnicas soluciones (sin vértices aislados) de 1la
ecuacidn A(G) = A(H) estdn constituidas por 16 pares de grafos

adjuntos (complementarios entre si) y 5 adjuntos autocomplementa-

rios, todos con a lo sumo 9 vértices.

El mismo resultado se obtuvo de otra manera en (161).

En (92) se estudid la ecuacidén T(G) = T(H) cuya dnica solucidn no

trivial es (E;,KZ) y esto permitid deducir que los dnicos grafos

no triviales totales y complementarios entre si son K3 = T(KZ) Yy R;
= T(K_).

3
Por otra parte, es ficil ver que la dnica solucidén de T(G) = G es
gl grafo trivial. En cambio A(G) = G admite dos soluciones (36).

En (119) se dan los 9 grafos que no contienen a K3 y son comple-—
mentarios de algdn tolal y se esludian, para ciertas operaciones
binarias J_, ecuaciones del lLipo H = qu_Gz supuesto que H o su
complemento es total (o adjunto). Para el conjunto de operaciones

citadas el ndmero de soluciones es limitado o nulo.
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En (118) se caracterizan los grafos G que satisfacen, respectiva-
mente c(A(G)) = G; c(M(G)) = G y c(T(G)) = G; donde c{(H) es el
grafo de interseccidn de los subgrafos completos maximales de H

(autores de habla inglesa llaman a c(H) clique—graph).

Con relacidn al cuasitotal de G, P(G), en (148) se resuelven las
ecuaciones A(G) = P(H); MG) = P(H) y T(G) = P(H) y las que

resultan de tomar complemento en alguno de sus miembros.

En (154) se resuelven las ecuaciones D(H) = A(G), D(H) = MG,
D(H) = A(G) y D(H) = M(G), donde D(G) es el "duplicate graph”" de
G.

Si notamos con TB(H) al grafo bloque total de H y con MB (H) al

grafo bloque semitotal de H, en (159) se resuelven completamente
las ecuaciones A(G) = TB(H); A(G) = TB(H); A(G) = Mp(H) y se dan
algunas de las soluciones que satisfacen A(G) = MB(H)’

En (150) se estudian los grafos semitotales de hipergrafos y se

hallan hipergrafos G y H que satisfacen la ecuacidn M(G) = M(H).

Una recopilacidn de ecuaciones entre grafos, que incluye a las

anteriores, puede verse en (121).

PROBLEMAS EULERIANO Y HAMILTONIANO

Los problemas hamiltoniano y euleriano, en relacidn con los grafos
adjuntos, totales o semitotales fueron abordados por numerosos
autores. En particular se han demostrado (ver (25) y (93)).

1) Si G es conexo, T(G) contiene un subgrafo cubriente euleriano.

2) Si G es conexo, T(G) es euleriano si y solo si todos los

vértices de G tienen igual paridad.

3) 3i G es no trivial y contiene un subgrafo cubriente euleriano,

T(G) es hamiltoniano.

4) Si G es euleriano, Tk(G) hY MR(G) son eulerianos y hamiltonia-

nos para todo k > 1.
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S5) Si G es hamiltoniano, tambiédn lo es Tk(G) cualquiera sea k > 1.
6) Si G es conexo no trivial, (@) es hamiltoniano para todo
k > 2. Esta cota no puede mejorarse ya que '1'(K,"3 ) no es
hamiltoniano.
7) Si M(G) es euleriano, G es euleriano y M(G) es hamilioniano.
8) G es conexo con todos sus vértices de grado mayor o 1igual

que dos equivale a Mk(G) es hamiltoniano cualquiera sea k 3 2.

Para los grafos adjuntos se satisfacen afirmaciones similares a 2,

4 y 5. Por otra parte, si G es conexo, de orden n > 3 y distinto
de cadena elemental, AX(G) es hamiltoniano para todo k > n - 3

(ver (11), (15) y (30)).

De TI(G) = (S(G)* = (Sq(G)F' y la precedente propiedad 6 resulta

que si G es conexo, no trivial T(S1(G)F' es hamiltoniano. En (46)

se da la siguiente generalizacidn:

Si G es conexo, no trivial y Sn(G) es su grafo de n—-ésima
subdivisidn, TI(S, (@))% es hamiltoniano, cualquiera sea el
entero n > O.
En (125) se da una demostracidn breve de este resultado del cual,
en particular, se deduce que:
Si G es conexo no trivial entonces T(G?) es hamiltoniano.
En’ (46) se observa que este resultado puede considerarse como un
paso adelante en la verificacidn de la conjetura (conocida como de
Plummer y Nash-Williams, ver (23)) segdn la cual el cuadrado de
todo grafo 2-conexo es hamiltoniano. Una conjetura similar res-—
tringida a los totales de grafos no separables fue enunciada por
Kronk (42),
En (75) Fleischner demuestra que si G es conexo sin aristas puente
y tal que toda arista incide en un vértice de grado dos, ' su
cuadrado es completamente hamiltoniano y de esto deduce que el

total de cualquier conexo sin aristas puente es completamente
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hamiltoniano. Resulta asl! verificada la validez de una extensidn
de la citada conjetura de Kronk. Por otra parte en (76) Fleischner
demuestra la validez de la conjetura de Plummer y Nash-Williams.

Fleischner y Hobbs (85), ver también (94), caracterizan los grafos
G cuyo total es hamiltoniano. La misma se expresa en términos de
la existencia en G’de un subgrafo con caracteristicas particu-
lares. Dan ademds una condicidn suficiente para la existencia de

tal subgrafo y un algoritmo para determinar si esa condicidn se

satisface.

En (85) se citan trabajos en los cuales se demostdé que si G
contiene un vértice de corte que es extremo de tres aristas puen-
te, T(G) no es hamiltoniano. Asi entonces, si G es &rbol T(G) es

hamiltoniano si y solo si G es cadena.

Aplicando resultados de (85) en (83) se determinan condiciones

suficientes para que un grafo planar tenga total hamiltoniano.

Si convenimos en designar vecinos a dos elementos de G cuando
ambos son vértices adyacentes o arista adyacentes o uno de ellos
es una arista y el otro uno de sué vértices extremos, es facil ver
que si G es no trivial, T(G) admite ciclo hamiltoniano si y solo
si los elementos de G pueden ordenarse linealmente de forma tal
que cada par de consecutivos, como as{ también el primero y el
dltimo sean vecinos en G.

El resultado anterior, dado en (25), es similar al que habla sido

enunciado en (11}, (15) y (30) para el caso de grafos adjuntos.

Los adjuntos hamiltonianos también fueron caracterizados en (16)
recurriendo a la existencia de un subgrafo de tipo especial en el
grafo de partida. Esta dltima es una formulacidn alternativa de
aquella'de (11) que acabamos de indicar y puesto que M(G) = A(GY )
se llega directamente al siguiente resultado obtenido en (93):

M(G) es hamiltoniano si y solo si G contiene un ciclo cu-

briente simple.
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Algunos resultados de (136) que reenunciaremos restringidndonos al
caso de grafos sin bucles y sin aristas paralelas, que son los
considerados en este trabajo, nos permitird dar una caracteriza-
cidn directa, es decir sin recurrir al grafo de partida, de los
semitotales hamiltonianos.

Previamente recordemos que de acuerdo con la conocida caracteri-

zacidén de Krauz (3) se tiene que:

Un grafo es adjunto s8i y solo si admite una descomposicidn en

subgrafos completos maximales K., , nib 1, tal que cada
i
arista pertenece a un dnico Kn- y cada vértice a exactamente
i
dos de ellos (eventualmente coincidentes, si n, = 1).

b5

Si H admite una descomposicidn de ese tipo ella se dird par si
cada uno de sus elementos tiene un ndmero par de vértices y cuasi
par si esto sucede cuando se cuentan doble los vértices que ademas
son elementos singulares de la descomposicidn.

Cada descomposicldn par carece de singulares y por lo tanto ' tam-—
bién es cuasi-par. Una cuasi-par que no sea par se llama cuasi-par
propia.

Todo grafo completo KP P 2 1, tiene descomposicidn cuasi-par
propia, con p singulares, si p > 2. De ellos solo K3 admite ademads
una descomposicidn par.

Sabemos que M(G) = AGY ). Como G¥ tiene aristas pendientes, M(Q)

admite una Jdnica descomposicidn del tipo indicado y ella no es

par.

Una descomposicidn D’ se dird mas fina que otra D si todo completo

de D’ es subgrafo de algin completo de D.

Por circuito cuasi semieuleriano de un digrafo simétrico entende-

mos un circuito simple u

N PR AR (u4 ) tél que de cada

u
'“'m ?

par de arcos opuestos, contiene al menos uno y si contiene a
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ambos, uno de ellos es uioY el otro es u;,q4 para algin

1
ie(,2,...., m}, (m+ 1 = 1), Se dird propio si incuye al menos
un par de arcos opuestos u , u'.
Asl entonces, por lo visto en (136) se tiene:
1) Si G es conexo no trivial, H = M(G) es hamiltoniano si y solo

si H o alguno de sus subgrafos cubrientes admite una descompo-
sicidn cuasi-par propia, mas fina que la de H.
2) Cada <ciclo hamiltoniano de M(G) representa por lo menos a un

. . . . . . . . +
circuito cuasi semieuleriano propio del simetrizado de G .

Nétese la estrecha vinculacidn entre lo afirmado en 2) y el resul-

tado, ya citado de (93).

Ejemplo 1) q
2
3
a
b b b
c
c
)
3
b
G +
6 M)
M(G) admite la descomposicidn cuasi-par propia p,a,c / a,b,q /
b,e,r /7 p / q / r. Su ciclo hamiltoniano p,a,q,b,r,c,{(p) corres-

ponde al ciclo simple cubriente (euleriano) a,b,c de G y al cir-
cuito semieuleriano propio 4,p,1,a,2,4,5,9,2,b,3,r,6,r;3,c,1,p;(4)

del simetrizado de GY y, donde m y m’' son pares de arcos opuestos.

Ejemplo 2) g ‘ N
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La descomposicidn de M(G): a,d,p / a,b,¢,q / ¢c,e,r / b,d,ae,s /

p/ q/ r / s, no es cuasi par propla; en cambio, si lo es la que

corresponde al siguiente subgrafo cubriente.

Ademds esta descomposicidn es mds fina que la de M(G) indicada.

Al ciclo hamiltoniano de M(G): p,a,q,b,c,r,e,s,d, (p) corresponde,
en G el ciclo simple cubriente (no euleriano) a,c,e,d de G y en el

simetrizado de G¥, el semieuleriano propio 5,p,1,a,2,q,6,q',2,

b,4,b’,2,¢,3,r,7,r",3,e,4,5,8,s",4,d,1,p",(5).

En mérito a su estrecha relacidn con algunos de los resultados que

hemos citado sefalemos que Fleischner y Hobbs en (84), ver tambidén
(94) dieron una condicidn necesaria para que G* sea hamiltoniano.

La misma estid expresada en términos de la existencia de cierto

subgrafo en G.

PLANARIDAD

Distintos autores estudiaron el concepto de planaridad en relacidn
con los de grafo adjunto, total o semitotal y hallaron caracteri-
zaciones con notables semejanzas. En efecto, de lo demoslrado en
(91}, (14), (24), (48) y (70), se tiene, resumiendo con & : la
igualdad se salisface solo en vértices de corte. :

A(G) es planar si y solo si G es planar tal que d, (G) ¢ 4 vy
se cumple &.

A(G) es planar externo si y solo si d, (G) £ 3 y se cumple &.

T(G) es planar si y solo dx (G) ¢ 3 y se cumple &.
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T(G) es planar externo si y solo si dx (G) £ 2 y se cumple &.
M(G) es planar si y solo si G es planar Yy dx (G) & 3.
M(G) es planar externo si y solo si d, (G) ¢ 2.

En (48) se ohserva que caben las siguientes reformulaciones:

T(G) es planar (planar extlerno) si y solo si A(G) es planar

externo (foresta).

Greenwell y Hemminger (52) dieron una caracterizacidén de los
grafos con adjuntos planares en términos de subgrafos no permiti-
dos. Andlogamente se procedid en (108) para el caso de tLotales,
semitotales y adjuntos iterados y en (74) para los totales y otras

clases de grafos de interseccidn,

La planaridad y la planaridad externa de los totales, semitotales,
semitotales generalizados, bloques totales o bloques semitotales

también fueron considerados en (69), (77), (97, (106), (113),

(138) y (156).

JLos totales con ndmero de cruzamiento 1 fueron estudiados en
{114) y los semitotales con ndmero de cruzamiento 1 o 2 en (153).

Por otra parte, en (157) se caracterizan los grafos cuyo semitotal

tiene ndmero de cruzamiento 1, 2 o 3.

Resultados relativos a la nocidn de género y a la de rugosidad de

los adjuntos, totales o semitotales pueden verse en (65), (66),

(67), (68), (131) y (143),.

Los grafos cuyo adjunto o cuyo total tienen complemento planar,

fueron determinados por Simic (133).

CROMATICIDAD

Dado wun grafo G su ndmero cromdtico X(G) es el minimo ndmero de

colores necesarios para colorear sus vértices asignando colores
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distintos a los vértices adyacentes. Andlogamente, su nimero cro-
madtico adjunto 3C(G), (cromdatico total X'(G)) es el nbdmero
minimo de colores necesarios para colorear sus aristas (sus aris-
tas 'y sus vértices) de manera que ningdn par de aristas adyacentes

(par de elementos adyacentes o incidentes) tengan un mismo color.

Es claro que: X' (G)
X" (G)

Xey » X (G).

X(AG)) » madx. d (G).

x

XAT(G)) 3 mdx. d, (G) + 1.

Behzad (14) conjeturd las siguientes cotas superiores (pueden

verse también en (19) y (38)):
1) NG ¢ max. d, (G) + 1.
ii) X"(G) ¢ madx. d (G) + 2.
La conjetura i) habla sido demostrada por Vizing (13) al deméstrar
que si G carece de bucles y tiene hasta p aristas paralelas enton-
ces L (G) £ madx. dx (G) + p.

‘Otras demostraciones para el caso de grafos fueron dadas por Gupta

(21) y por Fournier (63). Esta dltima estd reproducida en (91).

En 1969 Behzad (38) recopild resultados relativos a la conjetura
ii). Alll destaca que es fdcil verificar su cumplimiento para
todos los conexos con a lo sumo tres vértices y que como no hay

grafos totales que sean ciclos o completos de orden mayor que

tres, del resultado de Brooks (2) se tiense:

X'(G) £ 2.méx. d>< (G).
Observa tambidn que un resultado de Wilf (27) permite mejorar la
cota anterior con X"(G) ¢ A (T(G)) donde A (T(G)) es el maximo
autovalor de la matriz de adyacencia de T(G).
La conjetura ii) fue verificada para ciertas clases de grafos. En
1968 Rosenfeld (34) comunicd haberla comprobado par los grafos
bipartidos, 1los 3-partidos completos y los Kf . La demostracidn
de estos resultados, incluyendo también la correspondiente a los

grafos con mdx.d (G) ¢ 3 fue publicada en 1971 en (49). Otras
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damostraciones, para el caso en que max. dx(G> & 3 fueron dadas
por Behzad (38) y Vijayaditya (50) y Yap (167) la demuestira para
el caso de los r-partidos completos y para los grafos con

madx d(G) = 3.

En (38) se puntualizan otras clases de grafos para los cuales 1la
conjetura se cumple y se ve que para probarla en general basta
verificarla para los 2-conexos o para los conexos regulares o para
los conexos k-regulares de orden n con 4 { k ¢ n-3 que no son 1-

factoreables ni unidn (disjunta) de 1-factores con un 2-factor.

La conjetura ii) fue extendida para multigrafos, de formas dife-
rentes por Behzad (38) y Vizing (17), (35) (ver Kostochka (105)),
y demostradas respectivamente, en (38) para cuando max.d, (G) ¢ 3

y en (105) para el caso en que mdx.d, (G) < 4.
En (38) se ve ademds que la eliminacidn de una arista en un grafo
distinto de Ka disminuye su ndmero cromdtico total en a lo sumo 1

y se proponen varios problemas de caracterizacidn.,

En (26) se observa que X(G) + KXK' (&) > X" (G) y se demuestra
que si G contiene al menos dos vértices y en la expresidédn anterior
se satisface la igualdad, G es bipartido. Se indica que basta

considerar Km'], m ¥ n para verificar que la reciproca es falsa.

4

También en (26) se deducen los valores X(G) , X (G)  y K'(G)
para los grafos completos y los bipartidos completos.

El resultado de Vizing (13) X(H) ¢ mdx. d_(H) + 1 y la

relaci
” lacidn

M(G) = A(GH permite deducir (ver (109)):
X'ty = X(M(G)) = max. dK(G) + 1 = mayor orden de los

subgrafos completos de M(G).

Fink (126) estudid un problema tipo Ramsey definido a partir del

ndmero cromdtico total y de los grafos de la forma K1 Determind

’

el valor correspondiente a ciertos casos y lo acotd para otros. En

(141) y (142) se determinaron condiciones bajo los cuales la cota
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antedicha no es mejorable y dedujeron cotas para cuando el grafo K

es substituido por otros.

En (98) se determind el ndmero cromidtico total de los grafos

construidos a partir de un conjunto estable y un ciclo.

La determinacidn de los ndmeros cromdticos totales de completos y
de bipartidos completos fue extendida parcialmente. En 1971,-
Rosenfeld (49) demostrd que X"(K ) £ s.(r = 1) + 2,

Al  affo siguiente laskar y Hare (56) hallaron ?Q(Ki) )/7('(Kt) e
hicieron una conjelura respecto de X"(K ). En 1974 Bermond (71)

vid que la conjetura no era exacta y determind el valor en cues-

tidn. Estos resultados hablan sido considerados en (60).

Nordhaus y Gaddum (4} acotaron la suma y el producto de los nime-
ros cromdticos de un grafo y su complemento. El mismo problema,
para el caso de los ndmeros cromaticos adjuntos fue considerado

por Vizing (18) e independientemente por Alavi y Behzad (47). La

misma cuestidn, atendiendo al ndmero cromdtico total fue resuelta
por Cook (73) . Resultados similares fueron obtenidos por Nirmala
(99) .

Los distintos conceptos de nimero cromdtico fueron extendidos a
los hipergrafos . En (117) Meyer evalda el ndmero cromitico total
de los hipergrafos h-completos y los h—-partidos completos (para

h = 2 son respectivamente, los grafos conmpletos y los bipartidos
completos). Da ademds referencias de trabajos en los cuales se

calculd el nimero cromdtico adjunto para dichos hipergrafos.

En (31, (88}, (127) se estudian distintas generalizaciones del
concepto de nimero cromdtico. Siguiendo la idea de (88), Milazzo y
Vacirca (137), (144) consideran una coloracidn de vértices y de

aristas en la cual se tiene en cuenta una nocidn de distancia
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definida a partir de la distancia entre vértices. En (144) se
determina dicho ndmero cromdtico para ciertos grafos y se carac-—
terizan los correspondientes a ciertos ndmeros. Por otra parte en

(139) Vacirca continud los trabajos de (31), (127).

En (164) Borodin considera grafos planares y para ellos define y
acota superiormente cuatro nidmeros cromdticos. De las cotas dadas
para el ndmero cromdtico total resulta una verificacidn parcial de
la conjetura 1ii) de Behzad y en (166) verifica dicha conjetura
para grafos planares excepto si mdx d(G) € {6,7,8} y demuestra que'

si mdx d(G) » 14 entonces se puede mejorar la conjetura cambiando

2 por 1.

AUTOMORFISMOS

A cada grafo G pueden asociarse tres grupos de permutaciones, a
saber: el de sus automorfismos o¢(G), constituido por las permuta-
ciones de vértices que respetan la adyacencia; su grupo adjunto
«<{(G) , integrado por las permutaciones de aristas que conservan la
adyacencia y su grupo total o€(Gi, qué contiene las permutaciones

de vértices y aristas que respetan la adyacencia y la incidencia.

De las definiciones resulta que :

< (G) = ox(A(G)) y o' (G) =x=(T(G)).

Behzad y Radjavi (29) determinaron el ndmero de elementos del

grupo ox(T(G)) para cuando G es ciclo o es completo y demostraron:
Si G es distinto de un vértice aislado «(G) y o(G) son
isomorfos si y solo si ninguna de las componentes conexas de
G es ciclo o es completo.

Si G es conexo, o<(G) , L(G) y o'(G) son isomorfos excepto

si G es ciclo o es completo o es el completo K4 excluida una

o dos de sus aristas,.
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En relacidn con el resultado anterior creemos oportuno seffalar que
de un resultado de Sabidussi (7) se tiene:

Si G es conexo distinto de K K

2 ’ 4 ’ Q

1

D>— o su adjunto,

entonces o«(G) y o (G) son isomorfos.

De esto es ficil deducir (109):

Si G carece de vértices aislados x{(G) = o(M(G)).
GRAFO ENTERO
La misma idea que llevd a las nociones de grafo adjunto , total ¥y
semitotal, permilid, restingiéndose a los grafos planares, intro-
ducir la de grafo entero.
Mas precisamente, supuesto que G es un grafo plano, su grafo
entero e(G) tiene por vértices, los vértices, las aristas y las

caras de G y es tal que la adyacencia entre sus vértices refleja

las relaciones de adyacencia y/o incidencia entre los vértices,

las caras y las aristas de G.

Ndtese que distintos grafos planos representantes de un mismo
grafo planar pueden tener enteros no isomorfos. En (57) se dan dos
grafos planos isomorfos cuyos respectivos enteros tienen ndmero

cromadtico distinto y otros dos, de los cuales wuno solo tiene

entero hamiltoniano.

De 1la definicidn resulta que e(G) contiene como subgrafo inducido
a T(G), y por lo tanto a G y a A(G). Por otra parte si G es conexo
tambien lo es su entero. La reclproca solo vale si se conviene en

considerar que G tiene tantas caras infinitas como componentes

conexas.

En (55) se demuestra que si G es plano, regular de grado 3, el
nimero cromdtico de e(G) es a lo sumo 7. Segdn lo indicado en (57)
este resultado habla sido deducido previamente por Neuberger, pero

admitiendo 1la validez de la conjetura de los cuatro colores. La
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cota indicada no es mejorable pues e(K4) Liene ndmero cromdtico 7.

En (57) Mitchem caracteriza los grafos planos conexos cuyo entero

es planar y aquellos con entero euleriano. Demuestra ademds que:
5i G es plano, conexo y e(G) es euleriano, G @es euleriano.
'Si G es plano y hamiltoniano, e(G) es hamiltoniano.

Este dltimo resultado y otro dado tambidn en (57) lo llevaron a

conjeturar que si G es grafo plano sin aristas puente, entonces

e{(G) es hamiltoniano.

Hobbs y Mitchem (95) demostraron la validez de esta conjetura y

otra propiedad relativa a enteros de bloques planos que fue mejo-

rada por Faudree y Schelp (82) quienes demosiraron que si G es

plano, conexo, sin aristas puente, e(G) es completamente conexo.

En (128) se deducen propiedades eulerianas y hamiltonianas de los

grafos semienteros y se caracterizan los grafos cuyo semientero es

planar.

En (149) se resuelven ecuaciones que incluyen los conceptos de

grafo adjunto, entero y semientero.

Procediendo por analogla con el caso no orientado en (6) y (12) se

introdujo el concepto de digrafo adjunto de multidigrafos

Yy en’
(20) el de digrafo total de digrafos sin bucles.Esta nocidn fue
extendida para multidigrafos finitos arbitrarios por Chiappa,

Maccari y Ziliani (168).

Una nocidén similar a la de semitotal para el caso dirigido fue

estudiada por Zamfirescu (130).

Las generalizaciones dadas en (168) permiten obhtener los siguien-

tes resultados, similares a otros validos para el caso no dirigi-
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do:

Dado un multidigrafo D con n vértices Yy m aristas, entonces:
(4]

a) Su total TI(D) tiene n + m vértices Yy 3m +§:: dx—.'.d+
i=1] i

X3
arcos,

b) T(D) es unidn arco disjunta de D, su digrafo adjunto y el

subdigrafo cubriente de arcos (u,x.);

J !

(xi,u) para cada

arco u = (xi,x-).

En (20) se dan algunas propiedades relativas a la conexidad de los

digrafos totales y en (145) se estudia la cromaticidad de ciertos

digrafos.

La siguiente caracterizacidn de los multidigrafos totales (ver
168) extiende la dada en (20):
Dado un multidigrafo D su total es isomorfo al cuadrado de su

digrafo de subdivisidén, es decir T (D) =(S(D))z

En (168) se deduce ademds una relacidn funcional entre las no-
ciones de multigrafo total y multidigrafo total, similar a la dada
entre las nociones de adjuncidn para el caso dirigido y el no
dirigido en (122). Ella permite deducir que T(G) = D(C(T(G®) donde

T(G® ) es el total del simetrizado de Gy C, D son operaciones

definidas ad-hoc.
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