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1 Introduccion

El primer trabajo sobre la determinacion de Algebras de Boole Monadicas libres se debe
a Carnap [4], en 1946 y utiliza el cdlculo proposicional, pero en su trabajo no incluye
las demostraciones para obtener la cardinalidad. Luego H. Bass [3] en 1958 utiliza otro
método para su determinacién. Posteriormente P. Halmos [6], también en 1958, indica
otra construccidn, (ver también [7]). En 1963, Héng-Shan Gao [5] indica una nueva cons-
truccién, (trabajo publicado en chino). En 1970, A. Masse [9] expone en un Seminario
sobre Légica Algebraica, realizado en la Universidad de Lyon, un trabajo denominado
Anneauz monadiques libres sur un ensemble fini (I) et (II), en el cudl esencialmente re-
produce el trabajo de Bass. En 1971, L. Henkin, D. Monk y A. Tarski, en el libro Algebras
cilindricas, [8] determinan las élgebras de Boole Poliddicas libres.

L. Monteiro durante la realizacién de su tesis doctoral [11], sobre Algebras de Lukasiewicz
trivalentes monédicas, generalizacién del concepto de Algebras de Boole monadicas, de-
terminé las Algebras de Boole Monddicas libres por un método diferente a los indicados
en los trabajos previamente citados. Su tesis fue presentada en 1970, y aprobada en 1971.
En 1973 L. Monteiro, en un seminario dirigido por el Dr. Antonio Monteiro [10], hace
una exposicién diferente de las anteriores sobre este tema. En 1978, aparece publicado en
Algebra Universalis [12] el trabajo de L. Monteiro, que fuera expuesto en 1973, pero con
demostraciones totalmente diferentes a las indicadas en 1973. El referee de este trabajo
hace el siguiente comentario: Monteiro gives a new determination of the cardinalities of
the finitely-generated, free monadic algebras. There are at least four different proofs of
this result already in the literature (haciendo referencia a [3], [5], [6], [8]). All of them,
including Monteiro’s, are based on some kind of detailed analysis of the structure of free
monadic algebras (by metalogical, topological, or combinatorial algebraic methods). It is
the nature of the particular analysis that is the focal point of all these proofs, and Mon-
teiro’s is definitely novel. It is much closer to the spirit of universal algebra than the
others, and is in my opinion the most natural and perspicous. El referee agrega The car-
dinality was apparently first obtained by Carnap.

Estas notas estdn inspiradas en el trabajo de H. Bass, pero se diferencian del mismo, en
notaciones y demostraciones mas acordes con la teoria del algebra universal. Ademas se



indican otros resultados, se generalizan algunos de los indicados por Bass, y esencialmente
la construccion de las dlgebras de Boole monadicas con un numero finito de generadores
libres es a nuestro entender mucho mas sencilla que la indicada por Bass. Si designamos
con FB(2" — 1) el 4lgebra de Boole con 2" — 1 generadores libres y con P(2") el pro-
ducto cartesiano de 2" algebras de Boole iguales a F'B(2" — 1) entonces P(2") es un
dlgebra de Boole. Sobre P(2") se define un cuantificador existencial 3 via una subalgebra
de Boole de P(2") relativamente completa. Se prueba que (P(2"),3) es el dlgebra de
Boole monddica con n generadores libres. Cada elemento de P(2") es una 2"-upla cuyas
coordenadas son elementos de F'B(2" — 1), en particular los n generadores de P(2") son
2™-uplas cuyas coordenadas son elementos de F'B(2" — 1). En este trabajo indicamos
las coordenadas de cada uno de los n generadores de P(2™). En ninguno de los trabajos
citados anteriormente se indican las coordenadas de los generadores del algebra de Boole
monadica con n generadores libres.

Algunos de los resultados indicados en la seccién 2 ya fueron expuestos en [13].

2 Nociones Previas

En este parrafo vamos a fijar las notaciones y a demostrar algunos resultados que seran
necesarios mas adelante.
Si X es un conjunto finito con n elementos, notaremos N[X]| = n.

Definicién 2.1 Sea (R, A,V,0) un reticulado con primer elemento 0, X C R, N[X] =t,
notaremos:

so(X)={0} 5  =(X)=X,
s;(X)={Vy:y€eY, YCX N[Y|=j}, 1<j<t,

Sea (B,V,A,—,0,1) un algebra de Boole, como es habitual la notaremos muchas veces
B. En estas notas, salvo indicacién en contrario, sélo consideraremos dlgebras de Boole
finitas no triviales, esto es, finitas y con mas de un elemento. Si B es un &algebra de
Boole, notaremos con A(B) el conjunto de todos los dtomos de B. Si z € B,z # 0 sea

A(z) = {a € A(B) : a < z}, es bien conocido que: z = V{a:a € A(z)}.

Si z,y € B, pongamos: z +y = (—z Ay)V (z A —y). Es claro que 2 +0 =z y
z+1=—z.

Sea B(B,n) = {(b1,b2,...,bn) : b € {0,1} C B,1 < i < n}, esto es, el conjunto
B(B,n) esta formado por todas las n-uplas de elementos 0,1 € B. B(B,n) es el producto
cartesiano de n 4lgebras de Boole iguales a {0,1} C B, luego es un &lgebra de Boole con
n 4tomos, que son precisamente las n-uplas que tienen una unica coordenada igual a 1y
las restantes iguales a 0.



Si G ={91,92,--.,9.} C By be& B(B,n) notaremos con m;(G) o mas sencillamente m;
al elemento:

n

A (gi +b).

=1

Observemos que de acuerdo con la definicién precedente ¢g; + b; = g; o g¢; + b; = —g;.

Sea m(G) = {my : b € B(B,n)}, como N[B(B,n)] = 2" entonces N[m(G)] < 2".
Notaremos B(B,n,t) = {b€ B(B,n):b; =0}, 1<i<n.

Lema 2.1 1) Sib,ce B(B,n) y b# c entonces my Am,=0.
2) V{my:be B(B,n)} =1.
8) Sib,c e B(B,n), ; b#cymy <m, entonces my = 0.
4) gi=V{my:6€ B(B,n,t)}, 1 <i<n.

Dem. 1) Como b # c entonces existe por lo menos una coordenada z,1 < ¢ < n, tal
que b; # ¢;, y como b;,¢; € {0,1} C B, entonces “b; =0y c;=1"0 “b; =1y ¢; =0".
En el primero de los casos tenemos: my Am, = (- Ag A )A(-+-A—=g; A--+) = 0.
Anéalogamente en el segundo caso.

2) Por induccién sobre n. Sin = 1, entonces : m(G) = {mg =9 +0,my = g1 + 1} =
{91,—g1}, luego V{my : b€ B(B,1)} =gV —g1 = 1.

Supongamos que la propiedad enunciada vale para todo conjunto G con (n—1) elementos,
y probemos que vale para todo conjunto G' con n elementos.

Observemos que B(B,n,i) = {b € B(B,n): b =0} = B(B,n) — {b € B(B,n) : b; = 1},
cualquiera que sea i, 1 <1 < n. Luego \/{my : b € B(B,n)} = V{m; : b € B(B,n),
b, =0} V V{mp:be B(B,n), b, =1} = s; V s5. Como los elementos que aparecen en
el primer supremo verifican b, = 0, entonces m; = T_L/\ll(gi +8) A (gn+0)=myAgn,
donde ' = (b1, ba,...,b,—1) € B(B,n—1). Observemos que b = (b, b, ...,b,) € B(B,n)
siy solo si ¥ = (by,bs,...,b,1) E B(B,n—1)y b, € {0,1}, luego s; = g, AV {mpy : V' €
B(B,n—1)}, y por lo tanto teniendo en cuenta la hipétesis de induccién s; = g, A1 = g,.
Analogamente se prueba que s; = —g¢,, y por lo tanto s; V s, = 1.

3) Por hipétesis mp = my A m, = [por 1)] = 0.

4) gi=g; ANl =[por2)] =g, ANV{my:be B(B,n)} =
(9: AV{ms : b € B(B,n), b; =0})V (g: AV{msy : b€ B(B,n),b; = 1}) =
(\/{gl ANmy: b e B(B, 'I’L), bi = 0}) V (V{gz ANmy be B(B,TL), bz = 1})
Si b; = 0 entonces my = g; A (A(g; +b;)), luego g; A my = my, y si b; = 1 entonces
J#i
my=—g; N (A(g; +b;)), luego g; A my = 0. Por lo tanto g; = \V/{m, : b € B(B,n,1)}.
J#i
O



Si G es un subconjunto del dlgebra de Boole B, notaremos con BS(G) la subélgebra
booleana de B generada por G. Es claro que BS(#) = {0,1}, y es bien conocido el
siguiente resultado:

Lema 2.2 S5i G es un subconjunto finito, con n elementos del dlgebra de Boole B, en-
tonces:

a) BS(G) =s(m(G)).
b) A(BS(G)) = {my : my € m(G), my # 0}.
Luego N[A(BS(G))] < N[m(G)] < 2™ y por lo tanto N[BS(G)] < 2%".

Observacién 2.1 Si B es un dlgebra de Boole con un conjunto G = {g1,92,...,9n} de
generadores libres, entonces my # 0, para todo my € m(G), ya que B tiene 2" dtomos.

Lema 2.3 Si B es un dlgebra de Boole y G = {g1,92,-.-,9n} C B entonces BS(G) =
BS(m(@G)).

Dem. Como m(G) = s1(m(G)) C 'bo s;(m(G)) = s(m(G)) = BS(G), entonces
i=

BS(m(G)) € BS(G).

Sea y € BS(G) = s(m(G)) entonces y € s;(m(G)), para algin j, 0 <5 < 2™

Sij =0, elloequivale a y =0,y por lo tanto y € BS(m(G)).

Sij =1, ello equivale a y = my, my € m(G). Si2 <5 < 2" entonces y = V{z:2 € Z},

donde Z C m(G), N[Z] = j. Como m(G) C BS(m(G)), entonces en ambos casos

y € BS(m(G)). 0

Definicién 2.2 (H. Bass, [3]) Un subconjunto P = {p1, p2,-...,p:} de un dlgebra de Boole
B se dice una particion del elemento 1 € B, si:

PI) pi/\ijO, l;é], 1§i,j§t.

t
PQ) \/ Pi = 1.
i=1

Ejemplos 2.1 1) Los dtomos de un dlgebra de Boole finita forman una particion de 1.

2) Si B es un dlgebra de Boole con tres dtomos {a1,a3,a3}, p1 = a1 y p2 = az V as
entonces P = {p1,p2} v Q = {0, p1,p2} son particiones de 1.

3) Si B es un dlgebra de Boole con cuatro dtomos {a1,as,a3,a4}, p1 = a1 Vaz ¥y
p2 = azVay entonces P = {p1,p2} €s una particion de 1, y ninguno de sus elementos
es un dtomo de B.



4) Si G es un subconjunto finito no vacio de B, entonces de acuerdo con los lemas

2.1, 2.2 el conjunto m(G) forma una particion de 1, que contiene a los dtomos de
BS(G).

Observacién 2.2  a) Sea B un dlgebra de Boole. Si P es una particion de 1 tal que
A(B) C P, entonces P — A(B) = {0}.
En efecto, por hipdtesis existe x € P — A(B). Si z # 0, entonces como
r = V{a: a€ A(z)}, cualquiera que sea a € A(z) se tiene aAzx = a # 0, lo
que contradice P1.

b) SiP es una particion de 1, sea Po={p € P:p# 0}. Si p;, p; € Po, donde i # j,
entonces p; # p;, pues si p; = p; entonces p; = p; Ap; = p; Ap; = 0. Absurdo.
Observemos ademds, que el conjunto Py es una particion de 1.

Lema 2.4 Si B es un dlgebra de Boole, G = {g1,92,---,9n} una particién de 1, y Gy =
{9 € G: g #0} entonces Gy = A(BS(Q)).

Dem. Observemos en primer lugar que Go # 0, pues si Go = 0, entonces G = {0} y
este conjunto obviamente no es una particién de 1.

Sabemos que A(BS(G)) = {my : my # 0, b € B(B,n)}. Sea g; € Go, estoes g; € Gy
9; # 0.

Como g; A g; = 0, para todo ¢ # j, entonces g; < —g¢; para todo 7 # j, en consecuencia
9; < A=gi+ i# 7} estoesgi =g; A N—gi: i#7)}

Si b € B(B,n) verifica b = 0 y b = 1, para todo i # j, entonces my = g;A
7\{—g,~ : 1 # j} = g;. Acabamos asi de probar que Gy C A(BS(G)).

1=1

n

Sea my € A(BS(G)), luego my # 0y my = A(g: +b;). Si b; = b; = 0 para algin par de

=1

indices ¢, 7 tales que ¢ # j, entonces my = g; Ag; A A {(gn +b) : A #4,5} =0. Absurdo.
h=1

Por lo tanto si m; # 0, no puede existir mas de una coordenada b; de b, igual a cero,

luego b, = 1 para todo 2 0o b; = 0 para algin j, 1 <j <nyb; =1 cualquiera que sea 1,

1<i<n,ij

En el primer caso my = /n\ —g; = — (l/ g; = —1 = 0. Absurdo. Luego sélo puede ocurrir
=1 i=1
el otro caso, y por lo tanto my = A(g; +b;) = g; AN A{—¢; : @ # j} = (por lo visto
1=1 i=1

precedentemente) = g;, con g; € G. Observemos que g; # 0, esto es g; € Go, pues
gi = ms # 0. 0

Observacién 2.3 BS(G) = BS(Gy). St Go = G, es obvio. Supongamos que Gy C G,
luego BS(Go) C BS(G). Como Gy C BS(Go) y {0} C BS(Gy), entonces G = GoU{0} C
BS(Go), y por lo tanto BS(G) C BS(Gy).

Lema 2.5 Si G = {g1,92,- -9t Gt+1,Gt42,- - -, g2t} €5 un subconjunto de un dlgebre de
Boole B, tal que:



a) §; < giys, 1=1,2,...,1.
b) Gi ={g1,92,---,9:} es una particidn del elemento 1 de B.

Si1 <k <t, notaremos

B(B,2t,k,k+1)={beB(B,2t) : by = 0,b; = 1,1 < j < 1,5 % k, bpys = 0},
P = {my(G): be kLtJl B(B, 2tk k+1)}, y
si b€ B(B,2), mi(G)=_ Z(H(gz- +5), entonces:

1) A(BS(G)) C P.

2) P es una particién de 1.

3) NLA(BS(G))] < ¢ x 2t-1.

4) 9. =V{g: Am;(G) :be B(B,2t,1,i + 1)}, 1 <7<t

5) mi(G) =V{g: Am;(G): 1 <i<t, by; =0}.

Dem.  Por lema 2.2 , b), sabemos que A(BS(G)) = {my(G) : my(G) # 0, b €
B(B,2t)}. Sea a € A(BS(G)), es decir, a = my(G), b € B(B,2t), my(G) # 0.
Como G} es una particién de 1, entonces por lo visto en lema 2.4, b debe verificar
bp =0, 1 <k <tyb; =1, cualquiera que sea j, 1 < j < t, 7 # k, luego
my(G) = gr A mi(G), donde b € B(B,2t,k). Como g; < gij4s, 1 < j < t, equivale
ag;N—gjx+ =0, 1 <3 <t entonces de by = 0 resulta que debe ser by = 0,
pues caso contrario my(G) = g A —ggys A --- = 0. Absurdo. Luego ¢ = my, donde

be U B(B,2t, k, k +1).
k=1

De 1) resulta que
1=\/{z:2z€ ABS(G))} < V{ms(G) : my(G) € P},

y por lo tanto V{my(G) : my(G) € P} = 1. Como P C m(G), entonces my A m, = 0 para
t
b,ce U B(B,2t,k,k+1t), b+ c. Por lo tanto P es una particién de 1.
k=1

De acuerdo a la definicién de P, sus elementos son los m;(G), donde los b verifican: una
de sus primeras t coordenadas es igual a 0 y las otras iguales a 1, y en las restantes una

debe ser igual a 0 y las otras iguales a 0 J 1, luego es claro que N[P] <t x 2t~y por
lo tanto N[A(BS(G))] <t x 2%

Como V{m,(G) : b€ B(B,2t)} =1, fijado ¢, 1 <17 < ¢, tenemos ¢g; = \V{g: A my(G) : b €
B(B,2t)}. Pero vimos que si b; = 0, donde 1 < j < ¢, j # 1 entonces g; A my(G) =



gi/\gj Ao = 0, si bz = 1, gi/\mb(G’) = gi/\—g,' Ao =10 y si bt+i = 1, luego
giANmy(G) = gi A —guyi A+~ = 0, luego g; = V{g: A my(G) : b € B(B, 2¢,3,t +1)}.

¢ ¢
Como V g; = 1, entonces m;(G) = V (giAm}(G)) cualquiera que sea b € B(B, 2t). Ahora

=1 =1
bien si b;1; = 1 entonces g; Am;(G) = ¢g; A —guyi A+ - = 0, luego mi(G) = V{g: A m;(G) :

Estos resultados generalizan los indicados por H. Bass [3] en los Corolarios 1 y 2.

Ejemplo 2.2 Sea B un dlgebra de Boole con 4 dtomos a,,a,,as,as, y consideremos los
elementos g1 = a1 Vas, go = a3 Vay, g3 = ag VasVayg, g4 = a1 V ay V ay, luego
tenemos que g1 < g3, 92 < g1, {91,92} es una particion de 1, B(B,4,1,3) = {b =
(0,1,0,0), b, = (0,1,0,1)},B(B,4,2,4) = {b5 = (1,0,0,0),b4 = (1,0,1,0)}, luego msy, =
GI NGy = a1, My, = 1N —gsy = —gg = a3, My, = g2 N gz = a4, Mp, = go N —g3 =
—g3 = ay. En este caso A(BS(G)) = P. Sean ¢; = a1, ¢2 = ag VazV ay, g3 = a1 V ay
Yyqe =a;VayVazVay =1. Luego tenemos ¢1 < g3, ¢ < gs =1 y {q, ¢2} es una
particion de 1. En este caso my, = a1, mp, = 0, mp, = a2 y my, = ag V ag , luego

A(Bs{ql,‘h,q?n‘h}) = {a1,az,a3 \% a4} CcP.

Sea (B,V,A,—,3,0,1) un algebra de Boole monadica. Salvo indicacién en contrario, con-
sideraremos solamente algebras de Boole monadicas, no triviales. Si G es un subconjunto
de B notaremos con M S(G) la subédlgebra monadica de B generada por G.

Lema 2.6 Si B es un dlgebra de Boole monddica y G = {g1,92,-.-,9:} C B, es una
particion de 1 sea:

H=G U 3G = {gl,gg,...,gt,3g1,3g2,...,Hgt},
entonces MS(G) = BS(H) = BS(G U 3G).

Dem. Pongamos h; =¢;, 1 <t <ty h;=3dgi¢, t+1 <2 <28 Entonces el conjunto
H verifica las condiciones a) y b) del lema 2.5.

Como M S(G) es una subdlgebra booleana de B, probando que H C M.S(G), tendremos
(i) BS(H) C MS(G) .

Como G C M S(G) entonces 3G C IM S(G), y como M S(G) es una subélgebra monddica,
entonces AMS(G) C M S(G), luego 3G C M S(G) y por lo tanto H = GUIG C M S(G).
Como G C GU3IG = H C BS(H), si probamos que la subdlgebra booleana BS(H) es
monddica, tendremos (ii) M S(G) € BS(H).

Por el lema 2.5, BS(H) es finita, entonces para probar que es monadica, basta demostrar

que: “Sia € A(BS(H)), entonces 3a € BS(H)”.
t
Por el lema 2.5, si @ € A(BS(H)) entonces a = m;, donde b€ U B(B,2t,k, k +1), esto

k=1
2t 2
essa=mhA A (hj+b)=9¢;:N A (3gj—++b;), paraalgini, 1 <i <t
j=t+1 j=t41



Como dg;—¢+ + b; = 3¢;—+ 6 3Jg;—+ + b; = —dg;_+, entonces g;_, + b; € K(B) = IB,
2t
t+1<y5 <2, yporlotantor= A (3¢ +b;) € K(B) =3IB. Luego Ja =3Ig; A .

Jj=t+1

Como b;y; = 0, entonces 3g(;4i)—+ + byyi = Igi, luego r < Jg; y en consecuencia Ja = r.

Por otro lado 3¢; € 3G € BS(GU3G) = BS(H), 1 < j <t, luego —dg; € BS(H),
1 < j <t, de donde resulta que r € BS(H), esto es da € BS(H). a

Lema 2.7 Si B es un dlgebra de Boole monddica y G = {g1,92,...,9:} entonces M S(G) =
MS(m(G)).

Dem. Como MS(G) es una subélgebra monddica de B, si probamos que m(G) C
MS(G), entonces: (1) MS(m(G)) € MS(G).

Sea my € m(G), esto es :
¢

my = A\ (gi + bi), donde b= (by,by,...,b) € B(B,t).
1=1

Como G C MS(G) entonces si g € G, resulta —g € M S(G), luego g; + b; € MS(G),
1 <1 <t, por lo tanto my, € MS(G).
Probemos (ii) MS(G) C MS(m(G)). Por el lema 2.1 sabemos que:

g; = \/{mb :be B(B,t), bj = 0}, 1<3<
Luego como m, € m(G) € MS(m(G)), tenemos que G C M S(m(G)), de donde resulta
(i) 0

Lema 2.8 Si G = {¢1,92,...,9:} es un subconjunto de un dlgebra de Boole monddica B,
entonces:

a) MS(G)= BS(m(G) U Im(QG)).
b) NJAMS(G))] <2t x 22" — 1.
Dem. Sea H =m(G) U Im(G).

Sabemos que el conjunto m(G) es una particiéon de 1. Entonces por el lema 2.6 :

MS(m(G)) = BS(m(G) U Im(G)), luego aplicando el lema 2.7 se concluye a) .
Como N[m(G)] < 2! entonces aplicando el lema 2.5, se concluye b). O

Este lema generaliza los resultados indicados por H.Bass [3] en la pagina 261, y del mismo
resulta que toda dlgebra de Boole monadica finitamente generada es finita.

Observacién 2.4 Por conveniencia consideremos numerados los elementos de B(B,t) y
esta numeracion fija, b, 6@, .. b2 Entonces poniendo h; = myw, i = 1,2,...,2¢ y
hi = Amyey, 1 =21+ 1,20+ 2,..., 2" tenemos que:

m(G) U Bm(G) = {hl,hz,. . .,hgt,h2t+1, Ce ,h2t+1}.

8



Entonces los posibles dtomos de M S(G) son (ver lema 2.5) los elementos:

2t+1 ot+1
m, = N (hi +¢), dondece | ) B(B,2% &,k +2%).
i=1 k=1

FEsto es, son los elementos de la forma:

2t+1
(i) A /\ (amb(]‘_gt) + C]'), 1 S ) S Qt,
j=2t41

donde myiy # 0 y coeys = 0.

Seat € N, t> 2,y FB(t —1) el dlgebra de Boole con t — 1 generadores libres, luego
FB(t—1) tiene 2'~! 4tomos. Sea G = {g1,92,---,9:-1} un conjunto de generadores libres
de FB(t — 1) y P(t) el siguiente producto cartesiano de t dlgebras de Boole:

P(t)=FEy x Ey x---x E; ,

donde E; = FB(t—1),1<i<t.

Como los 4tomos de P(t) son las t-uplas tales que una de sus coordenadas es un dtomo
de FB(t — 1) y las restantes son todas iguales a cero, tenemos asi que P(t) es un algebra
de Boole con t x 2!~! 4tomos y por lo tanto:

NP(@#)] =2t %27,

Si x € P(t), notaremos x = (X1,Xa,...,X:), donde x; € FB(t — 1), 1 <i < t. Repre-
sentemos con 0 (respectivamente 1) el primer (iltimo) elemento de P(¢), esto es 0 (res-
pectivamente 1) es la t-upla cuyas coordenadas son todas iguales a 0 € FB(t — 1) (res-
pectivamente 1 € FB(t — 1)).

Sean v = (vgi),vg), . ,vﬁ")), 1 <¢<t, los elementos de P(t) definidos del siguiente
modo:
. 1 st h=1
vl = { , 1<h<t,
0 st h#1

yseaV = {vl):1<i<t}.

Como 1 € FB(t — 1) es supremo de 2!~! 4tomos de FB(t — 1), entonces cada v{) es
supremo de 27! dtomos de P(t).



Consideremos ahora los siguientes elementos de P(t):

w) = (w%i),wgi),...,wt(i)), 1<i<t
definidos del siguiente modo:
. Gt—(i—h) st h <1
wi =1 si h=i 1<h<t
Gh—i st 1< h

Observacién 2.5 Si b < i entonces 1 < ¢ — h, y por lo tanto t — (1 — h) < ¢t — 1. De
1<:<tyl<h<tresultaquei—h<t—h<t—11luegol <t—(i—h),yporlo
tanto 1 <t — (i —h) <t -—1.

St ¢ < h entonces1 < h—1i. Comol < h <t, entonces h —1 < t — 1, luego como
1< <ttenemost —1 <t—1, yporlotantol <h—1<t—1.

Lema 2.9 a) Si ¢ es un elemento fijo, 1 <1i <t, entonces:
{WS) 11 < h < t} = {1791)92a BRI Jgt—l}'
b) Si h es una coordenada fija, 1 < h <t, entonces:

(Wi 1<i<t) = {Lg1,02,- -, 90}
Dem.
(%)

a) De la definicién de w;’ y la observacién 2.5:
Wi(:) € {1,91792)' . 7gt—1} =X, para 1< h <t

Sea z € X. Siz =1 entonces 1 = Wl(-i). Supongamos que z =g;, 1 < j <t —1.
()

al) Si4 =1, entonces j < ¢ =1y de acuerdo con la definicién w;”’ = g;_—;) = g;.
a2) Si1<i<t Sear=t—1,luegor >0.
a2l) Sig<r=t—1,entonces 1 <t < j+i=h<t estoes, i < hy porlo
tanto WS) =g;.
a22) Sij>r=t—tentoncesh=j+t—¢t>1. Porotrolado 2 < j+:< 2ty
por lo tanto h = j +:—¢ <¢. Como 7 <t—1 <t entonces j —t <0, por
lo tanto A = j 4+ 1 —t < 4, luego WS) = g;.

b) Por lo visto en la observacién 2.5:

WS) € {17g1a927"'7gt—1} :X’ para 1 < z <t
(h)

Sea z € X. Siz = 1, entonces w;’ = 1. Supongamos ahora que z = g; ,
1<j<t—1.
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b1) Sij=h, como h <t—1< t entonces w\) = gj.

b2) Sij < h, entonces 1 < h—j < h <ty por lo tanto W,(lh_j) =g;j.
b3) Sih<j,seat=t+h—j. Comol <j<t—1<tentoncest—j >0y por
lo tanto h <2 =t+4+h —j. De h < j resulta h — j < 0 y en consecuencia
t=t+ h—j <t Tenemos asi que WS) = g,.
O
Como es habitual la operacién unaria Yz = —3 — z definida en un 4lgebra de Boole
monadica B, se denomina cuantificador universal.

Es bien conocido que [7], [10] :

1) Una subalgebra S de un 4lgebra de Boole B se denomina relativamente completa si
para todo p € B el conjunto {s € S : p < s} tiene un infimo en S.

2) SiK(B) ={z € B:3z =z} = {z € B:Vz = z}, entonces K(B) = 3B es
una subélgebra booleana de B que es relativamente completa, esto es, si * € B,

{k € K(B) : z < k} tiene un infimo en K(B); y ademas 3z = A{k € £(B) : z < k}.

3) Si S es una subdlgebra relativamente completa de un dlgebra de Boole B entonces
existe un unico cuantificador existencial 3 en B, denominado cuantificador exis-
tencial inducido por S, tal que 3B = S. El mismo se define del siguiente modo:

SizeB, dJz=A{s€S:z<s}.

Sea W = {w() : 1 <i <t} y K= BS(W) la subdlgebra booleana de P(t) generada por
W.

Como K es finita, es relativamente completa, y por lo tanto induce un cuantificador

existencial 3 sobre P(t) tal que AP(¢) = K.

De acuerdo con la notacién introducida previamente:

B(P(t),t) = {b=(b®,b® ... b®):bM € {0,1} CP(t), 1 < h < t}.

Como b® ¢ P(t) y b® ¢ {0,1} entonces cada b® es a su vez una t-upla

(bgh), bgh), . ,bﬁh)) cuyas coordenadas son todas iguales al primer elemento de FB(t —1)
o al tltimo elemento de FB(t —1).
Representemos con ® y I al primer y dltimo elemento del dlgebra de Boole B(P(t),t).

Lema 2.10 N[A(BS(W))] =2 —1.
Dem. De acuerdo con el lema 2.2,

A(BS(W)) = {mp : mp € m(W), myp, # 0}.
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Como N[B(P(t),t)] = 2, si probamos que existe un unico elemento b € B(P(t), 1) tal que
mp = 0, el lema quedar4 probado. Si b € B(P(t),t) es tal que b® =1, para todo &,
1 < h <, entonces:

t . .
my = AWO+b0) = A —wl = (A ~w, A —wl,..., A —wf?),y como —wi = 0
=1

7 »
i=1

1 <1 < t, tenemos que my, = 0.

Sib = (bM,bA .. b®) c B(P(t),t) — {T'}, entonces existe h, 1 < h < t, tal que
b{" = 0, y por lo tanto b M — g para todo j, 1 < j < t. Probemos que la coordenada
h-ésima, de mb es dlferente de 0 6 FB(t —1), de donde resultara que mp # 0.

Como my, = ./\ (w+b0)) = (/\( ® 4 p{ )s /t\( SNRNY )) /\ (w§ )+b§’))), entonces

1=1 =1 1_1
t

la coordenada h-ésima, de my, es (mp), = /\( @ 4 b(1 ). Como b(.h) =0¢€ FB(t-1),
para todo 7, l1<j;<ty Wﬁ) = 1, entonces W( ) + b(h) 140 =1y por lo tanto
(mb), = A {W +b().1§z§t, i # h}. Por el lema 2.9, b) {w,(LZ :1<i<t, i1#£h} =
{91,92,---,9:_1}, y como los elementos b;:) € {0,1} CFB(t—1), 1 <i<t @#h,
entonces (myp), € m(G). Luego como G = {g1,92,...,¢:-1} es un conjunto de generadores

libres de F'B(t — 1), entonces por lo visto en la observacién 2.1 todos los elementos de
m(G) son diferentes de 0 € F'B(¢t — 1), y por lo tanto my, # 0. ’ )

Observaciéon 2.6 Vamos a precisar algo mds sobre el resultado anterior. Sea T =
{1,2,...,t} yb € B(P(t),t). Pongamos To(b) = {h € T : b*#) = 0} y T3 (b) = T—To(b),
luego si N[To(b)] = k, entonces N[T1(b)] =t — k.
Observemos que To(b) = 0, equivale a b = T, y entonces por lo visto precedente-
mente mp = 0. Supongamos que To(b) # 0. Si To(b) = T, esto es b = ® entonces
¢ ¢
mg = A w9, y por lo tanto (mg); = A wgz), 1<;<t¢t.
=1 i=1
Por el lema 2.9 : {WS) 1 <1<t} ={1,01,92,---,9¢-1}, Yy como W(J) =1 tenemos que
t~1
(ma); = A ¢:, cualquiera que sea j, 1 < j <t.
=1
Por lo tanto todas las coordenadas de mg son iguales a un mismo dtomo de FB(t — 1).
Supongamos ahora que To(b) # 0, Ty(b) # 0, y N[To(b)] = k. Luego N[T1(b)] =1t — k,
ymp = A{w : h E To( )} AAN=w® 2 b € Ty(b)} y por lo tanto (mp); = /\{W;h)
heTo(b)} AN{-w" i heTa(b)}, 1<) <t.
Como h € Ty(b) equwale ab® =1y Wﬁh) = 1, entonces para todo j € T1(b) se tiene
que -—WJ(-]) = 0 y por lo tanto my, tiene t — k coordenadas iguales a 0 € FB(t — 1) y si
J € To(b) entonces (mp); € A(FB(t — 1)), como vimos en el lema 2.10.

t!
k'(t — k)!
N[To(b)] = k, y como los dtomos de P(t) son las t-uplas tales que una de sus coordenadas
es un dtomo de FB(t — 1) y las restantes son todas iguales al elemento 0 € FB(t — 1),

t
FEs claro que si 1 < k <t existen (k) = elementos b € B(P(t),t) tales que
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entonces es claro que cada my,, donde b € B(P(t),t) — {T'} y N[To(b)] = k, es supremo
de k dtomos de P(t).

FEl resultado indicado por H.Bass [8], en la pdgina 267, es un caso particular cuando
t=2" n €N, delo explicado precedentemente. También lo es el resultado indicado por

M. Abad y L. Monteiro [2], en la pdgina 532, con el nimero 3.5.

Lema 2.11 Si B es un dlgebra de Boole monddica, tal que K(B) = 3B es un dlgebra de
Boole finita y x € B, z # 0 entonces 3z = \{a € A(K(B)):a Az #0}. [3], [9].

Dem. Como K(B) es un &lgebra de Boole finita y 3z # 0 entonces 3z = \V{a €
A(K(B)) : a < Jz}.

Sean X; = {a € A(K(B)):ahz #0} y Xy = {a € AK(B)) : a < 3z}, entonces para
probar el lema nos basta demostrar que X; = Xj.

Sea a € X, luego (1) a € AK(B)) y (2) aAz # 0. De (1) resulta Ja = a. Como
a,3z € K(B) entonces b =a A3dz € K(B). Como b<a, b€ K(B) y a es un dtomo de
K(B) entonces b=a A Jz = a, esto es, a < Iz y por lo tanto a € X3, 0a Az =0,y en
este caso como a A z < a A Jz = 0 tendriamos a A z = 0, lo que contradice (2).

Sea a € X3, luego (1) a € A(K(B)) CK(B) y (2) a < 3z. De (1) resulta (3) Ja = a. De
(2) resulta que @ = a A3z y por lo tanto da = I(a A Jz) = Ja A3z = I(Ja A z). De donde
resulta por (3) que 0 # a = J(a A z), y por lo tanto a A = # 0, esto es a € X;. O

Lema 2.12 Iv = w0, 1 <i <.

Dem. Sabemos que vi) < wl) wl) ¢ W C BS(W) =K, 1 <i <ty que
VO = A{k e K:v) <k}, 1<i<t Luego AvE) <wl, 1<i<t,

Como JP(t) = K, entonces por el lema 2.11 podemos escribir AvH) = \/{a € A(K) :
a Av() £ 0}, y por el lema 2.10 A(K) = {mp, : b € B(P(t),t) — {T'}}.

Sea mp € m(W) tal que b® = 0. Entonces b € B(P(t),t) — {T'} y por lo tanto
mp € A(K). Probemos que mp A v{) # 0. Vimos que mp, = (A{w\) : j € To(b)}) A
(AM{—w . j € T1(b)}) y como v =1y vl = 0 cualquiera sea h £ i, 1 < h < t,
entonces la componente i-ésima de mp A v es (AM{w : 7 € To(b) — {i}}) A (/\{—WZ(J) :
J €T1(b)})Al =aAl =a,donde a € A(FB(t—1)), pues por hipdtesis ¢ € Tp(b). Luego
mp A v(®) # 0.

Como por el lema 2.1, (4):

w(® =\/{mp : b € B(P(¢),1), b® = 0},

resulta entonces w(¥ < V{ia € AK): aA v £0} = Jv®. 0
Este lema generaliza los resultados de H. Bass indicados en la pagina 266 de su trabajo

(Lema 5).
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3 Construcciéon del algebra libre

SeaneN,t=2"y

P(2n):E1XE2X"'XE2n N

donde E;=FB(2"—-1), 1 << 2,

Luego por lo visto anteriormente:
NIA(P(2™) = 2" x 22"~ 1.

Consideremos los subconjuntos V y W de P(2") definidos como en el parrafo anterior.

Sea H = {1,2,...,2"}, luego si h € H entonces:

h=1+> k2", donde h, € {0,1} C Z.

r=1
Sean g, 1 < i < n, los elementos de P(2") definidos del siguiente modo:

(®)

g = 1<h<2,

7

{OEFB(Q"—l), si hi=0€Z,

le FB(2"—1), st h,=1€Z
yG={g¥:1<i<n}
Observemos que de acuerdo a la definicién anterior:
1+3 g1 =143 b2 =h
r=1 r=1

Lema 3.1 Fl dlgebra de Boole BS(G), tiene 2™ dtomos, por lo tanto es isomorfa al
dalgebra de Boole con n generadores libres.

Dem. Dado que BS(G) = s(m(G)), nos basta probar que: m(G) = V.
Seab € B(P(2"),n)y T ={1,2,...,n}.

a) Si b = ® entonces mg = 7\ g®). Como (mg)y. = /\ gzn =1,ysihe H—-{2"}
entonces existe un indice i 1 <1 < n, tal que g( )= 0 luego (mg), = 0, para todo
h # 2° luego mg = v{?"),

b) Sib =T entonces mp = /\ —g®. y como g() = 0, cualquiera queseaz, 1 <1< mn,

entonces (mr); = 1. Si h G H — {1} entonces existe un indice 7, 1 < < n tal que

gfl) = 1 luego (mr)s = 0, para todo h # 1, luego mp = v(1).
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c) Sib ¢ {®,T}, entonces existen t',t* € H, ' # t*, tales que b(*) = 0, blt") = 1.
Sean To(b) = {t € T : b® = 0} y Tu(b) = {t € T : b® = 1}, luego ¢’ €
To(b), t* € T1(b).

Seah=1+ % 2711uegoh€Hyh—1+2h2’1dondeh =1sir € Tp(b)
j€Tg(b)

y h, =0sir e Ty(b).
Vamos a probar que (my,), =1 € FB(2" - 1), y que (mpb); =0 € FB(2" — 1), para
todo 5 # h.

Para ello basta observar que las siguientes condiciones son equivalentes:
) (me), = (Mg i € o} A (M-8l :i € Ta(b)}) = 1.

Mgy i € To(b)} =1y A{—g{’ :i € Ta(b)} = 1.

gl = 1 para todo i € To(b) y —gg) = 1 para todo ¢ € Ty (b).

ki =1, para todo ¢ € Ty(b), y k; = 0, para todo ¢ € T1(b).

it

v

v

i)
1)
iii)
)
) k

Acabamos asi de probar que my, € V cualquiera que sea b € B(P(2"),n), luego m(G) C
V.

Sean b,c € B(P(2"),n) y b # c. Si b o ¢ son elementos de {®,T'}, entonces es claro
que mp # me. Si b,c € B(P(2"),n) — {®,T'}, entonces vimos en el lema 2.1, 1) que
mp A me = 0.

Como (mp), =1,con h =1+ 3. 2771y (mp); = 0 para todo j, j # A, (me)r = 1,

. J€Ty(b)
conk =14+ Y 27!y (me); = 0 para todo j, j # k, entonces si b = k, esto es
j€Ty(c)
1+ ¥ 27'=14 3 271 resulta To(b) = To(c), y por lo tanto b = ¢, absurdo.
1€Tg(b) i€Tp(c)
Luego mp # me. Por lo tanto m(G) = V. O

Lema 3.2 MS(G) = BS(VUW).

Dem. Aplicando sucesivamente los lemas 2.7, 2.6, 3.1 y 2.12 podemos escribir:

MS(G) = MS(m(G)) = BS(m(G) U Im(G)) = BS(VUIAV) = BS(VUW). O

Observacién 3.1 Si S es una subdlgebra de un dlgebra de Boole finita B, con r dtomos,
r > 1, tal que A(S) C A(B), entonces S = B. FEn efecto, sean s1,89,...,8, , u < r
los dtomos de S y C; = {a € A(B) : a < s}, 1 <1 < u. FEs bien conocido que
Q = {C1,Cs,...,Cu} es una particion del conjunto A(B). Como A(S) C A(B), cada
Ci, 1 <14 < u, estd formado por un sdlo elemento (un dtomo de B), luego u = r y por lo

tanto S = B.

Lema 3.3 BS(VUW) =P(2").
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Dem. Por construccién V es una particién de 1 € P(2") y vimos que v < w() y

v =wl §=1,2,...,2". Entonces por el lema 2.5
2"
P={mi(VUW):be |B(P(2"),2.2" k k+2")}
k=1

es una particién de 1 € P(2") tal que A(BS(V U W)) C P.
gn .

Perosib € | B(P(2"),2.2" &,k +2"), entonces b0) = 0, para un cierto j, 1 < j <27,
k=1

y bU) = 1, para todo j', 1< j <2, j#j', y ademéas b+2") = 0, luego

2"

i=1

Por lo tanto su coordenada h-ésima, 1 < h < 2", es

. 2" I . n
o= v Al 4 B
i=1

Pero vimos que V;Lj) = 0, para h # j y ng) = 1, luego p» = 0, para h # j y
21’!

By = )+ )
Pero por lema 2.9, b) {Wj(-i) 1 <e¢<2"} ={1,91,92,---,92n-1}, ¥ como W§j) =1y
bl*+2") = 0 entonces p; € A(FB(2" — 1)) y en consecuencia p € A(P(2")).

Acabamos asi de probar que A(BS(V U W)) C A(P(2")) de donde resulta por la obser-
vacién 3.1 que BS(V U W) = P(2"). ]

De los lemas 3.2 y 3.3 resulta que G es un conjunto de generadores del dlgebra de Boole
monadica P(2"), esto es

MS(G) = P(2").

Sea FM B(n) el élgebra de Boole mondadica con n genera- dores libres, G un conjunto de
n generadores libres de FM B(n) y f una biyeccién de G en G C P(2"), entonces f se
puede extender a un tinico homomorfismo monadico & de FM B(n) en P(2").

Luego h(FMB(n)) = MS(h(G)) = MS(G) = P(2"), y por lo tanto h es un homo-
morfismo monadico suryectivo. Ademas h es biunivoca pues FM B(n) y P(2") tienen el
mismo numero de elementos. Por lo tanto h establece una biyeccién entre ambos conjun-
tos y en consecuencia h es un isomorfismo.
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