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PARTE 1
REPRESENTACION DE LOS NUMEROS

COMPLEJOS EN LA BASE DE GAUSS.

§ 1. Representabilidad.

Los enteros positivos pueden ser representados en cualquier base entera b > 1 usando digitos
0, 1, 2,...b-1. El sistema decimal y ¢l binario son los mds conocidos de estas representaciones. Esta idea
puede ser extendida a los niimeros complejos.

Seanb € C, [b|>1y D={a1,a2,...,ak}cC 0eD.
Se definen los enteros del sistema (b,D) como los nimeros del conjunto.

M
W={ Y ab/; a.eD}
o I J
Los fraccionarios del sistema son los del conjunto
-1
F={ Eajbf; a, GD}
Los nimeros representables en la base forman el conjunto
M
G={ Yap’; q ED}

y finalmente los racionales del sistema serdn aquellos nimeros en G para los cuales a;=0sij < N, para
algiin N entero.

A continuacién enunciamos algunos teoremas de la teoria de representabilidad.

Teorema 1.1: Sea b € C, |b|>1y D={a1,a2,...,ak}c((_‘, 0eD. Entonces, no todo mimero

M
complejo admite un desarrollo de la forma ¥ cjbj ; ¢;€D o algiin mimero tiene mds de un desarrollo.

Por ejemplo si b=-1+i, todo nimero complejo es representable, pero hay algunos con tres
representaciones:

I;Z—i ST b Y1+ 5B o1 shrp?+ 2 pIY

j=1 j=l j=1



Sistemas de Restos. Como es bien conocido, los enteros no negativos pueden representarse en
cualquier base entera »>1 usando las cifras 0,1,....b-1.

Si b<-1 y D={0,1,...|b|-1}, Z puede representarse en notacién posicional y sin prefijo
negativo:

r
meZ = m=Y, akb" » @ €D donde los coeficientes a, son los restos de m en la division por
k=1

b, es decir
m= b(a,b”1+...)+a0 = b[b(a,b"2+...)+a1]+ao = ...

Sea E={p+iq : p,qeZ}, la familia de enteros gausianos y beE; |b|>1. Para que todo nimero
de E se pueda respresentar en forma tnica en base b con cifras en DcE y como entero del sistema (b,D)
es necesario que D sea un sistema completo de restos respecto de b. Esto es

1) d,,d,€D,d, +d, = d,~d,+br, reE
ii) geE = existen deD, reE, tales que g=br+d

Si el proceso de dividir sucesivamente por b termina en un mimero finito de pasos, M+1,
tendremos

M
=Y ab’; a,eD
gj=o,b Y

Teorema 1.2 (Gauss). Sean (n,m)=1y D={0,1,...,m*+n*-1}. Entonces D es un sistema
completo de restos para la base b=m+in.

Proposicién 1. Si D es un sistema completo de restos para la base b entonces los enteros del
sistema, W ,tienen representacion unica.

Sea b=1+i. Del teorema de Gauss sigue que {0,1} es un sistema completo de restos y por lo
tanto, segin la proposi-cién 1 todo entero del sistema tiene representacion dnica. Ademds WcE. La
representacion se obtiene con el algoritmo de la divisién y como i=ib+1 resulta que el proceso de la
divisién no termina para el entero i. Por lo que en este sistema W+E,

Esto muestra que b=m-+in, siendo m,n coprimos no es condicién suficiente para que todo entero
gausiano sea entero del sistema (b,D).

Diremos que (b,D) es un sistema numérico si todo entero gausiano es representable en él como
entero del sistema.

Teorema 1.3 (Kétai y Szab6). Sean b=A+iB, |6|>1,AyBenZy D={0,1,...,|b|-1}.
(b,D) es un sistema numérico si Yy sélo si se verifican

1) A =Re(h) <0

i) B = Im() = +1

Teorema 1.4. Si (b,D) es un sistema numérico entonces todo complejo es representable en el
sistema. Esto es si zeC entonces vale

z=ap'+...+ag+a b vab?+... para a,eD



§ 2. Aritmética posicional en la base de Gauss.

M

Consideremos b=-1+i. Si z=Y cb?; c;€D=10,1} escribiremos Z=(Cy...Cp,C.1C2...)p ©
simplemente z=(Cy...co,C.1C,...). Pero si los coeficientes ¢; son enteros y no sabemos si son cifras
"permitidas”, escribiremos z=[cy...co,c.1C,...]. Por ejemplo puede verificarse que

2+43i=(1011), -1-i =(110), i=(11), 4+6i = (111010010100)
(1-29)/5 = (0,00T) = (1,T00) = (111,010)
también es ficil verificar que
b*+2b+2=0 y b3+b2-2=0

entonces
-1=[121] y 2=(1100)

ademads
bP+b=2 = b*+b3=2b = p4+b3+b2+]1 =p2+2p+1] = -1

por lo tanto -1=(11101).

2.1.Suma. Un sobreflujo de 2 en una columna a las tres columnas precedentes usando la igualdad
2=(1100). Por ejemplo

110 = -1-i 11101 = -1
110 = -1- + 1 = 1
1701000 = -2-2i 00000 = 0
1100 1100
1100 1100
1100 1100

1100

el segundo ejemplo muestra que la operacién no siempre termina.

2.2.Multiplicacién. Se reduce a la suma, por ejemplo,

110 = -1~
X 11 = i
110

* 110

TII0I0 = 1-i

1100

2.3. Un Algoritmo corrector.

n n
Dado un nimero z=EAjb1 =[4,4,_,...A,4)], sea A, ¢l primer coeficiente que no es una cifra
Jj

yseaselenterotalque 0 <4 +2 < 1. Sea p(b)=b2+2b+2 =0. Entonces



m m!
z=LAb) +p(b)sb” =X A] b’
Jj=0 Jj0

donde m’ < m+2 y Ay =A,...Al =4, y Al =4 +2s son cifras (0 o 1).
Repitiendiendo este proceso se obtiene una representacion de z en la base -1+4, ya que vale el
siguiente teorema.

Teorema 2.1. El algoritmo corrector finaliza en un nimero finito de pasos.

Primera demostracién:
Para dar mayor claridad a la demostracién vamos a comsiderar que el algoritmo comienza por

Ap y se repite de a un coeficiente, atin cuando sea una cifra; en caso de que A, sea una cifra se tomard
Sk=0'

Asi tendremos
A= 4,+2s, e D=00,1}
A= 4, +2s,
A:"=4, +5,
AP=4. i>2

13

y asi sucesivamente, para corregir el coeficiente de ¥ hacemos

AFP=4P +25, € D=0,1)
(k+1) (3

Ak+1 = lt+)1 +2sk
(k+1) (5]

Ak+; = Ak+2 +Sk

A¥V=4  i>k+2

Si el proceso termina antes del paso k=m ya estd, si no es asf, sigamos los ltimos pasos para
ver como continda:

Desarrollamos los pasos k=m-2, k=m-1, k=m y k=m+1

(m-1 (m-2

A,,,”_lz )=Am.2 ) +2Sm-2 eD
m-1)_ 4 (m-2)

Apy '=Apy " +2s, ,
n-1)_ 4 (m-2)

Ap =Ay s, ,

A" V=420 i>m

-1
A=AV 425, €D

-1
AIS!’") = Arfzm ) + 2sm—l

m _ 4 (m-1) _
Am*l_ el Sy = Sp

AP=4,=0 i>m+1

AT V=4 +25, €D

1
A=A 425, =5, +2s,
(m+1) _ 4 (m) .
Am—f-Z _Am+2 +'Sm =8y

A"P=4,20 i>m+2



y finalmente si k=>m

k+2) k+1)
A (+;‘ = Alg-r;- +2sk+1 = sk—l +2sk +2sk+1 €D

&2, @Dy _
Ava = Axg” +25,, =5, +28,

&+2) _ ,(k+D) _
A+3 T 41g43 +Sk+1 "skq

A¥P=4=0 i>k+3

asi se genera una sucesién de enteros s;. Observando el tltimo conjunto de ecuaciones se ve que para
k=m de la expresion

Sy + 2Sk + 2Sk+1 € {0,1}

se tiene una forma de generar los s,. Ademds, la informacién de los pasos anteriores queda "condensada”

€N Sy ¥ Sm; que por eso escribiremos desde ahora como so y ;. Y a partir de allf las nuevas cifras salen
de

*) ls,‘_1 +2s5, 425, =a, € {O,IH

Es claro que cuando se obtienen dos s, consecutivos nulos el algoritmo termina, y eso es lo que
queremos probar.

A continuacién vamos a probar que de la férmula de generacién de los s;, se obtienen otras de
la forma

o s4k=(;21k)kso+R4k k=1

-1*
@) sy, = ‘(—2—5)—31 +Ryy k21

(3) S = (_l)lul s

—1Y)k+1
NCILH

22*,,,1 0 1 4k+2
@ syy= D vs)eR. . k20
4k+3 22k+ 0" "1 4k+3 =
siendo
(5) R = all—al . an—(8i+1)
n ———— m———
osfi=n2 2% ocefiiena 2441
+ i) 3, (8144)
0s8i3ena 2%2 ossiasaz 2%9
+ In-g8ins) Gngivg)
0stisgna 249 ostigena 247

(en todos los casos la variacién de i es en los naturales con el cero)

Es sencillo verificar (1),(2),(3) y (4) para k=0y k=1. Supongamos ahora que 1,2),3)y @
valen para £ y entonces, siempre valiéndonos de la f6rmula (*) de la pdgina 5 lo verificamos para k+1.
En primer lugar veamos que para todo n vale la siguiente igualdad:

* %k -1 1
( ) Rn+1 - —'z'Rn—l _Ru +§an+l
Para hacer mds clara la demostracidén escribiremos paracadan e N
0_pl. p2 pd. n5 p6
R, =R,-R,+R,;-R,+R,-R;

siendo



a s
R = 89 donde By=B,=1,8,=2, B,=B;=3 y B.=4
Os8i+asn-2 D e

entonces tenemos

1 1 1 p0 1 1t pl 2 1 p2 4 1 p4 5 1pS 6 156 1 0
*ERn-l —Rn +'2'am-1 = T3 +R, +5Rn-l—Rn *iRn-I +R, +'2‘Rn-1"Rn _iRn-l +R, +ER,,_1+—2-(1"+1 -R,
pero
1R0 Rl - _(1) E Ay 1gi . o @ivy 2 B 1-(8i42) o2 @yt ~(8in2)
= d\p_1 n — - —_— —— = —e— i
2 Hosdizha 2% gepfTEan 2% 2588 3% 2942 1<8iTZp1 2942
ademds
{iely; 2<8i+2<n-1} = {ieN,; 1<8i+2<n-1} = {ieNy; 0<8i+2<n-1}
as{
150 1 2
"'?Z-Rn-l"’Rn = Ryt
IR, -R? = (1) Dnotggjsly Gty _
-~ n- n - e —— —_—a T
2 0s8isizn3 241 0s8iden2 292
— Dnigi) _ Cngin) _
1s8iiZn2 2% psgiieae 242
152 1 41 -@in2 a ; 4
~Riy = 1 E ~8i+2) _ E nel{Bisd) -R:,
2 2 0<8i42<n-3 24”2 2<8ivdxn-1 24”3
R: — au-(8i~o4) — an+1-(81-+5) . R:l
— ——— -
osgitaEn2 243 0sgitsen-1 299
IRI-R] = (é) Gt @ity _ Go(gins) _
2 T ———
0s8i47%s3 294 0<8i355p2 2%
_ uigivg) ni1@ine) _ 6
—a — = =Ry
2<8ABEn-1  24¥ 1<8i%62n-1 2%+ *
a1 in: . o
et - ] @ fme . v tea
0s8i3=n3 2V 0s8i6n2 2%
_ Gn-8ise) v g _ g
1s8is6=n2 2% o<ilgEna 208
1R61+ g = (1) Gy <8iv6) slag =
sBaatza, = 3 o t3%a =
2 2 Y ocsigana 244 2
_ Dn1gety 1 a . = Qg _ 0
- @i 3%e T —wi - e
258D sng 20D 2 osfmn-1 2941
"R;? _ arx-&i — aml-(8i+1) _ _Rnl
= —_— = —_— = +
osfizna 29 1s8is=n1 21

Queda probada la férmula (*%) de la pdgina 5.



Seguimos ahora con la prueba de las férmulas (1),(2),(3) y (4) de la pdgina 5. Suponiendo que
son vdlidas para k, vamos a probarlas para k+1:
Para probar (1) se usardn las férmulas (3) y (4) de la hipdtesis inductiva y la frmula (%)

. — - b . _-
(D S4gany =Saraa™ 3 (“Sarar— 28403+ Gageary) =

“Ruo=2R 3+ 4y | =

=1 —[(_l)k-rls . (_l)kd»lSl]_z

%kl 0 %

1)
(27&21 (S +51)

vl

_ 142 R 2R =
2 _27-'1—'(’ +2) 5o =Ry =2Ryps # 8y | =

( -1 )k-rl 1 ] 1
%k S0 ~5 R~ Ry 5y =

- (D

T Ty So * Ky

. e o1
@ Sagarynr =Saeas = 3 (o= Zgany + Gagas)

se prueba con (4) de la hipétesis inductiva y la recién demostrada (1) para el paso k+1.
De 1a misma forma se prueban (3) y (4) sin dificultad.
Resumiendo, lo importante es que hemos probado que los valores de la sucesion de enteros s,
son de la forma
S = T + Ry

con T, y R, como se muestra en las expresiones (1) a (5) de la Pdgina 5. De donde podemos ver que

lim 7, = 0

k=00

y va que ;=0 6 ;=1 de (5) se liene

1 1<R< 1+ 1

1 Z 1
- r - -y Lers ¥ L I Y
Os&'gn—z * 0ssivdsa-2 Os&‘énd " 058§-2 ' 0s8iZsn-2 0=8i45=n-2 2

por lo tanto
on . o
St l<c R < 11,1
= O -, O R U S
esto es
16 11 16 7
-2l es < 22
T, 15 T —Sn—7;1+1 3
es decir

11 14 p
T-5=<s,=T,+5 con Iim T,=0 y s, entero

n-so

esto implica que existe NeN tal que s,=0 para todo n= N, que es lo que querfamos probar.



Segunda demostracidn:

Como se ha mostrado en la prueba anterior, puede considerarse que el proceso comienza a partir
del paso que corrige el coeficiente 4,,,, y escribimos retomando lo de la ecuacién (*) de la pagina 5
Ana=5y+2s,+2s5, = a
Ap2=S$, +25,+25,=a,

entonces

So ! S, 4, a, a

=~] 0, __ S % _4 a4
- [2'S1]T% Hilalatala
Yy de esto s, a, a, a,

8y a, Sg= Tt s

S3=- "i"'sz +—2' 4 4 2 2

donde 4,=0 o g;=1, entonces
s, < _Iio_l + 3
! 4! 4 ‘4
Is.| 3
< 42
Issl=—5-+3
luego, inductivamente
Is; 4 W3

Is;| < 1

asf para i=0, i=1, i=2 e i=3 tenemos

k
1= 3
Il < Il + 23

esto muestra que {s;} es una familia acotada, y por lo tanto finita puesto que los s; son enteros. Esto
significa que si el proceso no finaliza habrd un vector de la forma (S4:59+1554+2) que se repite.

Supongamos, sin por eso perder generalidad g=0y (50:51,82) =(SksSk4155¢42) Y S€2 ax=ag+a,b+...+ab*.
Entonces vale

si a#0 la representacién de la derecha (después de escribir o’ con cifras) tiene tantos unos como se
quiera. Pero la representacion de un entero gaussiano es dnica (proposicién 1, pdg. 2. Si a=0, la
representacion de la derecha tiene tantos ceros como se quiera y la contradiccién es la misma.

Ejemplos. b*+2b+1 =[121]1 = [-1-101] = [1110 1] = (11101)
3° =[3000] ={-1-21000] = [1101000] = (1101000)

2.4. Conversién de un entero de Gauss a la representacién posicional en la base de
Gauss.
Sea z = R + il. Entonces
2=I-1+)+ R+ D =[R+]
y se aplica el algoritmo corrector. Por ejemplo



24+i=[1-1=[131]=[1-111]=[11111]= (11111
3i=[33]=[111]=[12111=[-1-10111]=[111011 1] = (1110111)
7=[071=[3-611=[3301]=[-11101]=[1211101]=[1-1011101] =
=[111011101]=(111011101)

Nota. las primeras potencias de b=-1+i: b*=-2i; b*=2+2i; b*=-4; b’ =4-4i; b’=8i; b"=-8-8i;
v’=16.

§ 3. Numeros con dos y tres representaciones.

3.1. Ndmeros con dos representaciones. Sea

L L
Z = Epjbj = qubj Pj’ qj SD

L
se define p(k): = szjbj)b'k. A este entero gaussiano se lo denominard estado k de la representacion p
jk

de z. Si k=0, p(0) coincide con la parte entera de la representacionp de z. Tenemos el siguiente

Teorema 3.1. Para todo &, p(k)-q(k) € S:={0,+1,+i,+(1+i)}.
Demostraciéon: Notemos que
L

L k-l L )
0= E(pj_qj)bj = E(Pj'qj)bj'k = E(pj'qj)bj.k + Ek(pj"qj)bj-k

entonces

k-1 )
pk)yq(k) = -X (p-q)b’™*, (prg)e{0,+1}.
llamamos d;= p;-q; y tenemos que

|dy+d,b+d,b*| < max |dy+d,b+d,b?|=|1-b+b?| =13
d;el0, +1}

luego
| ptk)-q(k) | S\/B—E | Y= \/1—3‘
= /8 -1
y resulta
© ‘ |p(k)-qk)| < 2

por otra parte p(k-1)=p, ,+p(k)b y asi

(©0) plk-1) - glk-1) = bIpE)-g()] + By, ~d,.,)

de () sigue que p(k)-g(k) es un entero de Gauss que pertenece a Su{+b}. Si p(k)-qk) fuera igual a
=+ b entonces tendriamos

plk-1)-qk-1) =+2i + (p,_,-q,_,)
Pero pr.i- Gy es real y esto implicarfa |p(k-1)-g(k-1)| = 2 en contradiccién con (0).QED

El teorema previo nos dice que el par de estados (p(k),q(k)) puede ser de siete tipos diferentes
segun el valor de p(k)-q(k). Simbolizaremos estos tipos de la siguiente manera:



lpq| pk)-qky=0

rlq pk) - qk) =-1

’—; pk) - gk) = -i

lq k) - q(k) = -1-i
T pk) - qk)

Los tres tipos restantes se obtienen permutando p con q.

La ecuacion (¢ ©) nos muestra que el par de cifras p;.;, g, es el que controla Ia tansicién del tipo
de estado (p(k),q(k)) al tipo del estado (p(k-1),q(k-1)).

Por ejemplo: si (p(k),q(k)) € plq entonces p(k-1) - q(k-1) = -b + (P¢.1~4,.,) que permanece en

S s6lo si ppi-gr1=-1 que sélo se logra con p, =0, g, ;=1 y entonces (p(k-1),q(k-1)) € _g

De esta forma se construye el grafo I'

aa

Supongamos que z tiene dos representaciones con distintas partes enteras, es decir que (p(0),4(0))
pertenece a un nodo de I' que no es el superior. En este caso podemos asociar a z un filamento (hilo
infinito) del grafo I' que parte de ese nodo y tal que al seguirlo se obtienen las cifras de z después de la
coma para ambas representaciones. Esas cifras son las componentes de los vectores columna asociados
a cada flecha. Las cifras antes de la coma serdn las de p(0) y q(0) respectivamente.

Puede probarse que vale también la reciproca y vale entonces el siguiente

[l
<l

Teorema 3.2. i) A cada nmimero z con dos representaciones tales que (p0),9(0)) ¢|pq| le
corresponde un filamento de I' que parte del nodo que representa al tipo de (p(0),4(0)).

ii) Reciprocamente, a un filamento que parte de un nodo N+ |pq| le corresponde un mimero z
con dos representaciones tales que (p(0),g(0)) €N. Si p(0)=0 z es tnico.

3.2. Niimeros con tres representaciones. Sea Z un ndmero con tres representaciones distintas:

L . L . L
z=Xpb! = Lgb/ = Trp/

10



tales que p(0)#q(0)#r(0)#p(0). Como p(0)-g(0), q(0)-r(0), r(0)-p(0) deben estar en S, la posicion relativa
de estos tres estados serd necesariamente ’%’1 o bien 711_; o permutando las letras p, ¢ y r. La tripla de

estados p(0),4(0),r(0) serd del tipo de uno de los nodos del grafo 7. Podemos construir el grafo 7
valiéndonos del grafo I' y resulta

14 P4
qr r
1 1
y y
1 T (o
0 1
1 0
q r qlr rlp
TP Plq P 17

{ {

De lo dicho se desprende que no hay nimeros con cuatro representaciones.
Vale el siguiente

Teorema 3.3. Sea z un nimero con tres representaciones. Entonces existe n tal que zb"= g, +
J; i=1,2,3 con g; un entero de Gauss, f;€ F y tales que g;=p(n), g,=q(n), gz=r(n) son distintos dos a
dos y se relacionan entre si como en uno de los nodos de 7. Las f se obtienen recorriendo
indefinidamente un ciclo del grafo. Las cifras de f;, f, y f; en los vectores columna asociados a cada
flecha.

Reciprocamente, cada filamento de 7 se obtiene partiendo ¢ un nodo y recorriendo

indefinidamente uno de los ciclos del grafo 7. Las tres sucesiones de cifras obtenidas representan a un
mismo z € C si p(0)=0.

3.3. El conjunto F asociado a la base de Gauss.
Se puede probar que el contorno del conjunto F es una curva cerrada simple y estd formado por
nimeros con dos representaciones. A F se 1o conoce como el dragdn gemelo y verifica

F:

También J es un fractal cuya dimensién de Hausdorff s € (1,2). El arco 4 es semejante a los
arcos B, C*, A", B, C. Ademds A es un conjunto autosemejante cuya dimensién de semejanza es s. Mds
auin, es un s-conjunto, esto es, su s-medida de Hausdorff es positiva y finita.[3]

11



12



PARTE II

SUPERFIGURAS REPLICANTES Y
ENDOMORFISMOS DE GRUPOS LIBRES.

§ 4. Grupos libres.

Sea X un conjunto no vacio cuyos elementos notaremos por x,. Construiremos un conjunto L(X)
de la siguiente manera:

. n n n, .
Llamaremos una palabra a un producto finito xallx,,:...xa: en el cual x, €X y n; son mimeros
i
enteros.

Diremos que la palabra es reducida si X, #Xg Y n;#0 para cualquier i.

Dada una palabra siempre podemos hacer una palabra reducida con ella sumando las potencias
cuando dos elementos adyacentes son iguales y omitiéndolos cuando la potencia sumada sea cero,
repitiendo este proceso tantas veces como sea necesario. Por ejemplo:

325 572 172 _ 6.2
Xg XgXpXp XgXg =X, XgX; = X, X,

donde la tltima es una palabra reducida.
Reduciendo una palabra x,0 se obtiene una palabra sin simbolos que llamaremos palabra vacia.

&
Siv =x:llx:: . x:: ¢l mimero Eni se llama longitud de la palabra reducida v y se denota por I(v).
i=1

Dadas dos palabras reducidas v w para definir el producto v.w escribimos w inmediatamente
después de v y si no resultara una palabra reducida, se realiza el proceso de reduccién como ya se ha
visto.

El elemento neutro para este producto es obviamente la palabra vacia. Probencs
que €sta es una operacién asociativa:

Vamos a probar la igualdad

u.(v.w) = (wv).w (*)

: L B o mom m, _ P P2
siendo u =X, X, ... Xo' V=X, X, .. X, W= o Xe,
por induccién sobre la longitud de v.(si alguna fuera la palabra vacia, la igualdad es trivial).

1. Si l(v)=1, esto es v=x,. Considerando los casos

Py
. .xcs

1) Xp#X, Y X, EX,
11) Xp =X, Y XX, O Xp#X, Y Xy =X

ii)x, =x, =x,
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en todos los casos () sigue ficilmente de la definicién de producto.
2. Supongamos que (*) es vdlida si I(v)<n y sea
n=I(v)=Xm,. Entonces

i=1

m . m_m  m_
v=v'x,’ siendo v/ =x, %, .. % '

r-1
donde v’ es una palabra reducida puesto que v lo es, y I(v’) <I(v) (eventualmente v’ ser4 la palabra vacia).
En consecuencia por la hipétesis inductiva

u.(v.w) = u.((v’.x::').w) = u.(v’.(x,,':l'.w)) =
= (u.v’).(x,:’:'.w) = ((u.v’).xl:l').w =

= (u-(V’-x,,":')).w = (.v).w

El inverso de una palabra reducida

n_m By
V=X Xy Xy,
es la palabra
A e
VIiEX, Xy X

El conjunto L(X) de todas las palabras reducidas forman un grupo bajo este producto que se
llama grupo libre generado por X. L(X) queda completamente determinado por X y no depende de las
propiedades particulares de los elementos de este conjunto.

Llamaremos rango de L(X) al cardinal del conjunto X. Y es ficil probar que dos grupos libres
de igual rango son isomorfos. Por ejemplo un grupo libre de rango 1 es isomorfo al grupo aditivo de los
nimeros enteros Z

Una propiedad fundamental del grupo libre L(X) es la siguiente:
Todo grupo es isomorfo al cociente de un grupo libre. En efecto, sea G un grupo arbitrario y
X un conjunto de generadores de G. Si consideramos la aplicacién inclusién

iy X>G  ifx)=x
se extiende univocamente a un homomorfismo f:L(X) > G. Como X es un conjunto de generadores, fes

un epimorfismo, y por lo tanto! se tiene
LX)/ Nu{f) =G

'Teorema: Sean G, G’y H grupos, f, p morfismos de grupo, p epimorfismo y Nu(p) c Nu(f), entonces existe F: G’ > H que
hace conmutativo el diagrama

P
GG’

fV<F  f=Fop
H

ademds: i) Nu(f)=Nu(p) = F es monomorfismo.
ii) f'es epimorfismo = F es epimorfismo
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Esto significa que Nu(f) determina G y observemos que los elementos de Nu(f) son las

expresiones formales x::x,:: x:: en L(X) tales que en G x:l'x:: x:: =1.
Ahora consideremos R una collecién de palabras en L(X) tal que Nu(f) es el menor subgrupo
normal que lo contiene. En esta situacién decimos que el par (X,R) es una presentacién del grupo G.
Por ejemplo
1.- Para el grupo Z una presentacion es el par (X,R) donde X={x} y R=0.
2.- Para Z, un par (X,R) donde X={x} y R={x"}

Podemos citar los siguientes resultados mds conocidos sobre grupos libres:

Teorema de Rotman. Todo subgrupo de un grupo libre es a su vez un grupo libre sobre algiin
conjunto.

Teorema de Van Dyck: Si G es el grupo determinado por una conjunto X y un conjunto de
palabras R en L(X) y H es otro grupo determinado por el mismo conjunto X y un conjunto de palabras
en L(X) R’oR, entonces hay un epimorfismo G —+ H

Para demostrar éste tltimo teorema, simplemente digamos que por lo visto antes, si llamamos
N al menor subgrupo normal de L(X) que contiene a R y N’ al menor subgrupo normal de L(X) que
contiene a R’; sabemos que

G=LX)N y H=LX)IN

y es claro que N < N’, entonces aplicando ¢l teorema del homomorfismo citado en la tltima nota al pié,
siendo f'y p las proyecciones al cociente se tiene inmediatamente el resultado enunciado.
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§ 5. Representaciones de Endomorfismos
de Grupos Libres y Curvas Recurrentes.

Sea G el grupo libre generado por a y b. Consideramos a G como el cociente del semigrupo S*

generado por
S={a,b,a’,b'}

por la relacion de equivalencia ~ , definida por W ~ V'si y solo si Wy V determinan, por cancelacién,
la misma palabra, llamada palabra reducida.

Sea f: G - R* un homomorfismo, es decir, J determinada por f(a) y f(b) y las relaciones

SWH=LW) y AV.W)=RV)+/W)

Dada f se define una aplicacion K que asigna curvas poligonales en R? a cada palabra reducida

en G de la siguiente manera

Kisl1={of(s);0<a< 1} seS={a,b,a™,b'}
y 81 5q,...5,€G
Kfs,...s,]= iL_{ (KTs,] +f(s;.--5,,))

(la poligonal con vértices (0,0), fis1), f(s152),-- S(51...5,))
Observemos que entonces para W € G K[W'|=K[WI-AW) ya que si W=s,,...5,€G

KIW1-f9) = U (KTs ] 4.5, ~fisy-.5,)
=§(K[s,1 fis,.
- Ocktsg s +ftss" .58
=(_"J fis) ~fis) +fis-.s20); 10,17
=L_”J (L~D)(A(s)) +fism .. .si); 1€]0,17
= Ulaftsty s -s2): aef0,1)

N
—_

.'LCE

U (KTs "1 +fisn...s05) = KIW™]

Sea ahora 8 un endomorfismo de G (determinado por 8(a) y 8(b)) y la iteracién de éstos en la
forma natural
0'=0; 0" (s5)=8(0"(s)) s=a,b neN
Se llamard M, a 1a matriz de 6 definida como sigue
My=(my) myeZ i,j=1,2
tal que
POGs) = mp(a) + myp(b) s,=a s,= b
siendo p:G » R? el homomorfismo tal que p(a)=e, p(b)=e,
Notar que entonces si T:R* - R? es la transformacién lineal definida por T(e))=f(a) T(e,)=f(b)
se tiene

(ToP)(@)=f(a) (T=P)(b)=f(b)
Tp®(s)) = myT(p(a)) + myT(p(b)) esto es

entonces
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f(8(s)) = myfia) + myfb)

Diremos que un endomorfismo 8 tiene corto rango de cancelacion si para cualquier palabra
reducida stu la cancelacién no borra todas las letras de ninguna de las subpalabras 8(s) 8(1) O(u) en
8(stuye S

A continuacién se enuncia el teorema central tal como aparece en [2]

Teorema 5.1: Sea 8 un endomorfismo de G tal que

(1) 6 tiene corto rango de cancelacién,

(2) |detM,]| > 1,

(3) Hay una matriz no singular T=(z), tal que My=T"LT, donde L es una rotacién
seguida de una multiplicacién por un escalar,

(4) Las curvas K[6al, K[0b], K[6(ab)] y K[8(b"a)] no tienen puntos dobles. K[8a] no
interseca a K[8a]+f(8b) ni K[6b] interseca a K[8b]+f(8a) donde f:G — R* es el homomorfismo tal
que

ro-lg) (]

entonces
L™K[6%aba'b")]»K, cuando n-> oo

en la métrica de Hausdorff, donde Kj es una curva que limita un paralelogramo o un fractil replicante
de orden |detMg|?, F,, conexo.

En el articulo de referencia Dekking presenta un "perfil” de la prueba que se basa en los
siguientes hechos:
K,:=L"K[0%abab")] es una poligonal sin puntos dobles que converge en la métrica de Hausdorff a una
curva.

La propiedad (4) serfa la que le garantiza que K, no tenga puntos dobles. Sin embargo, a
continuacién presentamos un ejemplo que muestra que las condiciones que se piden en (4) no alcanzan
para asegurar que K, no tiene puntos dobles:

Sea 8(a)=b>a, 8(b)=a’b?
Puede probarse con un mimero finito de operaciones que 8 tiene corto rango de cancelacidn, esto
es, se satisface la condicidn (1).
1 2
Me =
[—3 -2]

|det My|= 4 > 1 (se satisface la condicién (2)).
Para que se verifique la condicién (3) es necesario y suficiente que M, tenga autovalores

complejos conjugados. En nuestro caso los autovalores son: 1,= - 1

|4 P=4=detM,=detL

+ i._vlz5 Jj=1,2 y se tiene

v

entonces serd L = |4;|R, con R, rotacién de autovalores

?Fractil: Conjunto plano de interior no vacio cuya frontera tiene dimensién de Hausdorff estrictamente entre 1 y 2.
Replicante de orden k: Puede descomponerse cn k réplicas congruentes entre si y semejantes al original.
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Af|4;| = cose + iseng
asi

L 2[cosq> —sin(p] -1/2 ~f15 72

sing cosg |~ JI5/12  -172

Para determinar una matriz 7 tal que My = T 'LT resolvemos el sistema lineal de cuatro
ecuaciones que resulta de la igualdad 7M, = LT cuya matriz es

3. -6 15 0 - [3 -6 V15 o

4 -3 0 15 equivalente a 0 -15 4/15 -3/15

«

/15 0 3 -6 0 0 0 0
0 +15 4 -3 co o 0
podemos entonces dar
I 1
= tZI] —[0]
y obtenemos
t, 172
f=| |-
In) (~/15/6

En la figura que sigue vemos en este caso
K8(aba'b™)] = L(K))

]

Vemos que a pesar de verificarse las condiciones (1) a (4) del teorema, K; tiene puntos dobles.
Esto muestra que la condicién (4) asi enunciada no alcanza y debemos agregar que K[8(ba™)] y
KI8(a'p™)] no tengan puntos dobles.
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Vamos a la demostracién del teorema:
Tenemos
fla)=Te) = [ﬁ:] ; fib)=Tiey = [ﬁ;j
ademds TM, = LT, entonces
L(fta) = mufia) + myfib) = fiBa)
L(fiB)) = mufla) + mufib) = f(8b)

pero Lf y f8 son homomorfismos de G en R?, a y b generan G, de donde

Lf = /8
y asi, multiplicando a izquierda por L
Lf = Lf8 = f&
multiplicando luego a derecha por 0
L' =LY =f

y asi inductivamente
Lf=f8" VneN
Vamos a dar una parametrizacién para
K,:=L"K[0"(abab")].

En un primer paso vamos a suponer que no hay cancelaciones, es decir que para cualquier par
de palabras reducidas V, W se tiene

K[VW]=K[VIu(KIW]+fV))
(si hay cancelacién, se "borra" una parte de K[V] y otra superpuesta de K[W]+£(V). Asi la poligonal K,
serd:

L7K[6"(a)JU{L "K[6"(B)]+L "f(8"(a)} U
UL "K16"(a )] +L /(8" (ab)}U
U{L"K16"(b Y] +L (8™ (aba "))} =

= L"K[0"(a)] U{L "K[6"(b)] +fla)}U
UL "KT6%(a )] +fla) +fib) U
U{L=k16"b Y] +fb)}

Comenzamos dando parametrizaciones

u:[0,1]—L "K[6"(v)] v=a,b,al,b"!
Notacién:
Ov=s s ...§ s, €S=la,b,a b1, I=long(Bv)

oy,
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Observemos que, para veS y neN

LKL O] =L KO, 5, -5))
L *(g{K[e"(sv,)l (86, 5,5, M)
=L -l(iL_lJl{L "K[0"(s, )] +L RO, .5, .5, D))
=L -‘(iL_lJl{L “KI6"(s 1435, 5,5, )

-1

definimos entonces inductivamente para v=a,b,a’,b"

u”:[0,11—K[v]
u (1) =tfiv)

uyh-l): [0, 1 ]_’L ‘(m-l)K[e(ml)(v)]
w0 L7, UG- 2l 5,5,)) s RS ]

Veamos que estdn bien definidas:

4 Es claro que U[Q l]_[o 1]

44 Si
! entonces 0<lt-(i-1)<1

i-1
— st
1

NIN

444 Continuidad en los vértices:
uP0)=0 y u®1)=f(v) VneN

1) Para n=0 es inmediato.
Supongdmoslo cierto para n entonces

1"(0)=L () =L (0)=0

0" P(1)=L @ (1) +fis, 5,5, )
=L7(fis,) +fis, s, .5, N=LBM)=A¥)

ii) Para i=1,...1-1 z=%=3#

w V=L ) (1) +fis, 5, .S, )

=L7(f(s,) +fis, .5, -- .SVH)) =L7fis, s, ..-5,)
y también

(n+1)[ @ +ll )-1 ] Li® 0 0) +fis, s, ...5,))
=1 -lj'(svI 5yee-5,)
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44 ¢ ¢ Finalmente, es claro que para todo neN
u"([0,1])= UL-I(u,‘:"([o 1) +fis, 5,5, )

=L “(UL "K16(s,)] 41, .S
=L -(n+1) K[e(ml)(v)]

1Sy Sy )

Ahora, para K, =L"K[0"(aba'b™")] una parametrizacion serd:

u®: [0,1]1 — K, definida por

(")(41) W %
oy |1 @@ gt
uv(n=
@ u\(41-2)+f(a)+£(b) 3 s:.<_§.
uB(41-3)+fb) 2<i=1
Marquemos algunas conclusiones:
L] Si notamos con V®(v) al conjunto de vértices de L "K[6"(v)] resulta (siempre de acuerdo a la

férmula recuadrada en la pagina 20)

VO®w)= {Oﬂ‘;)}
VOO ) =L UV (s,)4fis, .5, ..., D)
i=1 )

= Para todo neN V®(1)cV®D(y) y ademds si u”(1)e V() entonces u"(1)=u (1)
en efecto:
Para n=0 esto es cierto pues, como ya hemos visto

0=u©0) y f)=u(1) VneN
ahora supongamos cierto que
w' VO eVEI) = wP@)=u"" ) Vi)

y sea u(r)e V™(v) entonces seglin ® para algtin i:

w () =Ly (-~ 1)+fs, 5, -5, )
donde

Uy (rl~(i-1))€ VO-I(s,)

aplicando entonces la hipétesis inductiva

gy (rl~(i=1))=uy (rl~(i-1))€ Vs, )
y por lo tanto

w,"(=L @ (r1~(i-1) +f(s, .5, .5, )

=u" (e Vi)
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LLL) Los lados de K, son congruentes a L "[v]:
Es trivial para n=0, y si es cierto para n, siguiendo nuevamente la férmula de la pdgina 20, se
tiene para n+1.

mman  Siu () y u,"(1,) son vértices consecutivos de K, y el lado que los une es congruente a L™K[v]
entonces la poligonal que une esos vértices en K., es congruente a
LOKTev].

Vamos ahora a probar que K, converge a una curva Kj:

Nos damos neN y 2€[0,1]. Sean #, y 1, tales que 7,<1<1, siendo u™(t,) y u"(t,) vértices
consecutivos de K.

Llamemos P al "pedazo” de K., que une u™(1;) y u™(t,) (que son también u™(t,) y 4™ )(t,)
como se prob6 en =s). u®*(7) divide a P en dos partes P, y P, como en la figura

Qe | Uik)(” \\/U(m(tz)

u®™(z) divide al lado de K, que une u™(1,) y u®(t,) en dos partes L, y L,. Sea entonces

d = W D@-un@)]

entonces
d < long(P;)+long(L;)
y
d < long(P,)+long(L,)
por lo tanto
2d < long(P)+long(L) < 2long(P)
y asi

d < long(P)

pero P es congruente con L-*VK[6v] siendo @v=s, s, ...s,, luego
longP=|L -(n+1)(sv1)|| +|L —(n+1)(sv2)“ +... +|L _("+1)(Sv,)u
=AD(s, I +1s, 1 +... +1s, )

donde A es el escalar que verifica L=AR,, A%= |detM,|>1
lamemos

1w
C=mix{) Is, B v=a,b,a,b"!

i=1
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entonces para cualquier 7 en [0,1] es cierto que
™ @U@l < a1
y asi para todo z en [0,1] y todopen N

W PO-uP@1S 3 I I)-u )

i=1

P P
<3 [ eIC=Cla[ Y Al

i=1 i=1

-1
<C|A|™ ._L
1-|Al"
Esto prueba que u® es de Cauchy en €={f:[0,1]—R? f continua} (con la métrica del supremo)
que es completo. Por lo tanto existe u en € tal que
u(")—r u

Si Ky ={u(?), 1€[0,1]}, se tiene que K, —» K, en la métrica de Hausdorff, ya que dado & >0,
existe un natural N tal que para n>N

|]u‘"’(t)—u(t) | < e Vte]0,1]
por lo tanto, para todo 7 en [0,1]

du®.K,) < e
esto es
Ka C(Kn)e

andlogamente para todo 7 en [0,1]

du™@®),K,) < e
y asi
Kn C(Ke)z

Observacion: No se ha utilizado hasta aqui la hipétesis {4] del teorema. Esto prueba que [1],
[2] y [3] implican que K, converge a una curva K.

Por otra parte ya que K, es una curva de Jordan (cerrada y simple) en el plano, determina en
R?; segiin el teorema conocido como teorema de la curva de Jordan [6]; dos componentes conexas, s6lo
una acotada, y con la frontera comin: la curva dada. La componente acotada se llama interior de la
curva.

Estd bien determinado entonces para cada n natural, el conjunto F,° igual al interior de la curva
K,. Llamaremos F, a su clausura, esto es F, = F,° u K. Es claro que F, es compacto.

Tenemos ademds que si K, < [K,], entonces F, < [F,],, por lo tanto (F,),. s una sucesién
de Cauchy en el espacio (K,d) donde K es la familia de compactos de R? y d la métrica de Hausdorff.
Ahora este espacio es completo, por lo tanto existe un compacto F tal que F,Fg.

* No siempre serd K, una curva simple, luego no es posible definir a F, por medio del tcorema de Jordan.
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Veamos que el drea de F,, es igual a la del paralelogramo de lados K[a] y K[b]; esto es el interior
de Ky=K[aba'b']; lamémoslo F,.
Por el teorema de Green:
Area(F)= [ xdy = [ "™, 0.0 adr +
+

(s (41-1) +f(@)) . (u)a(d1-1) 4 dt +

1

+

N D(-41+4)),.(u")o(-41+4) (-4)dt =

it

Jc

+[ ( ul(-41+3) +f(b)),. ) (-41+3) (-4) dt +
J
J

1
, @@y dr +
+ [, @O, 0 di =
= (R [("),(1) ~(u”),(0)] + (RN, [(7),(0) ~ (), (1] =
= (fla)), (D)), - (fb)),(f(@)), = detT = drea(F,)
Asi K[8(aba'b")]=L(K;) limita un conjunto de drea
|det L|.Area(Fy) = |det M,|.Area(Fy), y entonces, ya que los lados de L(K,) son congruentes a K[v]
con v=a o v=>b, L(F)) es unién de |det M,| paralelogramos congruentes a Fy, y por lo tanto F; es unién
de |det M| paralelogramos congruentes a L™(Fy). Podemos entonces afirmar que existen vectores V,
Va,...V; con d= |[det M, tales que
a
F=UL"Fy +V,

il
y supongamos que es cierto que

d

F,=UL"F, ) +V,

i

en ambos casos los conjuntos se superponen sélo en parte de su frontera y tenemos
K, =3F, cUL*l(a PDEAA UL-I(K DV

€s mds, podemos escribir

d
UL _l(aFn—l) * Vl = KnUQn

i=1

a
donde 2, son los segmentos de UL “K,.)+V, que no son parte de K.
Pt

Definimos una funcién ¢, que se aplica sobre la familia de segmentos
{LKIv]I+W v=a,b WeR?} y tal que

OL"KIVI+W) = L™VKIOv]+ W
entonces ¢,(K,)=K,,, y vale que si S estd en el dominio de ¢, y Ve 2
S+ V)=¢(S)+V

ademds
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¢"0L *= L _lo(bn-l

ya que si S=L " VK[v]+W

@,°L 1)) = ¢, L "KIVI +L " (W)) = L-*K[6v] +L - (W) =
=L (LKIBY] + W) =L (9, (L *DKD]+ W) = L o9, )(S)

entonces
oK, UQ,) = Q b LK, )+ V) =
= QL-1(¢n—1(Kn—I)) +V,=
=UL k) +v,
esto es -

d
Km-lU d’n(ﬂn) = UL -I(Kn) + Vx
i=1

también es cierto que la aplicacién ¢, deja fijos todos los vértices (s6lo agrega vértices) y todas las
poligonales L‘I(Kj) +V, JjeN i=1...d son curvas cerradas simples, por lo tanto y ya que teniamos
L™K, ) +V,cF, tendremos que

L—I(Kn) + Vl CFm—l

y recordemos que
d
E drea(L 'I(Fn) +V) = dedrea(l “(F")) = det Ledrea(L'(F))) = drea(F)) = drea(F,,,)
)

de todo esto concluimos

d
F =|JL*F)+V,
i=1

Recordemos que ya se ha probado que F,—F, en el espacio (K,d) de los compactos con la
métrica de Hausdorff. Ademds, ya que L' es una semejanza contractante

AL NF)LFY) < dF,F,)
Ademds, si lim(4,) =4 y lim (B,) =B en la métrica de Hausdorff lim (4,UB,) =AUB ya que

{E,F(A)e c(4UB),

nC(B)eC(AUB)E = A”UB"C(AUB)e

y reciprocamente.
Por lo tanto

d
imF,, =|JL ' (limF,) +V,
reoo i=1 oo

esto es
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d
Fy = uL‘l(Fe) +V,
i=
queda probado entonces que F, es un conjunto replicante de orden d

Esto ademds nos permite asegurar [7] que si 7 ={r,; i=1...d} es la familia de semejanzas donde
7x) =L'(x) +V, entonces F, es ¢l wnico conjunto inveriante por 7, esto es

d d
F,=1(F) = H 7(F,) = QL F)+V,

y que para cualquier compacto K
F,=1lim7"(K)

§ 6. Ejemplos

Ejemplo 6.1: 6(a) =aba ; 6(b) =ba'b aqui no hay cancelaciones.

2 -1 1 0
Me=[1 2]=L estoes T=Id f(a)=[0] f(b)={l] d=detM,=5
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Ejemplo 6.2: 8(a)=ab ; 8(b)=a'b

Me=[i -11]=L=\/§-R,,4 estoes T=Id f(a)=[(l)} f(b)=[(1)} d=detM,=2

27



Ejemplo 6.3: 6(a) =a’ba™® ; 8(b)=ab'a™

M

° 11

Este endomorfismo genera la frontera del conjunto F de los fraccionarios en la base de Gauss.

-_-['1 :i] =L = \/i_R3:/4 estoes T=Id f(a) =[:)] J =[(1)] d=detM, =2
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Ejemplo 6.4: 6(a) =aba ; 6(b)=a'b

2 -1) 1 -172 i » -1/2
M,= =T'LT siendo T= L=3R, f@-= ()= d=detM,=3
s 0 372 1 0 312 ®

B \ T \

\ \

\ \\

\

\ \\
—— - —— —\~
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