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En lo que sigue supondremos conocidas 1la terminologia y nota-

ciones de : Temas de la Teoria de Grafos -I- Nociones BAsicas.
Informe Técnico Interno Nro. 29, INMABB, 1991

Las numeraciones de las referencias bibliogréficas que siguen,

extenderdn a las de dicho trabajo.

CAPITULO 3
TRANSITABILIDAD

En este trabajo sbélo se incluir&n sus primerosg siete parigrafos,
los ocho restantes serdn motivo de otro informe técnico.

Muchas e importantes propiedades de la Teoria de Grafos estén
referidas a las distintas formas en que se pueden conectar vér-
tices. Por tal motivo consideraremos seguidamente varias nocio-
nes que estdn ligadas a la idea de "recorrer" o "transitar" un
multi-di-grafo. A tal efecto son utilizados, en forma explicita
o implicita, los conceptos "camino" y "cadena". Dichas nociones
son aptas para encarar el andlisis de situaciones muy diversas.
Habitualmente, éstas se plantean en configuraciones valuadas y
las soluciones estén ligadas con la determinacién de "caminos,o
cadenas, optimales" respecto de algln criterio adecuado al pPro-
blema que se analiza.

En 3.15 daremos una tabla con los nombres mis frecuentemente
asignados en la bibliografia de lengua inglesa y/o francesa a
los conceptos que consideraremos a continuacién.

Observemos de paso que segin indica Roy (R 1), las nociones que
en lengua francesa se denominan "circuit" y "cycle" correspon-

den a las que, habitualmente, en lengua inglesa se denominan
"cycle" y "circuit", respectivamente.



3.1 CAMINOS Y CIRCUITOS

Dado un multidigrafo G = (V,U) diremos camino de longitud L
(L > 1) (o mids brevemente L=-camino) a toda sucesién de vérti-
ces y de arcos C xl,ul,xz,uz,xs, . . .,xL,uL,xL+1 donde
u, = (x.,X. i

1 177141
eventualmente xi = X

) ; 1< 1i<£L ; no necesariamente ui F uj ;

i+1’
Admitiremos adem&s que cada vértice define un camino nulo (de

longitud cero).

Un camino Xp/Ups o ; L2 1; se dird simple si

u_,x
"TLTL+1
ui P uj Y elemental si xi 2 xj , Cualesquiera sean i # j,

i,j = {1,...,L+1} excepto, eventualmente, x1 = xL+1 gue pueden

corresponder a un mismo vértice.

De otra forma, un camino no nulo es simple si cada uno de los
arcos que lo componen ocurre una Gnica vez en la sucesidn que
lo define y elemental si sus vértices son distintos dos a dos,
excepto ocasionalmente, el inicial de su primer arco y el final
del dltimo, los que pueden ser iguales, o equivalentemente, si

cada uno de sus vértices es extremo inicial (final) de a lo més
uno de los arcos.

Convendremos que todo camino nulo es elemental y simple.

La nocidn caminoc es esencial y habitualmente, al considerarlos
omitiremos la mencién de sus vértices y de su longitud.

Ejemplo 3.1.1

7 1,2,3,4,3,7 camino no simple, L = 6
a 1 <;;> 3 9//’5\\\d' 1,2,3,7 ., Simple no elemental
°\\\;£////\\\g/,/ 1,3,7 " " y elemental
4’5'6 " " "
5 6

M.



Es fAcil verificar que

- La longitud de cada camino simple coincide con el nGmero de
arcos gue lo componen.

- Todo camino elemental es simple. La reciproca es falsa.

- 81 G carece de arcos paralelos y sblo entonces, cada camino
puede darse también por la sucesidn de vértices en los que
incide.

En el ejemplo anterior a los dos caminos 1,3,7 v 1,3,8 corres-
ponde la misma sucesibén de vértices a,b,c,d.

Dado un camino C: ul,uz, . . ,uL ; L2 1 ; si a es el vértice
inicial de u1 Yy b el vértice final de uL diremos que C lleva
desde a hasta b. Lo indicaremos con C : a = b.

No incluiremos en esta notacidén a los caminos nulos

Si C: a3 b , eventualmente a = b , diremos que a (b) es el
vertice inicial ¢ final ) de C. Los vértices que corresponden
a xz,. . .,xL se dicen interiores

Si C no es elemental su vértice inicial ( final ) también puede
ser interior.

8i C: a = b se dir4 indistintamente: a precede b; b es sucesor
de a; Db es descendiente de a; b exs accesible desde a aes
ascendiente de b, Si a = b, entonces a es ascendiente (sucesor)
impropio de si mismo.

Un camino no nulo C : a3 b se dird abierto siawx b vy
cerrade ( en a ) si a = b.

En el ejemplo anterior:

1,3,4 es camino simple, no elemental, abierto.
3,7 " simple, elemental, abierto.
5,6 " " " cerrado (en c).
’6’4 " 1] " " (en b)'
4 5 1 " n 1" (en e)'

Es conveniente convenir que los conceptos "abierto" y "cerrado"
no se apliquen a los caminos nulos.

Cada arco distinto de bucle define un camino abierto y cada bu-



cle uno cerrado, ambos de longitud uno y elementales. Si un bu-

cle es reiterado k veces se obtiene un camino cerrado de longi-
tud k.

Se dice camino euleriano Chamiltoniano) de G a todo camino sim-
ple (elemental) que contenga todos los arcos (vértices) de G.

G se dird euleriano (hamiltoniano) si contiene un camino eule-
riano (hamiltoniano) cerrado, y débilmente euleriano Chamilto-
niano) si sélo contiene caminos eulerianos (hamiltonianos) que
son abiertos.

Se deja al lector verificar que:

- Todo multidigrafo finito G _que carece de caminos cerrgdos
tiene vértices de entrada (d =0) y vértices de salida (d =0)
La reciproca es falsa.

- G carece de caminos cerrados si y sblo si todos sus caminos
son elementales. Mas précisamente :
- S8i no hay caminos cerrados de longitud L < h todo
L-camino, L £ h+l, es elemental y reciprocamente.

- G = (V,U) carece de caminos cerrados si y sbélo si cualquie~
ra sea V'S V el submultidigrafo inducido por V' tiene en-
tradas y salidas.

Dado un L-camino C: ul,uz,us, . .,uL el vértice inicial de u1
0 el h-camino u1 gt .,uh se dir4 h-subcamino inicial de C.
Andlogamente, el vértice final de u. o el camino u .U

L L-h+1’"
es el h-subcamino final de C, (0 < h < L).

L

En general, C': u ,u . . (1 £ i< i+h-1 £ L) define

i+1’ i+h-1
un h-subcamine ( o h=-seccibn ) de C.

Si C' es subcamino de C, C es extensidn de C'.
Cualquiera sea C: p = g , excepto si p es entrada (9 es salida)

el camino C puede ser extendido desde su extremo inicial (fi-
nal) por un arco de vértice final p (inicial qa).

8i G contiene un camino cerrado, con reiteraciones del mismo es
posible determinar caminos de longitud arbitrariamente grande.



En tal caso, para indicar que la longitud mixima no estid acotada
superiormente diremos que G admite caminos de longitud infinita.
Reciprocamente, si un multidigrafo finito admite tales caminos,
contiene caminos cerrados.

Véase que:

- Un camino Uy Uy, oo Y L 22 ; es elemental ~ eventual-
mente cerrado - si y sblo si sus subcaminos Upreeees LRI {
Uy,e....,u son elementales y abiertos.

En tal caso, también son elementales y abiertos u Y u

1

En particular, el camino ul,u2 es elemental si y sblo si care-

ce de bucles.

La operacién que introduciremos seguidamente fue empleada impli-
citamente al hablar de caminos de longitud infinita. Con el fin

de que esté definida para todo par de caminos, diremos camino

vacio ( ~ ) a la sucesién vacia de arcos y de vértices.

Es claro que el concepto camino vaclo difiere del de camino
nulo, el cual corresponde a una sucesiédn vacia de arcos.

Algunos autores denominan "vacio" al camino que decimos "nulo".
Dados los caminos, eventualmente vacios, C

y C., por concatena-

1 2
cidn ( o composicidn ) de C, con C_, se obtiene el camino

1 2
C3 : Clo C2 tal que
a) si Cl: xl,ul,xz,uz, .,xh,uh,xh+1 20
CZ: xi,vl,xé,vz, . .,xi,vk,x£+1 20
C3:[ XpoUg, o 0LV, .,vk,xl'{+1 si X1 xi coinciden
~ en caso contrario.

b) Si C1 b Cz es el camino vacio, 03 es vacio.

De la definicidén resulta que 1la concatenacidén es una operacidn
asociativa, no conmutativa, tal que C o A = A o C = A.

Notemos que si los caminos se indican por sus sucesiones de ar-
cos vy de vértices esta operacidn carece de neutro.



En efecto si C : u,v,w tiene vértice inicial p vy final q, e
indicamos con {p},{q}, los respectivos caminos nulos que ellos
definen, se tiene C = {p}C = C - {q}.

En cambio, si indicamos los caminos sblo por sus arcos, hacien-
do caso omiso de sus vértices, los caminos nulos y el vacio son
indistinguibles vy quedan representados por una sucesibn vacia
de arcos, la que es neutro de la operacién de concatenacién.

Sabemos que toda operacidn * asociativa (operacibn * asociativa
con neutro A) definida en un conjunto M induce una estructura
de semigrupo (M,*) ( de monoide (M,*,A) ).

Asi entonces, la concatenaciédn introduce en el conjunto de los
caminos de G, incluido el camino vacio, bien una estructura de
semigrupo cuando los caminos se dan explicitando sus vértices y
sus arcos, o bien una de monoide, cuando de los caminos sblo se
indican sus arcos.

Recordemos que los conceptos semigrupo y monoide suelen desig-
narse intercambiando los nombres que hemos elegido.

Bajo el nombre de "composicibédn latina" (ver (K 5),(K 7),(K 13),
(H 16)) se propone un método inspirado en el habitual producto
de matrices, que responde a la operacién precedente Yy permite
enumerar todos los caminos de longitud L ( L 2 1 ) que satis-
facen ciertas propiedades prefijadas, a saber: ser elementales,
ser simples, incidir hasta k veces en un mismo vértice, etc.
Sobre esto volveremos en (3.6).

Proposicidn 3.1.1.2a)
Todo camino C : a =2 b (eventualmente a = b) contiene subcami-
nos elementales, sin arcos comunes entre si, tales que por con-

catenaciédn de ellos es posible construir un camino elemental
C': a=b

Demostracibdn
Si C es elemental, la vilidez de lo afirmado es inmediata.

i ra= JU , 0 o . .,Uu LX
S1 € :a= x4, L' L+l

siofh que lo define existen al menos dos ocurrencias de un mismo

=b es no elemental, en la suce-

vértice. Supongamos que xi es la primera de las que tienen %esta

caracteristica y que xj (1 £1<3j=<L) es la Gltima de las



ocurrencias del mismo vértice representado por xi.

En tal caso ui, . . . .,uj es un camino no nulo, cerrado en

1
xi Y elimindndolo se obtendr& otro, también de la forma a = b.

Mas precisamente

- s8i a#= xi # b modificando sblo un par de secuencias de ar-

cos se construye el camino ul,. . ’ui—l’uj” . ,uL.
- si xi= a | xj = b ) basta retener el subcamino uj,. . ,uL
u,.,. . .,u.
( 1’ ’ 1_1 )

En los tres casos el razonamiento puede reiterarse tanto como

sea necesario, hasta determinar finalmente un camino elemental

C': a3 b ; obtenido por concatenacién de subcaminos de C, ele-

mentales arco disjuntos dos a dos y asi acabar la demostracién.

De la demostracién dada es obvio que todos los arcos de C' per-
tenecen a C. Por esto y adn cuando para obtener C' se han mo-
dificado algunas secuencias de arcos, haciendo abuso de lengua-

je es habitual reformular la proposicibdn anterior en la forma:

Proposicidn 3.1.1.b)
Todo camino C : a = b ( eventualmente az=b ) contiene al menos
un camino elemental C': a = b.

En realidad sucede que todo camino no elemental,. C : a= b se
obtiene concatenando caminos abiertos que llevan a construir un
camino elemental a = b, con otros cerrados e incidentes en los
vértices extremos de dichos caminos abiertos.

En el Ejemplo 3.1.1 operando de acuerdo con el método indicado
al demostrar la Prop.3.1.1.a) del camino 1,3,4,5,6 se obtiene
el elemental 1,5,6. Nbtese que otro, elemental, con arcos del
camino dado es el 1,3. Los tres llevan desde a hasta c.

Se deja al lector demostrar

- La restriccién empleada al demostrar la Prop. 3.1.1.a) para
elegir, en cada reiteracién del proceso, x (x. ) como la pri-
mera (Gltima) de las ocurencias reiteradas' de’cierto vértice,
hace que el camino elemental C': a = b esté univocamente de-
terminado.



Eliminando dicha restricciédn pueden obtenerse otros, también
elementales, a 2 b. Tal el caso del 1,3 indicado poco antes.

- Un L-camino es no elemental si y sbélo si puede obtenerse por

concatenacibén de un subcamino inicial de longitud 1.2 0, de

1
otro, central cerrado de longitud 12 # 1 vy de un subcamino
final de longitud 13 = 0, con l1 Y 13 no simultineamente
nulas y tales que 11 + 12 + l3 = L.

Nétese que las particiones del tipo indicado no estin univoca-
mente determinadas.

Asi por ejemplo el 4-camino p,4d,p,r del digrafo

P admite una particioh del tipo indicado

T N con 1,=0,1=2, 1=2 7y otra
\L/ con 1. =1,1=2, 1=1.

1 2 3

Muy frecuentemente, un abuso de lenguaje similar al que hemos
indicado poco m&s arriba es el que lleva a identificar un cami-
no simple con el conjunto de sus elementos; o sea, con el sub-
digrafo inducido por sus arcos.

Notemos al respecto que el concepto "camino" lleva implicito el
de "sucesién" y que por lo tanto admite ocurrencias reiteradas

de un mismo elemento, situacidn que no es admisible considerén-
dolo como "conjunto".

Para enfatizar, cuando nos referimos al conjunto de elementos
de un camino y no a la sucesibén que lo determina podriamos con-
venir en designarlo s=-camino ( como apdcope de subdigrafo ca-
mino) pero esto nos llevaria a una terminologia innecesariamen-
te pesada, puesto que del contexto podremos deducir, en cada
circunstancia, cudl es la interpretacidn adecuada.

Al referirnos a caminos no simples cabe una observacién aniloga
pero respecto de "multiconjuntos" ( es decir, de conjuntos con
eventuales ocurrencias repetidas de sus elementos). Por lo pre-
cedente y de acuerdo con lo que es usual emplearemos el vocablo
camino para referirnos, tanto a la sucesidén de arcos y vértices
que lo determina como al multiconjunto de sus elementos.

’



Creemos oportuno indicar que de los libros consultados el que
mayor énfasis pone en destacar dicho abuso de lenguaje es el de
Busacker y Saaty (B 1). Al respecto pueden consultarse detalles
que incluimos en 3.15.

El indicado abuso de lenguaje 1lleva a identificar los caminos
elementales con los minimales en sentido conjuntista (es decir,
con los que no contienen propiamente otro camino de iguales ex-
tremos) y a decir, cuando C = C 8 C que C es unién de C . c
sugiriendo asi una conmutat1v1dad que no existe. z

Lo precedente lleva a enunciar la

Proposicién 3.1.2
a) Todo camino C : a 2 b (eventualmente a = b) es unién de un
camino elemental C': a 2 b y de caminos cerrados.

b) 8i C es simple, dichos caminos cerrados son arco disjuntos
con C' y entre si.

Por aplicacidn reiterada de la proposicidn anterior resulta que
los caminos cerrados a los que se hace referencia pueden supo-
nerse elementales, de donde el

(oreolario

Todo camino cerrado simple es unidén de caminos cerrados ele-
mentales, arco disjuntos dos a dos.

Nétese que la descomposiciédn implicita en la proposicién ante-
rior no esti siempre univocamente determinada.

As{ por caso, el camino 1,3,4,5,6,7 del Ejemplo. 3.1.1 puede
suponerse obtenido por concatenacion del camino abierto 1,3 con
el cerrado 4,5,6 vy el abierto 7; o bien, a partir de los abier-
tos 1 ; 5,6,7 v del cerrado 3,4.

Dado un camino cerrado C : u_, R
1 2 L
circuito (generado por C) a la clase de todos los caminos que

u ,u (L > 1) diremos

se obtienen a partir de C, por permutacidn circular de sus ele-

m t . : Y ’ . . A 4 !
entos Lo notaremos (C) u1 u2 uL (ul)

Si C es minimal, en el sentido de no ser obtenido por concate-



nacién de alglin subcamino propio consigo mismo, el circuito se
dird de longitud L .

En el Ejemplo 3.1.1 1los tres caminos : 4,5,6 ; 5,6,4y 6,4,5
definen un mismo circuito de longitud tres.

Clasificaremos los circuitos en simples, elementales, eulerianos
o hamiltonianos cuando gozen de esas caracteristicas los caminos
que los generan.

Es inmediato que cada camino cerrado define, en forma canébnica,
un circuito y que a cada circuito de longitud L pueden asociar-
se los L caminos cerrados minimales que lo generan.

Esto es lo que induce muy frecuentemente, a identificar el con-
cepto ‘"circuito" con el de ‘"camino cerrado" (que a su vez se
confunde con el de "“s-camino").

Al respecto notemos, que de acuerdo con la terminologia de To-
ranzos (T 1), nuestros caminos simples (caminos elementales) se
dirian "caminos" ("caminos simples") si fueran abiertos y "cir-
cuito" ("circuito simple") en el caso de ser cerrados. Algo si-
milar ocurre con ciertos autores de lengua inglesa (ver 3-15).

Distinguir entre circuitos y caminos cerrados es fundamental en
problemas de recuento o de enumeraciébn asi como al aplicar con-
catenacidén. No obstante, por comodidad de expresidén, siguiendo
la costumbre, y sobreentendiendo que el significado correspon-
diente se deduce del contexto en el que se lo usa diremos "cir-
cuito" o "camino cerrado", indistintamente.

Con tal convencién podremos afirmar: _

- En cada vértice x de un circuito elemental dx = dx =1,

- Un subdigrafo cubriente, unién de circuitos elementales dis-
juntos dos a dos, es un 1-di-factor.

- Todo circuito simple es unidén de circuitos elementales sin
arcos comunes entre si.

Respecto de la concatenacidn de circuitos cabe la siguiente ob-
servacién.

Dados dos caminos cerrados 01 )4 02 con al menos un vértice en
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