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Abstract

En este trabajo determinamos el nimero de conjuntos de generadores libres con ¢
elementos para dlgebras libres en las variedades de las algebras de Boole, algebras de
FLukasiewicz trivalentes, (0, 1)—reticulados distributivos y élgebras de De Morgan. Para
las variedades de las dlgebras de Boole, algebras de Lukasiewicz trivalentes y algebras
de Post damos una construccién explicita de un conjunto de generadores libres finito.

1 Introduccién

En esta seccién fijamos las notaciones y demostramos algunos resultados que seran necesarios
mas adelante.
Si X es un conjunto finito con n elementos, notaremos N [X] = n.

Sea (L, A,V,0) un reticulado con primer elemento 0, X C Ly N [X] = t, definimos:
SO(X):{O}a sl(X):X7
si(X)={Vy:yeY, YCX,N[Y]|=j}, 1<j<t,

Siz € L, notaremos F(z) = {y € L:z < ylel(lx) ={z2 €L :2z< T}, que son,
respectivamente, un filtro y un ideal de L.

Un &lgebra (B, {fi}tcr) se notara, para abreviar, simplemente B. En estas notas, salvo
indicaci6n en contrario, sélo consideraremos dlgebras finitas no triviales, esto es finitas y con
mas de un elemento. Si B es un 4lgebra de Boole, notaremos con .A(B) al conjunto de todos
los dtomos de B. Siz € B, 7 # 0, sea A(z) = {a € A(B) : a < z}, es bien conocido que
z=\V{a:ae€ A(zx)}.

Lema 1.1 5i B es un dlgebra de Boole finita no trivial, A(B) = {ag,a1,...,as} entonces:
1) B — F(a) = I(—a), cualquiera que sea a € A(B).
2) F(x)NF(y) = F(z Vy), cualesquiera sean z,y € B.



8) I(z) N I(y) = I(z A y), cualesquiera sean z,y € B.

4) Si{V,W} es una biparticién del conjunto {0,1,... s} entonces
N Fla)N N (B—F(aw) ={V a}.
veV weW veV

Dem. Las propiedades 1), 2) y 3) son bien conocidas. Como {V,W} es una biparticién

de {0,1,...,s} entonces (i) — V a, = V a,. Aplicando sucesivamente 2) y 1), 3) e (i)
wew vev

podemos escribir (1 F(a,)N N (B~ F(aw)) = F(V a,)N N I(—ay,) = F(V ay,)
veEV wew veV weW veV
NI( A —aw)=F(V a,)NI(— V ay,) =F(V a,)NI(V a,)={V a,}. O
weW veV wew vEV vevV vEV

Sea N el conjunto de los nimeros naturales y 7 el conjunto de los nimeros enteros. Si
q € N, con €y notamos al conjunto {0,1,...,g — 1} C Z con el orden inducido por Z. C,
es un reticulado distributivo, y C, es un algebra de Boole que notaremos 2.

Si B es un élgebra de Boole finita no trivial, sea B el dlgebra de Boole de todas las fun-
ciones de Cg en B. Si f € B% entonces f = (fo, f1,- .., f;_1), donde f; = f(i) € B, i€ C,.

Las operaciones de infimo, supremo y negacién en B estan definidas coordenada a coor-
denada y las funciones 0 y 1 definidas por 0(i) = 0 € By 1(:) = 1 € B, para todo i
son, respectivamente, el primer y el dltimo elemento. Los 4tomos de BC son las funciones
definidas como sigue:
N [a€ A(B) sii=1g
f(l)_{o siiip
Entonces N[A(B?)] = N[C,] x N[A(B)] = ¢q x N[A(B)].

Sea P(B,q) = {(bo,b1,...,b,-1) : b; € {0,1} C B, 0<i < g—1}. P(B, q) es un algebra de
Boole isomorfa a 2¢ y N[A(P(B, ¢))] = q.

Siz,y € B, pongamos z +y = (—z Ay) V (z A —y). Es claro quez+0=z y z+1=—zx.

51 G = {91,92,...,9,} € B y b € P(B,q) notaremos con m,(G) o mas sencillamente my al
elemento

q
N\ (gi + b;i_1).
i=1
Observemos que de acuerdo con la definicién precedente 9itbi_1=¢ o gi+b_1=—g.

Observacién 1.1 Sib € P(B,q), sean Qo(b) = {h € C, : b, =0} y Q1(0) = Cy — Qo(b),
luego si N[Qo(b)] = k, donde 0 < k < q, entonces N[Q,(b)] = q — k.

q
Observemos que si Qo(b) = @ entonces b = 1, luego my = A —g;. Si Q1(b) = 0 entonces
i=1

b=0ym, = Z\lgi. 5% Qo(b) # 0 y Q1(b) # 0, entonces my = A{g; : i € Qo(b)}A
N—g: 11 € Q1(b)}.
Sea m(G) = {my : b € P(B, q)}, como N[P(B, q)] = 2¢ entonces N[m(G)] < 29.

Lema 1.2 1) Sib,c€ P(B,q) y b# c entonces my Am, = 0.



2) V{m, : b€ P(B,q)} =1.
8) Sib,c € P(B,q), b#cym,<m, entonces my = 0. [9]

Si G es un subconjunto del 4lgebra de Boole B , notaremos con BS(G) la subalgebra booleana
de B generada por G. Es claro que BS(f) = {0,1}.

Lema 1.3 Si G es un subconjunto con q elementos de un dlgebra de Boole B, entonces:
a) BS(G) = s(m(Q)).
b) A(BS(G)) = {ms : my € m(G), my, # 0}.

Luego N[A(BS(G))] < Nm(G)] £ 27 y por lo tanto N[BS(@)] < 2%

Observacion 1.2 Si B es un dlgebra de Boole con un conjunto G = {g1,92,...,9,} de
generadores libres, entonces my # 0, para todo my € m(G), ya que B tiene 27 dtomos.

Lema 1.4 Si B es un dlgebra de Boole y G = {91,92,...,9,} C B entonces BS(G) =
BS(m(G)).

2 Algebras libres finitas

Sea K la clase de algebras tal que existe y es finita el dlgebra F = Fx(q) con un conjunto
G de generadores libres, N[G] = ¢. Sea Aut(F) el conjunto de todos los automorfismos de
F. Si X es un subconjunto de un élgebra A € K, notaremos con S (X) la subalgebra de A
generada por X.

Lema 2.1 Si A, A’ son dlgebras, h: A — A’ un homomorfismo, G C A tal que S(G) = A
entonces S(h(G)) = h(A).

Sea G = {g1,92,...,9,} un conjunto fijo de generadores libres de F.

Lema 2.2 Sia € Aut(F), entonces a(G) es un conjunto de generadores libres de F.

Dem. Como « es una funcién biyectiva, a(G) tiene ¢ elementos. Ademas teniendo en
cuenta el lema 2.1 tenemos F = o(F) = S(a(G)), luego a(G) es un conjunto de generadores
de F.

Si X es un élgebra de K y f una funcién de a(G) en X, s = foa es una funcién de G en X.
Luego existe un tnico homomorfismo H, : F — X, tal que H,(g) = s(g), para todo g € G.
Como o' € Aut(F) entonces H, 0 ™! es un homomorfismo de F en X tal que

(H; 0 a™)(alg)) = Hy(a " (a(9))) = Hy(g) = s(g) = (f 0 a)(g) = f(alg)), para todo g € G

y por lo tanto a(G) es un conjunto de generadores libres de F. a

Lema 2.3 SiY es un subconjunto de F con g elementos, tal que S(Y) = F, entonces Y es
un conjunto de generadores libres de F y eziste o € Aut(F) tal que a(Y) = G.



Dem. Por hipétesis existe una funcién biyectiva f : G — Y, luego existe un tnico
homomorfismo H; : F — F tal que H¢(g) = f(g), para todo g € G.

Como Hy(F) = S(Hf(G)) = S(f(G@)) = S(Y) = F, entonces H{ es una funcién suryectiva
y como F es finita, es biyectiva, luego H; € Aut(F) y H;(G) =Y, entonces por el lema
2.2, Y es un conjunto de generadores libres de F. Ademés a = Hi' € Aut(F) y a(Y) =
H (Y)=fYY)=0G. O

Sean
U(G) = {a(G) : a € Aut(F)}

V) ={V:VCFNV]=qy S(V)=F}.
Por los lemas 2.2, 2.3 tenemos:
UG) =V(q).
Sea V(q) = {W,V,,...,V,} y W, = {a € Aut(F): a(G)=V;}, 1 <i< .

Sea V; € V(g),1 < i < r. Existen ¢! funciones biyectivas de G ~— V; y por lo tanto g!
automorfismos o; de F tales que o;(G) = V.

Cada funcién biyectiva f : G — V; se puede extender a un automorfismo H; de F y si
f1, f2 son biyecciones diferentes de G sobre Vi, entonces Hy, H, € Aut(F) también son
diferentes. Ademés si & € W; entonces f, la restriccién de a a G, es una biyeccién de G
sobre Vi y Hf = a. Luego

N[Wi| = gq!.

Observemos que {W; : 1 <i < 7} es una particién del conjunto Aut(F. En efecto, todos los
subconjuntos W; son no vacios. Si o € W; N Wj, donde i # j, 1 <1i,5 <7, resulta V, = Vi,
con 7 # j, contradiccién. Como W; C Aut(F), 1 < i < r, entonces LTJ W; C Aut(F). Si
o € Aut(F) entonces a(G) es un subconjunto de F con ¢ elementos t::llque S(a(@)) = F,
luego a(G) = V;, para algin 4,1 < i < r, entonces Aut(F) C O Wi.

i=1
Luego tenemos :

N[Aut(F)] = > NW;] = > gl =rg
i=1 i=1
y por lo tanto

Teorema 2.1 El nimero de conjuntos de generadores libres para F = Fi(q) es

_ N[Aut(F)]
r= —

3 Algebras de Boole libres

Notaremos con F'B(q) el dlgebra de Boole con un conjunto G de generadores libres, tal que
N|G] = qy con Aut(FB(q)) el conjunto de todos los automorfismos de F'B (q).



Es bien conocido que N[Aut(FB(q))] = (29)!, luego el ntimero de subconjuntos de F B{(q)
que generan libremente a FB(q) es
(29)!

q!
En esta seccién indicaremos una construccién de un conjunto de generadores libres para

FB(q). En [2], pag. 176, se indica como obtener F'B (9) y un conjunto de generadores libres
de F'B(gq). Nuestro método es diferente.

q—1 )
Todo elemento z € Cyq se puede escribir como z = > 7+ 2', donde z; € {0, 1} ¢ Z. Si
i=0

z,y € Cy, pongamos por definicién :

g—1

rMy = Z(min{zi, yi}) - 2"

1=0

g—1

zUy =) (maz{z;,y}) -2

i=0
~g=(2W—1)~z.

Si f € 2%, entonces :

g—1
nQ(f) = Zfz : 21)
i=0
define una funcién biyectiva de 2°¢ en Cyq. Observemos que :
n,(0) =0 ; ng(1) =27 -1,

qg—1

ng(fAR) = Z(min{fi,hi}) L2 = ng(f) Mng(h).

1=0

g—1

ng(fVh) =3 (maz{fi,h}) -2 = no(f) Ung(h)

i=0
Ademss si f € 2% las coordenadas del complemento booleano f’; de f verifican f; + fi=1

g—1 ) -1 . g—-1 , q—1
luego ny(f) +ne(f") = 2 fi-21+qz 2= (fi+f)-2=2=21-1 y por lo tanto:
i=0 i=0 i=0 i=0

ng(f) =(2-1) — ne(f) = ~ ng(f),

luego (Caq,M, LI, ~, 0,29 — 1) es un lgebra de Boole isomorfa a (2%,A,V,—,0,1).
Designemos con C a la nueva relacién de orden en Ch, esto es: Si T,y € Cos, x Cysiy
solamente si z; < ¥y;, para todo i, 0 < i < g — 1. Como tenemos dos relaciones de orden
definidas sobre el conjunto Cs, < y L, para evitar una excesiva notacién convengamos
que < serd adoptado sélo en caso de ser necesario. Observemos que z C y implica que z < y,
pero que la reciproca no siempre vale.

Los atomos de (Chq, C) son los elementos de la forma 2/, 0 < i < qg— 1.
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El 4lgebra de Boole F(q) = 2%, de todas las funciones de Caq en 2, tiene 27 4tomos y por
lo tanto es el algebra de Boole con g generadores libres.
Consideremos los siguientes elementos de F(q). Para z € (Coe, ),

1 size F(2i71)

gi(x):{o Siﬂ?ﬁF(Qi_l) , 1<1<g.

donde F(2"7') = {y € Cq : 201 C y).

Teorema 3.1 El conjunto G = {g; : 1 <3 < q}, es un conjunto de generadores libres de
F(q)- ‘
Dem. Sea P(F(q),q) = {(bo,b1,...,b,-1} : b; € {0, 1},0<i<¢g—1}
Designemos con ® y I el primer y tltimo elemento del algebra de Boole P(F(q), q).
q
Sea b € P(F(q),q). Si b = ®, por la observacién 1.1, mg — A gi, luego mg(0) = 0,
i=1

me(27 — 1) = /q\ gi(27 —1)=1ysiz #0, 27 — 1 existe por lo menos un 4tomo 2i-1 donde
i=1

1 <4< g, de (Co, L) tal que 271 Lz, luego g;(z) = 0 y por lo tanto mg(z) = 0.
q q q

Si b = T, entonces mp = A —g;, luego mp(0) = A —g;(0) = — V/ 9:(0) = -0=1ysi
i=1 i=1 i=1

x # 0, existe por lo menos un 4tomo 271 donde 1 < i < ¢, de (Cae, ) tal que 2071 C z, es

decir, gi(z) =1 y por lo tanto mp(z) = 0.

Sib € P(F(g),9) —{T, @}, my = Mgin1 =i € Qo(B)} A A{—0is1 : i € Qu(b)}, luego las

siguientes condiciones son equivalentes:

(1) mo(z) = AMgis1(2) 1 i € Qo(®)} A A{=gisa(z) 1 i € Qu(B)} = 1.

2) Moin(): i€ Qud)} =1y A{—gina(z) 1i € Q1 (0)} = 1.

(3) gi+1(z) = 1 para todo i € Qo(b) ¥ —gi+1(z) = 1 para todo i € Q1(b).

(4) z € F(2*) para todo i € Qo(b) y = ¢ F(2') para todo i € Q1(b).
Como _ . . '

N FYN N Cu-F@)={ || 2}={ 27},
1€Qo(b) i€Q1(b) 1€Qo(b) i€Qo(b)
entonces my(z) = 0, para todo = # |_]( )2i. Acabamos asf de probar que m(G) C A(F(q)).
i€Qo(b

Reciprocamente, para a € A(F(q)), y z € (Cq, C)

(z) = {1 stz =t
N =0 s xF£t
Sea b= (bo,by,...,b,_1), donde b; = —g; 1 (t), para 0 < i < g — 1, entonces

o= A bi2) = A0+ (=9:(1)), luego ma(z) = A (6s(@) + (~au))) 5 por lo tanto

q g1 ) g-1 X
my(t) = A(g:i(t) + (—=gi(t))) =1ysiz #¢t comoz = > 2;,-2!, t =% t; - 2, entonces

existe h, 65hSq—l,talquea:h#th,luego(l)xh:()ythzlo(Q)xhzlyth:O. Por
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lotanto 25+, =0+ (-1)=0+0=0 0 zp+t, =1+ (=0)=1+1=—1 =0, Luego si
z #1t, my(z) = 0y en consecuencia a = m,. Acabamos asi de probar que m(G) = A(F(q))
y por el lema 1.4, BS(G) = F(q) y como N[G] = g, G es un conjunto de generadores libres
de F(q). O

4 Algebras de Lukasiewicz trivalentes libres

En esta seccién damos el nimero de conjuntos de generadores libres del 4lgebra de Lukasie-
wicz trivalente con ¢ generadores libres. También exhibimos explicitamente un conjunto de
generadores libres para esta algebra.

Para un algebra de Lukasiewicz trivalente L, con Aut(L) notamos al conjunto de todos
los automorfismos de L y con B(L) al conjunto de todos los elementos booleanos de I,.
Escribiremos £ = F'L(q) para notar al slgebra de Lukasiewicz trivalente con q generadores
libres.

Un eje de un 4lgebra de Lukasiewicz es un elemento e de L con las propiedades: (E1) Ae =0
y (E2) Vz < Az V Ve, para todo z de L, [[4], [5], [8]]. Observemos que (E2) es equivalente
a < Az V Ve, para todo z de L.

A. Monteiro, en un trabajo no publicado, demostré que L es isomorfa al dlgebra B* x T3'~2%
de donde se deduce que B(L) es isomorfa al dlgebra de Boole B3. Como £ es finita, tiene
eje e.

Proposicion 4.1 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz trivalente con eje e, entonces existe
una correspondencia biunivoca del conjunto Aut(L) sobre el conjunto F de todos los auto-

morfismos booleanos 3 de B(L) tales que 3(Ve) = Ve.

Dem. Si a € Aut(L) entonces a(e) = e, luego a(Ve) = Va(e) = Ve y es claro que
/8 = a|B(L) €F.
Reciprocamente, si # € F, definimos para cada z € L:

a(z) = (B(Az) V e) A B(Vz).

Utilizando los resultados indicados en [[7], p. 194] se prueba que & es un homomorfismo de
Len L.

Si a(z) = o(y) para z,y € L, entonces Aa(z) = Aa(y) y como Ae = 0, se obtiene
B(Az) A B(Vz) = B(Ay) A B(Vy), es decir, B(Az) = B(Ay) y por ser B inyectiva resulta
(1) Az = Ay.

Por otro lado Va(z) = Va(z), esto es, (B(Az) V Ve) A B(Vz) = (B(Ay) V Ve) A B(Vy)
y como B(Ve) = Ve entonces B((Az V Ve) A Vz) = S((Ay V Ve) A Vy) y por lo tanto
B(Vz) = f(Vy), luego (2) Vz = Vy.

De (1) y (2), usando el principio de determinacién de Moisil, resulta =y y « es inyectiva.
Dado z € L, como Az, Vz € B(L) y f es suryectiva, existen a, b € B(L) tales que
p(a) = Az y B(b) = Vz . Observemos que S(aAb) = Az = fB(a), de donde resulta aAb = a,
esto es, a < b.

Seay = (aVe)Ab, luego Ay = a A b= a, por lo tanto B(Ay) = B(a) = Az. Por otra parte
Vy = (aV Ve) A b, lo que implica que B(Vy) = (Az V Ve) AVz = Vz.

Luego a(y) = (B(Ay) Ve) A B(Vy) = (Az Ve) A Vz = z, por lo tanto a es suryectiva.
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Acabamos asi de probar que a € Aut(L).

Ademis si b € B(L), a(b) = (B(Ab) V e) A B(Vb) = (B(b) Ve) A B(b) = B(b), es decir,
Yy = 0.

Sean oy, az € Aut(L), oy # a, entonces existe To € L tal que oy (o) # az(x), es claro que
To 7 €, Ve, 0, 1, luego Aay(z0) # Aas(zo) o Vo (z0) # Vas(zo), es decir, ay(Azg) #
az(Axg) o (V) # 2(Vzg) y como Axzg, Vz, € B(L) resulta que o1 |B(1) 7 C2(B(L)-
En particular, si L es finita, N[Aut(L)] = N[F]. O

Corolario 4.1 El nimero de conjuntos de generadores libres de L es

(3¢ — 29)1 24
q!

Dem. L. Monteiro, en [8], probs que N[{a € A(B(L)) : a < Ve}] = 37 — 27, luego
N[F] = (37 —29)! 291. Entonces de la proposicién anterior , N[Aut(L] = (37 — 29)1 241,
Aplicando el Teorema 2.1 se concluye el resultado indicado. O
Ahora mostraremos explicitamente un conjunto de generadores libres para L.

Sea 3 = {0, 1,2} el 4lgebra de Lukasiewicz centrada con tres elementos: 0 < 1 < 2,
~0=2,~1=1,V1=V2=2yV0=0 Si ¢ € N, todo elemento € Cs se puede

q—1 .
escribir como x = Y z; - 3¢, donde 0 < x; <2
i=0

g-1 ) g-1 .
S1 %, y € Cyq, entonces z = 3 z; - 34, y= 5 ¥; - 3'. Definimos
i=0 i=0

qg—1

zMy =) (min{z;,y}) - 3
i=0
g-1 .
zUy = (maz{z;,y}) - 3
i=0
Rrr=03"-1) -z
g-1 )
Vz = Z Vz; -3¢
i=0

El conjunto 3 de todas las funciones de Cq en 3, es un 4lgebra de Lukasiewicz trivalente

cuando se definen las operaciones punto a punto.
Si f € 3% entonces f = (fo, f1,.- -, fa-1), donde f; = f(@), 0 < i < g—1. Definimos
ng : 3% — Caq, como sigue:

q-1 )
ng(f) = Zfz -3
i=0

Es facil ver que n, es un isomorfismo. Luego (Csq,M, L, =, V, 0,37 — 1) es un algebra de
Lukasiewicz trivalente isomorfa a 3%. La relacién de orden en C3q esta dada por: z C y si
y solo si x; < y;, para todo ¢, 0 < < qg— 1.

q-1 , g-1 oog-l )
Ademés, z € B(Ca) si y solo si Vi = 1, esto es, V(Xz-3)=YX V-3 =3 1,3 1o
=0 i=0 =0

1= =
que equivale a decir que Vz; = z;, para todo ¢, 0 < 5 < q—1, es decir, z;, =0 6 z; = 2,

8



para todot¢, 0 <i<q—1.

Si R(q) = C3« — B(Cs:), entonces 3%@ es un algebra de Lukasiewicz trivalente centrada.
Consideremos los elementos t; € 3R(q), 1 <4 < ¢, definidos por:

0 sizeI(~ V3
ti(z)=J1 size 31 ~3"1 | zeR(g).
2 size F(V3-Y)

Lema 4.1 T = {t;,t,,...,t,} es un conjunto de generadores libres para 3%,

q-1 .
Dem. Dado b€ R(q), se tiene que b= Y b; - 3¢, donde b; € {0,1,2} y existe al menos un
i=0

J, 0<J < gq—1, tal que b; = 1, pues caso contrario b € B(C3q).

Sea Ij(b) = {1 : 0 <i<g—1, b = j}, 0 < j < 2. Observemos I,(b) # 0, para todo

be R(Q) Sea Mb = /\ At]‘_'_l A /\ (th—f—l/\ ~ th+1) A /\ A~ tk+1. Luego Mb € 3R(Q),
JeIo(b) hel,(b) keI (b)

cualquiera sea b € R(q).

Si b € R(q), My(z) € {0,1}, para todo = € R(q), pues si My(z) = 2 para algiin = € R(q),

entonces en particular A (tp1a/A ~ thy1) = 2, luego thi1(z)A ~ thyq (x) = 2, para todo

hel1 (b)

h € I(b), T € R(qg), es decir, tp11(z) = ~ tyy1(z) = 2, absurdo.

Si z € R(q), como A Atji(z), A A ~ tp(z) € {0,2} entonces las siguientes
JETo(b) kel (b)

condiciones son equivalentes:

i) My(z) =1.
i) A Atpa(r) =2, A A~tq(z)=2 Y A ()N ~tpa () = 1.
jeIo(b) kel (b) hel,(b)

iii) ¢;41(z) = 2 para todo j € Iy(b), trr1(z) = 0 para todo k € L(b) y thei(z) = 1 para
todo h € I,(b).

iv) 2.3 = V3 L z para todo j € Ih(h), 1 T ~ V3* = n 2. 3 para todo k € I1(b) y
1-3"C z C ~ 3" para todo h € I, (b).

v) x; = 2 para todo j € Iy(b), z = 0 para todo k € Iy(b) y xn =1 para todo h € I;(b) .
vi) z =m0 b.

Luego
1 siz==b
M”(I)‘{o sizA£=b

y por lo tanto
2 six==b

VMb(m):{O siz#=~=b’

El conjunto P de todos los elementos primos de 38@ est4 formado por los elementos

(1 siz=ux (2 siz=ux9
p(x)_{o Si.’I)#.’L’O y ’I"(CL‘)—{O Sil’#l‘o E xOGR(Q)a
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entonces P = {M,, VM }reri) © SL({t1,ta,...,t,}).
Por lo tanto SL({t1,1s,...,t,}) = 3%@ estoes, {t1,ts, ... ,tq} €s un conjunto de generadores
de 3%, O

Sean G* = {g; : 1 < 4 < ¢} un conjunto de generadores del algebra de Boole con ¢
generadores libres B?, y £ = B?" x 38,

Teorema 4.1 G = {(¢g;,t;) 1 s € G*,t, € T, 1 < i < q} es un conjunto de generadores
libres para L.

Dem. Mostremos que SL(G) contiene los elementos primos de L, de donde resultars, en
forma inmediata, que SL(G) = £. En efecto, los elementos primos de £ son de la forma

(0, My), (0,VM,), b € R(q) 6 de la forma (m,,0), donde m, = A g N N —gj {I, J} es
el jedJ

una biparticién del conjunto {1,2,...,q}.
Como A (gi,t:) A A Algi,~ ti) A AN A~ (g5,) = Agints ANA ~ 1) A A(=g;, A ~ ;) =
i€l el jedJ i€l JjeJ

(/\ gla/\ (tz NA ~ tt)) A (/\ —9j, /\ A~ tj) = (/\ gi N\ /\ —ngO) = (m070)7 entonces
i€l i€l JjeJ jeJ iel JjeJ

(me,0) € SL(G).

Por otro lado

A Agrnti) A A (Grentae) A A~ (G, th) A A A~ (gey1,ter1) =

j€Io(b) heli(b) heI1(b) kelx(b)

(AN giwr, A D) AL A (Grir A=grir), A (A ~ thpy))

jeo(b) jelo(b) hel (b) hely (b)

ACA =girs A A~tin) =0, A AtinA A (A ~ta) A A A~ tyy) =
kelz(b) kel (b) JjeIo(b) heI(b) kelIy(b)

(0, M), entonces (0, M,) € SL(G) y por lo tanto (0, VM,) = V(0, M) € SL(G). Luego

SL(G) = L. a

En forma andloga a la indicada precedentemente es fcil ver que si ¢ € N entonces 33 es
el algebra de Post trivalente con ¢ generadores libres y que

0 sizel(~31)
gi(z) =<1 siz e [3i—1,% 3i_1] , € Cs
2 siz e F(371)

son generadores libres de 3¢,

5 (0,1)-Reticulados Distributivos libres.

En esta seccién con F' = F'D(q) notaremos al (0,1)-reticulado distributivo con g generadores
libres y con P = P(F') al conjunto de todos los elementos primos (join— irreducibles) de F.

Lema 5.1 Eziste una correspondencia biunivoca entre del conjunto L-Aut(F') de todos los
(0,1)-automorfismos de F sobre el conjunto O-Aut(P) de todos los automorfismos de orden
de P.
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Dem. Sea f € O-Aut(P) y pongamos por definicién, donde x € F ,

siz=0

0
Es(z) = {\/{f(p) pEP} sSz#0

Se demuestra sin dificultad que E; es un isomorfismo de orden de F' y por lo tanto
Ey € L-Aut(F), ademas E¢(p) = f(p), cualquiera que sea p € P.

Si f1,f2 € O-Aut(P), f1 # fo, entonces existe p' € P tal que fi(p') # f2(p)) y como
Ef, (p) = fi(p), Ep(p) = fo(p), para todo p € P, entonces Ey, # E;,.

Sea a € L-Aut(F) y f = oyp. Es fécil ver que f € O-Aut(P). Veamos que E; = . En
efecto, E¢(0) =0 = a(0) y si z # 0 entonces a(z) = a(V{p: p € P.})=V{a(p):pe P} =
V{f(p) : p € Pi} = Ey(x).

Es bien conocido que P es isomorfo al slgebra de Boole con q — 1 dtomos B%-1 y que
O-Aut(BC-1) = B-Aut(B%-1), luego N[L-Aut(F)] = N[O-Aut(P)] = N[B-Aut(B%-1)] =
q'. ]

En consecuencia

Proposicién 5.1 El nimero de conjuntos de generadores libres de F' es

N[L-Aut(F)] ¢ )

¢ T4
Esto es el conjunto de generadores libres de F' D(q) es tnico. En [1], pag. 89 se indica otra
forma de probar el resultado precedente.

6 Algebras de De Morgan libres.

Representaremos con M = FM(q) el algebra de De Morgan con q generadores libres, con
M-Aut(M) el conjunto de todos los automorfismos de De Morgan de M. Si G es un conjunto
de g generadores libres de M, notaremos M = FM(G), es bien conocido que FM(G) ~
FD(GU ~ @G).

Lema 6.1 El mimero de conjuntos de generadores libres de FM(q) es 29.

Dem. A cada X C G le asociamos un conjunto de generadores libres con q elementos como
sigue: 81 X C G consideremos Y = X U ~ (G — X). Entonces FM(Y) =~ FD(Y U~ Y).
Como ~ (AUB) =~ AU~ B. EntoncesY U~ Y = X U ~ (G-X)U~ (XU~
(G-X))= XU~ (G-X)U~ XU(GE-X)= XU([G-X)U~ XU~ (G-X)=
GU~ (XU(G-X))=GU~ G.

Luego FM(Y) = FM(X U~ (G- X))=FD(GU ~ G) = FM(G).

Si X:,Xo CGy X; # Xy entonces Y; = X; U ~ (G—X1)# XU~ (G- Xy) =Ya.
Supongamos que X es un conjunto de generadores libres de M , con g elementos, luego
FD(G'UNG):M:FM(X):FD(XUNX)yporlotantoGUNG:XUNX,y
en consecuencia (X NG) U(X N ~G)=XN(GU~G)=X N(X U~ X)=X. Como
X es un conjunto de generadores libres entonces ~ X NX = (. En efectosi ~ X NX £ 0,
entonces existe y €~ X NX, luegoy = 1, y = ~ x5, donde 21,25 € X. Sea A un algebra de
De Morgan arbitraria con mas de un elemento, y sea f : X — A, tal que f(z1) = f(z2) = 0.
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[f se puede extender a un M-homomorfismo Hy de M en A, luego de &; = ~ z, resulta que
1=~ 0=~ f(z5) = ~ Hy(xs) = Hy(~ 2) = Hy(1) = f(2,) = 0, absurdo.

Como se verifica ~ (AN B) = ~ AN ~ B, entonces ~ (XN ~G)U (X NG) =
(~XNGUXNG) =(~XNX)NG=(~GNENG=G,y~(XN~AN(XNG) =
(~XNEN(XNG) =~XNXNGE =0NG =0, tenemos que ~ (XN~ G)=G—(XNG),
entonces XN ~ G =~ (G — (X NG)). O

Corolario 6.1
N[M-Aut(FM(q))] =27 . q!

Dem. Es una consecuencia inmediata del lema anterior y el Teorema 2.1. O
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