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Algebras de Boole

1 CONJUNTOS ORDENADOS

1.1 Definicion de conjunto ordenado

Sea IN el conjunto de los niimeros naturales y INg = INU {0}. Existen dos relaciones
binarias definidas sobre INy que tienen gran importancia, a saber:

(1) La relacién menor J igual que se representa por “<” y que se define del siguiente
modo:

x < ysiexisten € INg tal quex +n =y.
(2) La relacién divide que se representa por “/” y que se define del siguiente modo:

z/y si existe n € INg tal que z.n = y.

La relacién < tiene las siguientes propiedades

O1) (Propiedad Reflexiva): x < x cualquiera que sea z € INp.

02) (Propiedad Antisimétrica): Siz,y € INg son tales que < y e y < z entonces T = y.
03) (Propiedad Transitiva): Si z,y,z € INy son tales que z < y e y < z entonces z < z.
La relacion divide también tiene las propiedades Reflexiva, Antisimétrica y Transitiva.
Ejercicio 1.1.1 Demostrar la propiedades indicadas anteriormente.

Existen muchas otras relaciones binarias que poseen las tres propiedades citadas anterior-
mente. Ello lleva en forma natural a introducir la siguiente definicién:

Definicion 1.1.1 Dado un conjunto, no vacio, A y una relacién binaria definida sobre
A, que representaremos por “<” que verifica las propiedades O1), 02) y O3) indicadas
anteriormente, diremos que “<” es una relacion de orden sobre A y que el sistema
(A, <) es un conjunto ordenado.

Para simplificar el lenguaje diremos muchas veces, mas sencillamente que A es un con-
junto ordenado. Si se verifica la relacién “z < y” diremos que “x precede a y”, o que
“ z es menor o igual que y”.

Observemos que varios autores denominan orden parcial a toda relacién binaria que ver-
ifica O1), O2) y O3). En la literatura inglesa es habitual denominar a estos conjuntos
poset (partial ordered set).

De acuerdo con la definicién precedente las relaciones “<” y “/” son relaciones de orden
definidas sobre INp, por lo tanto (INg, <) y (INp, /) son conjuntos ordenados.

Observacion 1.1.1 Dadas dos relaciones binarias Ry y Ry sobre un conjunto A, se dice
que ellas son iguales, y se nota Ry = Ry, si (z,y) € By <= (z,y) € Ry. Luego las
relaciones Ry y Ro son diferentes, en notacién Ry # Ry si existen elementos a,b € A
tales que:

(a,b) € Ry y (a,b) ¢ Ry 6 (a,b) € Ry y (a,b) ¢ R;.

Luego las relaciones “<” y “/” son diferentes dado que 2 <3, y 2 no divide a 3.
Esto nos muestra que sobre el conjunto INg se puede definir mas de una relacién de orden.
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Ejemplo 1.1.1 Dado un conjunto, no vacio, A, sea P(A) la familia de todos los subcon-
juntos de A, entonces es claro que (P(A),C) es un conjunto ordenado. Este es uno de
los ejemplos mas importantes, pues veremos mas adelante que el estudio de una relacion
de orden se puede reducir al estudio de una relacion de inclusion entre subconjuntos de
un cierto conjunto.

Ejercicio 1.1.2 1) Sea A el conjunto de todas las personas. Si a,b € A, pongamos

por definicion a Rb <> estaturade a < estatura de b. ;Es R una relacion de
orden?

2) Sea I un conjunto no vacio y R el conjunto de los nimeros reales. Consideremos
el conjunto F de todas las funciones definidas sobre I y que toman valores en R.
Dadas f,g € F pongamos por definicion:

f<g e fz)<gla) Yael.
Probar que (F,<) es un conjunto ordenado.
8) Siip es un elemento fijo de I y ponemos por definicion:
f<g < f(io) < gliv),
s Serd (F,<) un conjunto ordenado ¢

4) En INy definamos:

xRy < existeaelNotalque:I:2+a=y2.

s Es (INo, R) un conjunto ordenado? En caso afirmativo jserd la relacion binaria
“<” definida anteriormente igual a la relacién R?

Observacién 1.1.2 Los aziomas 01), 02) y O3) son independientes, [30]. Esto significa
que ninguno de ellos se puede deducir a partir de los restantes. Sea A = {a,b,c} y
definamos sobre A las siguientes relaciones binarias:

[ fafblclafblclalblc]

a RIR|S|S T| T
b RyS|S T\ T
c S T

1) O1) es independiente de 02) y O3.
La relacién R wverifica 02) y O3) y no verifica O1), ya que a R a.

2) 02) es independiente de O1) y 03).
La relacién S verifica O1) y 03) y no verifica 02), ya quea Sb, bSa y a#b.

8) 03) es independiente de O1) y 02).
La relacién T verifica O1) y 02) y no verifica O3), ya queaT b, bTc y a¥ c.

Notaremos a1 < az < ... < @p_1 < an, para indicar que a1 < a2, a2 < as,...,an-1 < Un.
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Ejercicio 1.1.3 Probar que st a; < a2 < ... < ap—1 < an < a3, enfonces:
a1 =ag = ... = Qp_1 = Gyp.

Definicién 1.1.2 Si (4, <) es un conjunto ordenado, escribiremos a < b (a menor que
b) para indicar que a < b y a #b. Caso contrario notaremos a < b.

Anélogamente notaremos a; < ag < ... < @y_j < Gy, para indicar que:
ay < ag, Ay < ag,...,0p-1 < Qn.

Lema 1.1.1 La relacién < tiene las siguientes propiedades:
0’1) Propiedad Irrefleziva: x £ z, ¥V x € A.
0’2) Propiedad Transitiva: Si a,b,c € A verifican a<b y b<c entonces a<c.
y ademds se cumple la condicion:
D)a<b <= a<boa=h
Dem.
0’1) Supongamos que existe ¢ € A tal que z < z, luego z < z y x # =z, absurdo.

02) Sia<byb<centonces (1) a<b, (2)a#b 3)b<c,y(4)b#c De(l)y (3)
resulta por la propiedad O3) que a < c. Para probar que a < c, nos falta demostrar
que a # c. Supongamos que a = c¢, entonces por (3) tendremos que (5) b < a y de
(1) v (5) resulta por O2) que a = b, lo que contradice (2).

Observemos que de a # by b # ¢ no se puede concluir que a # c. En efecto
2#3, 3+ 2y no se verifica que 2 5 2.

D)==>) Si @ = b no hay nada que demostrar. Si @ # b como por hipétesis a < b
entonces a < b.

<) Dados a,b € A si a="b como a < a =b entonces a < b.
Si a < b entonces a < by a # b, luego en particular a < b.

[
El resultado precedente muestra que la relacién “<” se puede definir a partir de la relacién
“<” usando la propiedad D.

Teorema 1.1.1 Sea (A, <) un sistema formado por un conjunto, no vacio, A y una re-
lacidn binaria “<” definida sobre A que verifica las propiedades O’1) y O’2). Entonces,
s1 definimos sobre A la siguiente relacidn binaria:

D) a<b < a<b b a=b,
el sistema (A, <) es un conjunto ordenado y ademds:

a<b < a<by a#b.
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Dem.

O1) a<a, Ya€ A
De acuerdo con la definicién D) esto equivale a probar que a < a 6 a = a, luego
a < a.

02) Supongamos que a < by b < a, esto es, (Ha<b 6 2Ja=by@B)b<a 6 (4)
a=>o.
Si se verificaran (1) y (3) entonces por 0’2) tendriamos que a < a lo que contradice
0’1). Si se verificaran (1) y (4) también tendriamos que a < a. Si se verificaran (3)
y (2) también llegamos a que a < a. Por lo tanto a = b.

03) Supongamos que a < by b < ¢, esto es, (Na<b 6 (2)a=by B)b<c 6
(4) b=c.
De (1) y (3) resulta por O’2) que a < ¢, luego a < c. De (1) y (4) resulta que a < ¢
luego a < ¢. De (2) y (3) resulta a < ¢ luego a < ¢. De (2) y (4) resulta que a =,
luego a < c.

=) Supongamos que ¢ < b luego por D) resulta que @ < b. Sia = b entonces a < a,
absurdo luego a # b.

«) Supongamos que (1) a<b y (2) a # b, luego por D) a < b6 (3) a = b, como (2)
contradice a (3) tenemos que a < b. |

El resultado precedente muestra que la nocién de conjunto ordenado se puede definir de
dos modos diferentes.

Observemos que si (A, <) es un conjunto ordenado y X es una parte no vacia de A
entonces (X, <) es un conjunto ordenado.

Definicién 1.1.3 §i (A, <) es un conjunto ordenado, a,b € A se dicen comparables y
senotaal bsia<bdb<a, caso contrario se dicen incomparables y se nota a | b.

En el conjunto ordenado (INg, <) los elementos 2y 7 son comparables dado que 2 < 7,
pero en el conjunto ordenado (INp, /) son incomparables dado que 2 no divide a 7y 7 no
divide a 2.

Definicién 1.1.4 Un conjunto ordenado A se dice una cadena, conjunto linealmente
ordenado, J totalmente ordenado si todo par de elementos de A es comparable.

(INg, <) v (R, <) son cadenas. Si (A,<) es un conjunto ordenado, X C A, X #0y
(X, <) es una cadena se dice que X es cadena de A. Por ejemplo, sabemos que (INp, /)
no es una cadena, pero el subconjunto {2,4,8} es una cadena de INy ya que 2/4, 2/8 y
4/8.

Si (A, <) es un conjunto ordenado y a € A entonces {a} es una cadena de Aysia,b€ A
son tales que a < b también {a,b} es una cadena de A.

Definicién 1.1.5 Una parte L de un conjunto ordenado A se dice una parte libre de
A, si dados dos elementos diferentes de L ellos son incomparables. También se suele decir
que L es una anticadena de A. Si L = A se dice que A es una anticadena.

Ejemplo 1.1.2 El conjunto {2,3,5} es una anticadena del conjunto ordenado (INy, /).
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1.2 Elementos especiales. Diagrama de Hasse

Un conjunto ordenado (A, <) puede o no contener elementos con algunas de las propie-
dades que se indican a continuacién.

Definicién 1.2.1 Un elemento m de un conjunto ordenado (A, <) se dice un elemento
maximo o maximal de A si:

M) Sixz € A es tal gue m < x entonces x = m.
Un elemento m € A se dice un elemento minimo o minimal de A si:

m) Six € A es tal que x < m entonces z =m.
Ejemplo 1.2.1

1) Consideremos el conjunto ordenado (INp, <), entonces 0 es elemento minimo de INp.
Este conjunto no tiene elementos méximos.

2) Es claro que ({z € Z: z < 0}, <) es un conjunto ordenado, 0 es elemento maximo.
Este conjunto no tiene elementos minimos.

3) Sea A = {1,2,4,8,12}, como A C INy entonces (4,/) es un conjunto ordenado.
;A tiene elementos maximos? Si en efecto, 12 y 8 son elementos méaximos. Luego
si un conjunto ordenado tiene un elemento méximo, en general, é] no es tnico. El 1
es el tnico elemento minimo de A.

4) En (Z, <) no existen elementos méximos ni minimos.

Lema 1.2.1 Todo conjunto ordenado finito (A, <) tiene, por lo menos, un elemento mi-
nimo (mdzimo).

Dem. Por induccién sobre el ntimero n de elementos de A. Sin =1, el lema es eviden-
temente verificado.

Supongamos el lema verdadero para todo conjunto ordenado con k elementos, y sea
(A = {z1,%2,..., Tk, Ty}, <), un conjunto ordenado, entonces por la hipdtesis de in-
duccién, el conjunto X = {z;,zs,...,Zx}, tiene por lo menos un elemento minimo z; ,
1<t<k Ademéis, A= XU {xy 1}

Probemos que si (1) 241 < ; entonces Tx4; es un elemento minimo de A. En efecto sea
(2) a € A tal que (3) a < z41. De (2) resulta que (4) a € X 6 (5) a = zx+1. De (1) y
(3) se deduce (6) a < z;. Siocurre (4), como a,z; € X y T; es un elemento minimo de
X tenemos (7) a = ;. Luego de (3) y (7) resulta (8) z; < zp11 y de (1) y (8) concluimos
que T; = Ty,1. Pero z; € X y z31 ¢ X. Por lo tanto, debe ocurrir (5), lo que prueba
que Txy1 es minimal de A.

Si (9) Tg4+1 £ T, veamos que z; es minimal de A. En efecto, sia € A verifica (10) a < z;
entonces por (9) a # Tx41 y en consecuencia a € X, por lo tanto, como x4 es minimal de
X, de (10) resulta a = ;. [

Los conjuntos ordenados finitos pueden representarse por un diagrama denominado
diagrama de Hasse.
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Definicién 1.2.2 Sea (A, <) un conjunto ordenado, se dice que el elemento b € A cubre
al elemento a € A si

1) a <b,
2) No eziste ningin elemento x € A tal que a <z <b.

Ejemplo 1.2.2

1) En (INo, <), 4 cubre a 3.

2) En (INp, /), 4 cubre a 2, pués 2/4 y no existe ningin x € Ny, ¢ # 2, = # 4 tal que
2/zy x/4.

Dado un conjunto ordenado finito (A4, <), su diagrama de Hasse se construye de acuerdo
con las siguientes reglas.

H1) Sia€ A, a serd representado por un pequefio circulo, denominado el afijo de a.
H2) Sib € A cubre al elemento a € A, el afijo de b se “coloca por arriba” del afijo de a.

H3) Si b € A cubre al elemento a € A, los afijos de a y b se unen por un segmento de
extremos a y b.

Ejemplo 1.2.3
1) Sea A = {1,2,4,8,12} C INp, luego (A, <) es un conjunto ordenado, que tiene por
diagrama:

A 12

8

2) El conjunto ordenado (A, /) tiene por diagrama:

A 8\/4012

2
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3) B=1{1,2,3,4,6,9,12,18,36} es €l conjunto de los divisores naturales de 36. Luego
(B, /) es un conjunto ordenado que tiene por diagrama de Hasse:

B /O 36
/ 12 18
4 6

Q

Nt N\
%

O

Observemos que med {2,3} =1, mem {2,3} = 6, etc.

4) C ={1,2,3,5,6,10,15,30} es el conjunto de los divisores naturales de 30. Luego
(C, /) es un conjunto ordenado que tiene por diagrama de Hasse:

c 30

Ejercicio 1.2.1

Sea D = {1,2,,4,6,8,10,18,28,42,50,52,70}. Luego (D,/) es un conjunto ordenado.
;, Cudl es su diagrama de Hasse?

El uso de diagramas de Hasse tiene su importancia, fundamentalmente en investigaciones
tedricas.

Teorema 1.2.1 Todo conjunto ordenado finito tiene un diagrama de Hasse.
( G. Birkhoft, [7])

Dem. Por induccién sobre el nimero n de elementos del conjunto. Sin =1 el teorema
es evidentemente verdadero (su diagrama se reduce a un pequernio circulo). Supongamos
que el teorema es vélido para todos los conjuntos ordenados con & —1 elementos. Sea A un
conjunto ordenado con k elementos. Como A es finito, entonces por el Lema 1.2.1 A tiene
por lo menos un elemento méximo m. Entonces el conjunto ordenado A’ = A— {m} tiene
k — 1 elementos y por la hipétesis de induccién tiene un diagrama de Hasse. Poniendo el
afijo de m “por arriba” del diagrama de A’y uniendo el afijo de m con todos los afijos de
elementos de A’ a los cuales cubre m, eventualmente ninguno, obtenemos el diagrama de

A. |
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Para dar ejemplos de conjuntos ordenados finitos basta dibujar diagramas de Hasse y el
conjunto ordenado queda determinado en virtud del siguiente:

Lema 1.2.2 Conocido el diagrama de Hasse de un conjunto ordenado A (finito) entonces
el orden “<” de A queda univocamente determinado por el diagrama correspondiente.
(G. Birkhoff, [7]).

Dem. Sia,b€ A, a# bentoncesa <b < graficamente es posible pasar del afijo
de a al afijo de b por medio de segmentos ascendentes del diagrama, esto es a < b <
existe una sucesion g, T1, . . - , Tn, de elementos de A tales que zo = a, Tn = by el afijo de
; estd por arriba del afijo de z;_, para ¢ =1,2,...,7n. |

Ejemplo 1.2.4 Dado el siguiente diagrama:

La relacidn binaria estd indicada en la siguiente tabla:

[<[aefb]cld]e]

a elole
b eleo e
C o | o
d
e

Observemos que la siguiente figura no es un diagrama de Hasse:
d e

Definicién 1.2.3 Sea (A4, <) un conjunto ordenado. Se dice que un elemento 0 € A es
primer elemento de A si:

0 <z, paratodoz € A.
Se dice que un elemento 1 € A es 1ltimo elemento de A si:

z <1, paratodoz € A.





























































































































































































































































































































































































































































































































































































