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El estudio del comportamiento puntual de funciones de Sobolev requiere el andlisis
de ciertos conjuntos excepcionales y la teorfa elemental de capacidad de Bessel es la
mds adecuada para medir estos conjuntos.

Estas notas mejoran resultados exhibidos en mi trabajo de tesis ([Ca] parte 1V, 8.1)

en el que se opté por la medida de Lebesgue para mantener la coherencia con el
contexto general.

Marta A. Casamitjana




Diferenciabilidad Puntual de las

Funciones de Sobolev

Es evidente que las funciones de Sobolev no poseen propiedades de diferenciabilidad en el sentido
clasico usual. Sin embargo si una funcién u pertenece al espacio de Sobolev WP (R™) entonces
ella tiene derivadas de orden k cuando se computan en la métrica inducida por la norma £P.

En efecto, se demostrard que para todo x en el complemento de un conjunto excepcional,
medido en términos de capacidad, las funciones de Sobolev pueden ser aproximadas en norma
LF, por polinomios de Taylor de grado k. Esto significa, segin la definicién introducida por A.
P. Calderén y A. Zygmund , que las funciones de Sobolev son £? diferenciables en casi todo

punto.
1. Preliminares

Con  se indica un dominio de R", entendiéndose por dominio un conjunto abierto y conexo de
R™. Puntos de R™ se notan con x = (1, ...z, ). Las constantes se indican con letras maytsculas,
la misma letra podra representar constantes distintas.

Si x e y pertenecen a R", x -y es el producto escalar de x por y. La norma de x se indica Ix|.
E,°E, (E)® indican respectivamente la clausura, el complemento y el interior de un subconjunto
E de R™. La distancia de x a E y el didmetro de E se notan d (x, E) y diam (E) , respectivamente.
B,(x) y B,(x) denotan la bola de centro en z y radio r, abierta y cerrada, respectivamente.

Cuando el centro es el origen de coordenadas se nota B,.. El volumen de la bola unitaria en R™



se indica con a(n).

Se escribe ECCQ cuando E estd compactamente contenido en . Esto es, E es un conjunto
compacto contenido en £2.

La frontera de E se denota por JE.

Se lama multindice a una n-upla de nimeros enteros no negativos. Si o = (ay, ..., ) es un
multindice, la longitud de a, y el factorial de a, que se notan |a| y a! respectivamente, se definen

cOoImo
n
|C¥| = _S_ :ai’
=1
ol = aql..opnl.

Para x € R™ es

184 Qn

x* =2 ahn.

Para los multindices o = (g, ..., an), B = (B1,...,0n) se define « < Bsiay < B, i =1, ..., n.

El operador derivada parcial se nota con D; = -a% , 1 <4 < n. Con D* se notan las derivadas

ol
p® = po..pen = 2

- o «
Ox\*..0xzp"

Con esta notacién el gradiente de una cierta funcién u en x, que se nota Du(x), es

Du(x) = (D1u(x), ..., Dpu(x)).

Espacio de funciones .

c° (€2) es el espacio de las funciones continuas sobre €2. M4s generalmente, si k es un entero no

negativo, (k puede ser o),
CH () = {u:Q-R: D eC’(Q),0< |o <k}

CE () =CF () N {u: spt u es compacto, spt u C €2}
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ck (ﬁ) =Cck(Q)n {u: D*u puede extenderse con continuidad a §, 0 < lo| <k}

Definicién 1.1 Sea 2 CR™, 2 abierto, u € L], (§2). Una funcién v € L. _(£2) que para cada

loc

multindice o satisface

| 0wt = (1) [ uGDptrix (L.1)
2 Q

para toda ¢ € C°(£2) se llama la derivada débil de orden o de u.

La derivada débil suele llamarse también derivada generalizada. La funeidén v esta univocamente
determinada a menos de un conjunto de medida cero. Se escribe v = D%u. Se prueba que st
existe la derivada de u (en el sentido cldsico) ésta coincide con la derivada débil de u. En
adelante D%u indicard la derivada débil de u. Si |o| = 1, D% indica una de las derivadas

parciales de u.

Definicién 1.2 La funcién

0, x| =1

donde la constante k se elige de forma tal que [, p(x)dx =1, pertenece a C$°(2) v el soparte
es la bola cerrada B,

Sea £ > 0. Para x € R" se define el regularizador . como sigue,

pelx) = 7"p(%)

Nétese que . es no negativa, pertenece a C§°(Q) y spty. = B,.
Definicién 1.3 La convolucién
we) =pe s ) = | el y)utylay (1.2)

definida para todas las funciones v para las cuales el miembro derecho de (1.2) tiene sentido se

llama la regularizada de w.



Se necesitard el siguiente resultado estandar, conocido en el contexto de la aproximacién de la

identidad y cuya demostracién puede consultarse en [WZ], (p.148), [Zi], (p.22).

Teorema 1.4

(i) Siue L} (R") entonces para cada £>0, ue € CP(R) y
D¥(pe * u) = (D%pe) * u

para cada multindice c.

(i4) Sea x un punto de Lebesque de u. Entonces uc(x) —u(x).

En particular, si u € L} (), ue — u en casi todo punto de Q. i u € Co(R™), ue — u
uniformemente sobre compactos de R™,

(ii3) Siu € LP(R™), 1 < p < oo, entonces u. € LP(R), lluell, < lfull, v
i{?}g) ”uE - u”p =0.
(Il-llp indica la norma en el espacio £LP).

Espacios de Sobolev

Definicién 1.5 Sea p > 1 y k un ntimero entero no negativo. Se define el espacio de Sobolev
WHP(€) como la familia de funciones u € LP (€2) tales que existen las derivada D%u y ademés

D%y € LP (£2) para 0 < |a| < k. Es decir,
WEP = {u: D®u € LP (2), 0 < |a| < k}

En W*P(Q) se define la norma

1/p
llelly, 2 = / > [Duf? dx , 1<p<oo. (1.3)
7 Jal<k
Eis decir,
lullf o0 = Z | D%ullf g, (1.4)
la|<k
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donde |||}, indica la norma en el espacio L (£2).

Para p = oo,

[l 0o = sup [D%ullo,q
o<k
Con tal norma el espacio W*?(Q) es un espacio de Banach . [Ad] (p.45).
A continuacién se demuestra un teorema de densidad en W2,

Teorema 1.6 Sea 1 < p < 0o, u € WFP(Q), u, = @, % u. Entonces
g% ”uﬁ - u“k,p;ﬂ‘ =0

siempre que ¥ CC Q.
St @ =R", entonces

fin ljue =l =0

Demostracién. La demostracién resulta del Teorema 1.4 (i44) si se prueba que para x € §¥ y
la| < k vale

D®uc(x) = (D%0)e(x) (1.5)

y se tiene en cuenta que D%u € LP(£2) para 0 < |o| < k.
Se probar4 entonces (1.5). Como € es un compacto contenido en Q, existe £9>0 tal que la

distancia d(€2', 8§2) >cp > 0. Sea 0 < ¢ < g, como
X
pe(x—y) = "p(=—) € C (D),

we(x—y) =0 si |x—y|>¢

U € L50(K),

diferenciando bajo el signo integral y utilizando la definicién de derivada, resulta

D%ug(x) = D*(ps*u)(x) =



= e /n De(p(E2X)) u(y)dy =

€

= (WP [ DEe( ) uly)ay =

= " /ﬂ w(ﬁg—z) D%u(y)dy =

= /n @e(x —y) D¥u(y)dy =
= (D%u)e(x),

paracadax € 2.
2. Capacidad y potencial

El estudio del comportamiento puntual de funciones de Sobolev requiere un anilisis de ciertos
conjuntos excepcionales y estos pueden ser descriptos convenientemente en términos de la teoria
elemental de capacidad de Bessel. Se enuncian seguidamente las propiedades bésicas de esta
teoria que serdn usadas posteriormente. Un tratamiento mas completo de este tema puede
verse, entre otros, en los trabajos que se citan: [GR] (Cap. III), [AM] (p.167-197), [St](
p.117; 130), [Zi] (cap.2).

Sea K(x,y) un nicleo no negativo definido y semicontinuo sobre R?" = R™ x R® , (no se excluye

el valor K(x,y) =o0). Para cada x €R", supéngase que

/ K(x,y)dy <co.

Sea f una funcién real no negativa y medible sobre R™. Se define

Ficf() = [ KGoy)fiv)ay

Nétese que Fk f(x) estd bien definida para todo x €R", pudiendo tomar el valor +oo.

Sea E CR" y
Ap = LE(EN{f: Fi f(x) 21, x € B} (1.6)

donde £% (E) es el conjunto de las funciones positivas p — sumables en E.



Definicién 2.1 La capacidad p del conjunto E relativa al niicleo K, Capp(E;K), se define como

sigue
Capy(E:K) = inf {|/]2} (1.7)
feAp(K)
Si Ap = 0, se define Capy(E;K) = co.
Potencial y capacidad de Bessel y Riesz

Se define el nicleo de Riesz, I, 0 < a < n, como

La() =(a) " x|*~" (L.8)
donde n
a) = 3{—(—;{(—3 (1.9)

v I' es la funcién Gamma.

La convolucién

- fy)dy
L ()60 = Lo ) =) [ LD
R [x -y
es, por definicion, el potencial de Riesz para la funcién f.

Potencial de Bessel

Sea Gq, 0 < & < m, una funcién definida sobre R® cuya transformada de Fourier esta dada por

(S]]

Galx) = (21)"3 (1 + |x|2)~ .

El nucleo

K (x,y) = Ga(x —y)

se llama el nidcleo de Bessel de orden a.

El potencial de Bessel de orden «, 0 < a < n, de una funcién medible f, (Go f) (x), se define

por

Gaf (x) = G * f(x) = /R Galx—y)f(y)dy. (1.10)
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Sea E un conjunto de R" y notemos con A, (G,) el conjunto Ay definido en (1.6) correspondiente
al nicleo de Bessel. Esto es A, (G,) es el conjunto de las funciones positivas £P — sumables

con Gy x f > 1 en E.

La capacidad p del conjunto E relativa al nicleo de Bessel (3, se notara con B,y y de acuerdo

a(1.7) es
Bap®) = inf {IfI}.

feAp(Ga)
En el caso en que o = 0 se define B, p como la medida de Lebesgue.
La capacidad de Riesz, Ra,p, se define en forma similar reemplazando G, por I, y Ay (G) por
Ap (1) .
Nétese que Go (x) < Ia(x), x €R™. Entonces de la definicién sigue que para 0 < o < n,

1 < p < n, existe una constante C = C(q,n) tal que, si E CR"

Rap(E) <CB, »(E) (1.11)

Mais aun,

Rop(E) =0 si y sdlo si By p(E) =0 (1.12)

Del lema siguiente, que se demuestra con técnicas bien conocidas, se deduce que Bayp es una

medida exterior.

Lema 2.2 Para 0 < a <n y 1 < p < oo, valen las siguientes afirmaciones

(i) Bop(0) =0

(%) i E1 C Eg entonces By p(E1) < Bqp(E2).

(i) Si E; CR™, i =1,...,n, entonces By p (U3° E;) < 33 Bap(Es)

Un hecho interesante relacionado con los potenciales de Bessel es que pueden ser utilizados para
caracterizar los espacios de Sobolev WEP(R™) (Teorema 2.3 que se enuncia mas adelante), Tal
caracterizacién permite hacer un estudio detallado del comportamiento puntual de funciones

de Sobolev como lo muestran, por ejemplo, los trabajos de N. Aronszajn y K.T. Smith [AS(1)]
» [AS(2)] y de N. Meyers [Mel].

Sea L5(R™) el conjunto de todas las funciones reales u definidas sobre R™ que admiten la
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representacion

u(x) =Gy * v(x) (1.13)

para cierto v € LP(R"), 1 < p < o0, a > 0.
En LL(R") se introduce una norma: si u admite una representacién como en (1.13), donde

v € LP(R™), se define

“““Lg = ”U”[;y (1.14)

Si existe una representacién de u como en (1.13) ésta es tinica. Basta mostrar que si v € £P (R™),
la. condicién G, * v = 0 implica v = 0.
Para ello se considera el espacio S de las funciones ¢ € O™ (R™) cuyas derivadas multiplicadas

por polinomios se mantienen acotadas y se prueba que

/ w()(3)dx =0
Rn

para toda 9 € S. Nétese primero el operador G, aplica S sobre S ya que si ¢ € S , tomando

Plx) =P(x)(2m)3 (1 + [x|)3

se tiene que @ € S (pues 1/7 € S), luego p € S,

Como
B (x) =3 (x).(2r)" 31 + x5 =

=3 (x) Ga (x) = (9 Ga)" (x)

entonces

Y =@ *Ga=Galp)

Par otra parte, si p € S,

/Rn Ga(v)p(x)dx ://Ga(x — y)u(y)p(x)dxdy =

10



| v6Ga()ex,

donde la dltima igualdad sigue del Teorema de Fubini. Entonces, si v es tal que Gao(v) =0, €l

primer miembro de la igualdad anterior es nulo. Por lo tanto

/ o(x) Ga(i0)dx =0
-

para toda ¢ € § y de lo observado anteriormente se deduce que

[ veowxiax =0

para toda 9 € S. Luego v = 0 en casi todo punto. B

La unicidad de la representacién muestra que la norma (1.14) esté bien definida. El espacio
LE(R™), con esta norma, es un espacio de Banach.

Se enuncia ahora el teorema mencionado anteriormente sobre una caracterizacién de los espa-

cios de Soholev.

Teorema 2.3 Si k es un entero positivo y 1 < p < oo, el espacio WHP(R?) coincide con

el espacio LL(R™) en el siguiente sentido: v € WFP(R™) si y solamente si u € LE(R™) y las

normas definidas en cada uno de los espacios son equivalentes.[St] (p.136).

La equivalencia entre los espacios W*P(R™) y LP(R™) no se da sip = 1 6 p = co. Una de-
-seripeién de las posibles relaciones de inclusién entre los mismos, para distintos valores de n,

puede verse en el texto de E.M. Stein ([St], p.160).
3. Promedio integral para una funcién de Sobolev

La idea de que una funcién integrable tiene una representativa que puede ser expresada como
limite de su promedio integral se origina con H. Lebesgue. Puede consultarse en ese sentido su
trabajo Sur I “integration des fonctions discontinues, (Ann. Ecole Norm., 27 (1910), p. 361).
El conjunto excepcional aqui obtenido es de medida de Lebesgue cero. Varios autores, como
N.Aronszajn y K. T. Smith [AS1}], W. Fleming [F1}, y B. Fuglede [Fu] eran concientes de que

los conjuntos excepcionales asociados con las funciones de Sobolev o potenciales de Riesz eran
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mucho més chicos que conjuntos de medida cero. Sin embargo H. Federer y W. Ziemer [FZ],

T. Bagby y W. Ziemer [BZ], N. Meyers [Me2], entre otros, muestran resultados éptimos para
el conjunto excepcional en términos de capacidad.

En lo que sigue la notacién

1
p /B IOy =g /B o J oy

denota el promedio integral de f sobre la bola de centro x y radio r siempre que la integral

sobre la derecha esté definida.

Se demostrard que las funciones de Sobolev pueden ser definidas en todo punto, excepto en un
conjunto de capacidad de Bessel nula, en términos de su promedio integral (Teorema 3.4).

Se comenzaré asumiendo los siguientes resultados (ver [Zi]). El primero de ellos establece una
relacién entre el promedio integral de una funcion de Sobolev u sobre dos bolas concéntricas en

términos de la integral del gradiente de u.

Lema 3.1 Sea uc WP (B, (x0)),p>1,x0 €R" y r > 0. Sea 0 < § < r. Entonces

_ _ 1 _
o / u(y)dy—6—" / w(y)dy =~r" / Du(y) - (v - xo)] dy
B, (x0) Bs(x0) " B (x0)

1., 1 —n
_Lg / Du(y) - (y - xo)] dy—— / ¥ — %o/ [Du(y) - (v — xo)] dy
n Bs(xaq) ™ JB:(x0)—Bs(xa)

Lema 3.2 Sea I un mimero positivo tal que lp < n, p > 1,y sea u € WHP (R™) . Entonces
- 1 -
L=ty <3 [y = xl 7 Du)lay
Rn n

para todo x €R™.

Lema 3.3 Sea l un nidmero positiva y k un entero positive tal que (k+1~1)p < n. Entonces

existe una constante C = C (n, k,1) tal que

L=t umlay e ¥ [y -xit pou@)lay

lal=k

12



para todo x €ER™ y toda u € WkP (R™).

Teorema 3.4 (Existencia del limite del promedio integral para una funcién de Sobolev) Sea k

un entero positive tal que kp <n, p > 1, Q un conjunto medible no vacio de R y u € WFP(Q).

Entonces existe un subconjunto E de €2 tal que
(i) Brp(E) =0
(i) para todo x € Q — E, existe el

lim u(y)dy.
Rl (y)a;

Demostracién, Se hard para el caso @ =R". A partir de él, el caso general (Q subconjunto de
R") se demuestra considerando una sucesién creciente de funciones no negativas ¢; € C, (R?),

con soporte compacto contenido en {2 para todo j y tal que
{(x€R* y ¢;j(x)=1}"—-Q , (j— o0),
se define la funcién

wi(x) ux) , xeQ

uj (x) = :
0 , X¢

y se aplica lo demostrado para el caso 2 =R",

Sea entonces N =R" y u € W*P(Q). Se define la funcién

9(y) =Y ID°u(y)| (1.15)

le|=k

para y € R". Claramente g € £P (R®) . Sea

E={xecR": (Ix xg) (x) = oo}. (1.16)
Entonces, de la definicién de capacidad de Riesz, se tiene que

Rk,;ﬂ (E) = 0)
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y luego de (1.12),
By p(E) =0.

Sea x €R™ — E. ( (I} * g) (x) < 00). De acuerdo al Lema 3.1, si 0 < § < 1,

—n 1 ) (v
/131(X)U(y)dy_5 /B&(x)u(Y)dy— /lx) [Du(y) - (y — x)]dy

'I’LB(

1. 1 e ey e ;
8 [ PO L [y kT Du) -y (1)

Cuando k = 1, sigue de (1.15) y de (I} % g) (x) < oo que

/ ly — %" |Du(y)| dy < oo (118)
B (x)

Para k > 1, se considera el Lema 3.1 con [ =1y k — 1 en lugar de k y se obtiene que

L=< amlay <0 Y [y —x e Dty ay,

la|—_—.k:—1
lo cual, por (1.15) y (1.16), es finito. Esto muestra que (1.18) es vélida atn en el caso k > 1.

Por lo tanto existe el limite

lim / ly —xo| " [Du(y) - (y — x)] dy. (1.19)
0t Jscly—x|<l

También sigue de (1.18) que

lim / ly — x| |Du (y)| dy =0,
6—0% JB4(x)

por consiguiente

5 [ [Du(y)-(y —x)|dy =0, & 0" (1.20)

Bs(x)

Los resultados (1.17), (1.19) y (1.20) prueban la tesis. B

4. Puntos de Lebesgue
La existencia de puntos de Lebesgue para un funcién u € W*? (Q) en el caso k = 1, fue
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demostrada por H. Federer y W. Ziemer {FZ]. T. Bagby y W. Ziemer [BZ], N. Meyers [Me2]
y C. Calderén, E. Fabes y N. Riviere [CFR] obtienen demostraciones para el caso general. Sus
trabajos pueden ser consultados para completar lo que sigue.

Se asumen los siguientes resultados que permitiran demostrar el teorema de existencia de puntos

de Lebesgue.

Lema 4.1 Sea k un entero no negativo y A, p mimeros reales tales que p > 1, kp < n, y
k<A< 5

u € WEP (R")

entonces

& Fp / u(y)dy —0
Bg(x)
cuando § — 07, para todo x €ER™ ezcepto para un conjunto E con By p(E) =0.

Nétese que el Teorema 3.4 asegura la existencia del limite finito del promedio integral en todos
los puntos del complemento de un conjunto de medida By, nula, mientras que la conclusién
del Lema 4.1 establece una pequeha diferencia : cuando se multiplica el promedio integral por
el factor 6*~* este producto tiende a cero en todos los puntos del complemento de un conjunto

de medida B) , nula.
Lema 4.2 Sean I, k enteros tal que k > 1, 0< k<[ ylp<n, p> 1. Sea
u € W2 (R™),

Para para cada x €R™ y r > 0 se define

'fo,rzp/ u(y)dy.
J By (x)
Entonces
=R p / |1 (¥) — uxr| dy —0
Br(x)
para r — 0%, para todo x €R™ ezcepto para un conjunto E con By ,(E) =0.
Teorema 4.3 (Existencia de puntos de Lebesgue para funciones de Sobolev). Sea k un entero
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positivo tal que kp <n, p> 1, Q un conjunto no vacio de R® y u € WHP(Q). Entonces

Jim, {P /B " fu(y)—u(x) dY} =0 (1.21)

para tado punto x € §) excepto para un conjunto E con By, ,(E) =0.
Demostracién. (i) Si Q =R"™ (1.21) sigue del Teorema 3.4 y del Lema 4.2 anterior.
(i) Si © es arbitrario el teorema se deduce a partir de (4) con técnicas estandares como se

indic6 en el recién citado Teorema 3.4. W
Corolario 4.8.1 Sea k un entero positivo tal que kp < n, p > 1,  un conjunto no vacio de

R™ y u € WPP(Q). Entonces existe el limite

tinp [ )P dy =GP (122)
r—0t B.(x)
para todo x € §2, excepto para un conjunto E con By, ,(E) =0.

5. Derivadas en el sentido £P de funciones de Sobolev

El concepto de derivadas LP-derivadas es introducido por A. P. Calderén y A. Zygmund en el

trabajo citado al comienzode estas notas.

Polinomios de Taylor

Se probard que las funciones de Sobolev admiten un desarrollo en serie de Taylor tal que el
promedio integral del resto tiende a cero en el complemento de un cierto conjunto excepcional,

medido en términos de capacidad.

Sean k, m enteros positivos tales que 0 <m <k, p>1, (k—m)p<mn,,y u€ WkEP(£).

Del Teorema 3.4 sigue que existe un subconjunto E CR"™ tal que

Bk—m,p(E) =0 (1.23)

lim p / D*u(y)dy (1.24)
r—0t B, (x)
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existe para todo x ¢ E y para cada multindice « tal que 0 < |a| < m.

Este muestra que también las derivadas de orden « de una funcién de Sobolev pueden ser
definidas en todo punto del complemento de un conjunto de capacidad de Bessel nula, en
términos de sus respectivos promedios integrales. En lo que sigue, la notacién D% (x) se

referira al limite (1.24) cada vez que este exista.

Por lo visto, para todo x que verifica (1.24) es posible definir el polinomio de Taylor P,Em) en

el sentido usual, esto es

Pz Y D)y - x)° (1.25)

0<|al<m
Recuérdese que si las derivadas D*u, 0 < |a| < m, pertenecen al espacio C™ (R?) el teorema de

Taylor clésico puede ser expresado en la forma

m—1)

1
) = Vwem 3 5| 0= 07 b - oxemyal ¢ -0t 2s)

|ee}=m

Teorema 5.1 Sean k,m enteros positivos tal que 1 <m <k, (k—m)p <n yu e Wk (R").
Entonces para todo x ¢ E/

-

( / e (y) — B2 ()P dy)p <
B-(x)

T ! ’
< 3 5 [ a—agm (t-" /L ()tAD“u<y)~D“u(x)|”dy> dt (1.27)

lal=m

1

( / lu(y) — P (y)ipdy) "<
‘ B, (x)

1
m m ! m—1 a P g
PO § AR O LTI I

donde E' D E con By_pmp (E') =0, siendo E el conjunto descripto en (1.23) y (1.24).
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Demostracién. Supdngase que u € C™ (R"). Sea x € R™, escribiendo

B () = B () + 37 —Dou(x)y = )7,

laj=m

de (1.26) sigue que

m 1
v -APw = 3 5] [ o o - gxral -7 -

|ee}=m

- Z ~ / (1-6)™ 1D°'u(>c)(y x)*dt =

m [ ! |
e Z = [/0 (1—-p™! {D%u((1 - t)x+ty) — D”‘u(x)}dt] (y —x)“. (1.28)

je]=m
Sear >0, B =B, (x) y ¥ una funcién de £7(B) con |¢|| g < 1 donde q es el conjugado de p,
e (1.28)
' /B [u (y) - PI™ (y)] e (y) dyl <

5 [ amom [ 10 o) - Do) (v - p ] a

laf=m

Entonces, por la desigualdad de Hélder (aplicada a la integral interior),

'/B [u ) - P{™ (Y)] e (y) dyl <

" Z /(1 )™ [/ |D%u ((1 — t)x+ty) — Dau(x)lpdy] dt

|01|"m
Haciendo en esta tltima integral la sustitucién z =(1 — t)x+ty y tomando el supremo sobre
todas las ¢ tal que |||, < 1, se obtiene la tesis para el caso u € C™ (R™).
Si u es una funcién arbitraria de WP (R™) la demostracion se obtiene considerando una sucesién
de regularizadores {c}, pe € C§°(R™), poniendo ue = u * @, y teniendo en cuenta que las
funciones u pertenecientes a C§° (R™) N W*P (R™) verifican la primera desigualdad de la tesis.

La demostracién completa y en detalle puede verse en el libro de W.P. Ziemer [Zi], (p.128).
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Teorema 5.2 (Existencia de £P— derivadas) Sean k,m enteros positives tal que 0 < m <

k, (k—m)p<nyue WrP(R™), Entonces

1

(p L ) =B P dy) o™

cuanda r — 0%, para todo x ER™ excepto para un conjunto F con By (F)=0.
Demostracién. Sim = 0 el teorema sigue del Teorema 4.3.

Sea m > 1. Por el Teorema 4.3 recién citado
p[ 10" - DTGP dy — 0
»/ Br(x)

cuando v — 07, para todo « tal que |ee| = m y para todo x €ER™ — F, donde F CR" es cierto

conjunto tal que

Bi—mp (F) = 0.

Para x ¢ F y o con |a| = m se define la funcién 7 (r), r > 0, como sigue

1

n(r)= (v / D% (y) — Dou ()P dy | - (1.29)
Br(x)

Es claro que n(r) — 0 si r — 0.

Por otra parte, si 7 — 0" la integral

/1 (1=t)™1q(tr)dt — 0. (1.30)
0

En efecto. Como r — 0% implica 7 (r) — 0, para cada € > 0 existe rq tal que si 0 < r < 7 es
n(tr) <e, paratodot, 0 <t < 1.

Por lo tanto, para 0 < r < g

&

<e = —
m

lk/a‘1 (1 -ty 1y (tr)dt

1
/ (11—t tat
0]
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Del Teorema 5.1-(1.27) y de (1.30), sigue que si » — 0%

1

P (p /& - lu(y) — B ()P dy) ’ <

m 1
<y &7/0 (1= )™V (¢r) dt — 0,

la]=m

]
Los espacios T5P y 5

Definicién 5.3 Para 1 < p < oo, k entero no negative y x €R", se denota por T ke (x) al
conjunto de funciones v € LP para las cuales existe un polinomio Py (-) de grado menor que k

y una constante M = M (x,u) tal que para 0 < r < oo

1

p /B oo [EO) = BF dy] "<Mrt =0 (™) (1.31)

Para p = oo el miembro izquierdo de (1.31) se interpreta como el supremo esencial

supess {|u(y) — Px(y)|}.
¥€B,.(x)

Definicién 5.4 Una funcién u € T*P(x) pertenece al espacio 1 (x) si existe un polinomio

Py (-) de grado menor 6 igual que k tal que, para r — 0

1

[p /}3 ” lu(y) = Pc (y)F dy] = ('f”“)- (1.32)

Lema 5.5 Siu € THP(x), el polinomio Py esté univocamente determinado.

Demostracién. Si u € THP(x), existe Py (-) tal que

uy) =P+ Ry = Y B g p )
o<lalgh—1
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con
1

(p/ | R (y)IP dX>p < Mr*, (1.33)
B, (x)

Suponiendo que exista un polinomio Qy (+) distinto de Py tal que

uy) =W+ = Y 2 (g )
0<|al<k—1 )

con
1

- P
Rx(y)’pdx) < Mr*, (1.34)

g
B, (x)

entonces existe al menos un « tal que los correspondientes coeficientes py (x), gq (x) de Py y
Qx son distintos.

Sean
_ Pa(¥)=ga(x)

=~ y m =min|a| tal que cu(x) F£0

ca (%)

}f
Sx(y) =Px(y)-Qx(y) = Z o (%) (y — %)% + Z ca (%) (y — %)%,

|aj=m! m <|al<k—1

Para probar que la suposicién Py # ()« implica una contradiccién se probard que el polinomio

Le(y) = Y ca()(y —x)"

=

es el polinomio nulo,

Paral <p<ooy g tal que % + % = 1, por la desigualdad de Hélder, (1.33) y (1.34)

pf 1Sx(y)| dy :p/
B, (x) B (x)

<p / IRy (3)| dy-+p /
Br(x) Bz(x)

1 1
< (p / |Rx (y)[P dy) <p / dy) +
Br(x) BT‘(X)

R (y) = B ()] dy <

Rx (y)| dy <
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s

o) (o)

< crb, (1.35)

N (p /
B (x)

0<r<oeo.

Se obtiene la misma acotacién para p fB,-(x) |Sx(y)|dy en el caso en que p = 1, teniendo en
cuenta (1.33) y (1.34) con p = 1. Para p = oo se obtiene una desigualdad andloga considerando
el supremo esencial.

Sea,

Myy)= 3 cal®)(y—x°.

m/<Ja|<k—-1

Observando quesi0 <7 <lym +1< o) <k—1esv™*! > ¢lel > pb=1 g0 tiene

p /B M lay <p / S )y - %)% dy <

Br(%) 4 1 <lal<h—1

Sof o T ey sovn (1.36)

m'+1<a|<k-1
para cierto ' = C’(x) > 0 suficientemente grande.

Por otra parte, como Ly (y) = Sx (y) + Mx (v) resulta {Ly (y)| < |Sx (¥)| + [Mx (y)], luego de
(1.35) y (1.36) sigue que

p/ | () dy Sp/ |Sx(y>|dy+p/
B, (x) (x)

|Mx (y)| dy <
T B.- X)

< Crb 4 Oy (1.37)

siempre que 0 < r < 1.

Obsérvese que Ly tiene la siguiente propiedad : para cada A € R,

Ly Ay +x) = A" Ly (y +x) .
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Entonces, haciendo la sustitucién y = x+rv, con |v| < 1

p |Lx (y)|dy =
B (x)

=p / | Lx (x+7v)|dv =
B, (0)
=rm/p/ |Lx (x + v)|dv =
B;(0)

=r™p / |Lx (¥)| dy.
JB1(x)

De esta igualdad y (1.37) sigue que
o [ ieldy=p [ Ibx()lay < OrF 4 O (1.38)
B1(x) B, (x)
Dividiendo por ',

P / |Lx (v)|dy < Cr (r’“"m'*l + 1)
Bl(x)

donde C es una constante positiva independiente de r. Luego, si 7 — 0

p /B @iy =0

lo que implica

Lay)= 3 cal)ly —%)°

|aj=m!

es el polinomio nulo. M

La unicidad de Px para el caso en que u € t*P sigue inmediatamente.

Definicién 5.6 5i v € th» (x), k entero no negativo, se dice que u es LP-diferenciable 6 bien,

que posee derivadas en el sentido LP.

Nota. De la existencia de puntos de Lebesgue para funciones de Sobolev sigue que para cada
una de ellas es posible definir el polinomio de Taylor en el sentido usual. Se ha demostrado que

las funciones de Sobolev pueden ser aproximadas en norma LP por un polinomio Py de grado k
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tal que para todos los puntos x en el complemento de un cierto conjunto excepcional, la norma
LP del promedio integral del resto sobre la bola By (1) es un o(r*) (Teorema 5.2). Esto significa
que si u € WHP (Q) entonces u tiene en casi todao punto, derivadas de arden k en el sentido LP

y son LP diferenciables segin la Definicién 5.6. B
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