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Resumen

La nocién de Q-reticulado fué introducida por R. Cignoli [2] quien posteriormente
indicé una construccién del Q-reticulado libre sobre un conjunto arbitrario [3]. En [1],
M. Abad y J. Diaz Varela indicaron una construccién del Q-reticulado distributivo libre,
FQ(I), sobre un conjunto ordenado I. En particular, probaron que FQ(n) = 2[22”‘],
donde n es una cadena con n elementos. En estas notas indicamos una construccién de
FQ(n), diferente de las indicadas en [3] y [1], determinamos su nimero de elementos y
construimos el conjunto ordenado de sus elementos primos. Probamos ademas que FQ(n)
es un algebra de Kleene.

1 Nociones preliminares

En estas notas siempre consideraremos reticulados distributivos acotados no triviales. Un ele-
mento p de un reticulado distributivo acotado R se dice primosip #0ysip=zVy donde
z,y € R entonces p = & 6 p = y. Notaremos con II(R) el conjunto de todos los elementos pri-
mos de R. Por un conocido resultado de G. Birkhoff sabemos que todo reticulado distributivo
R finito est4 univocamente determinado por el conjunto II(R).

En los cursos dictados en la Universidad Nacional del Sur, Antonio Monteiro (ver por ejemplo
[6], [11]) indicé el siguiente resultado:

Lema 1.1 Si R es un reticulado distributivo finito y p € R\ {0}, entonces p € II(R) si y sdlo
si el conjunto I(p) = {x € R: x < p} tiene 1ltimo elemento.

Si R es un reticulado distributivo finito y = € R\ {0} notaremos IT; = {p € II(R) : p < z}. Es
bien conocido que:

Lema 1.2 Siz € R\ {0} entonces z = \/{p: p € lI;}.
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Si n € N notaremos n = {1,2,...,n} con su orden natural. Si X es un conjunto ordenado
notaremos con X* el conjunto ordenado dual y con 2! al conjunto de todas las funciones
isétonas de X en 2, este conjunto es un reticulado distributivo acotado (ver por ejemplo [5]).
Un subconjunto Y de X se denomina una seccién inferior de X si verifica “sibeY ya < b
entonces a € Y”. Si z € X entonces es claro que el subconjunto (z] = {y € X : y <z} es una
seccién inferior que se denomina seccién principal.

Es bien conocido que si X es un conjunto ordenado finito entonces el reticulado 21 es isomorfo
al reticulado distributivo S(X) de todas las secciones inferiores del conjunto X y que

I(S(X)) = {(z] : z € X}.

Lema 1.3 Para todo conjunto ordenado finito X, 11 (2[X]) = X* y reciprocamente cualquiera
que sea el reticulado distributivo finito R, R = 2IIEN1 - Ademds si el conjunto ordenado

finito verifica X = X* entonces 2X1 es un reticulado distributivo acotado autodual tal que
I ((2™1)) 2 X.

Si X es un conjunto finito representemos con N|[X] su nimero de elementos. Si R es un
reticulado distributivo acotado y X C R notaremos con SL(X) el (0, 1)-subreticulado de R
generado por X. Representemos con F'D(G) el reticulado distributivo acotado con un conjunto
G de generadores libres, entonces aplicando un resultado de B. Jénsson, [5]:

Lema 1.4 FD(2 x n) = 2[2®7].

2 Una construccion de [I(FD(2 x n))

Indiquemos c6mo construir el diagrama de Hasse de 2/2%7,

Sea V(n) = {(z,y) € (m+1)x(n+1): z < y}. Esclaro que V(n) es un (0, 1)-subreticulado
de (m+1) x (n+ 1) y por lo tanto V(n) es un reticulado distributivo acotado. Observemos
que V(n) es autodual y que:

(n+1)(n+2)
5 .
Los diagramas de Hasse de V(n) para n = 1,2 son los siguientes:

NV(n)=Mm+1)+n+...2+1=

V(1) V(2) (3,3)
(2,3)

(2,2) (2,2) (1,3)
(1,2) (1,2)

(1,1) (1,1)
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y para n = 3,4 son:

V(3) V(4)

(4,4)

(2 4)

14)

(1,3)

(1,2)

(1,1)

Vamos a probar que el conjunto II(V(n)) es isomorfo al conjunto ordenado 2 x n. Como
I((1,7)) = ((1,7 — 1)] cualquiera que sea j, 2 < j < n + 1, entonces, por el Lema 1.1, resulta
que (1,7) € II(V(n)) para 2 < j <n+1. Sii > 2 entonces I((¢,%)) = ((¢ — 1,4)]. Luego, por

el Lema 1.1, (i,i) € II(V(n)) para i > 2. Claramente ningiin otro elemento de V' (n) es primo,
pues (i, 7) = (4,4) V (1, 7). Luego

n+1 n+1

I(V(n)) = _U{(l,j)} u U{(i,i)}

y es claro que los conjuntos ordenados II(V (n)) y 2 x n son isomorfos, entonces los reticulados

distributivos V(n) y 2(2*®I son isomorfos. Pero por el Lema 1.4, FD(2 x n) & 22%"] Luego:

FD(2 x n) == 2V,

Veamos ahora que N [2[V(")]] = 21 cualquiera que sea n € N. Usaremos el siguiente
resultado demostrado por L. Monteiro [12]:
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Lema 2.1 §i X es un conjunto ordenado finito y f un elemento de X que no es ni primer ni
Ultimo elemento de X entonces

N [2%1) = N [20\01] 4 N [0
En efecto, si n = 1, entonces por el Lema 2.1:

N [2VO]] = N [2VON@2N] 4 N VO] = 9 4 g — 91+,

Supongamos que N [2[V("_1)]] = 2", si n > 2. Entonces por el Lema 2.1:

N [2V0] = N [2VEN@Dl) 4 2l e+

Pero V(n) \ ((1,n +1)] y V(n) \ [(1,7 + 1)) son conjuntos ordenados isomorfos a V(n — 1).

Luego
N [2V1) = 2 x N [2V®)] = (por hipétesis) = 2 x 2" = 2"+,

3 (@-reticulado libre sobre una cadena con n elementos

Recordemos la siguiente definicién introducida por R. Cignoli [2]: un Q-reticulado es un algebra
(A,A,V,0,1,V) del tipo (2,2,0,0,1) tal que (A, A, V,0,1) es un reticulado distributivo acotado
yV0=0,z<Vz, V(z AVy)=Vz AVy, V(z Vy)=Vz VVy.

Definiremos en esta seccién un operador V en S(V(n)), de modo que (S(V(n)), V) sea isomorfo
al (Q-reticulado libre sobre una cadena con n elementos.

Sea m : V(n) — V(n) la aplicacién definida por: m((i, 7)) = (¢,n + 1).
Luego m es un homomorfismo del reticulado V(n) en V(n) que verifica z < m(z) y
m(m(z)) = m(x).

Definamos ahora el operador V en S(V(n)). Si X € S(V(n)), sea

0, si X=10
VX = { U (m(z)], si X € S(V(n))\ {0}

zeX

Probemos que (S(V(n)), V) es un @Q-reticulado. En efecto por definicién V0) V@ = §.
Como z < m(z) entonces V1) VX = | (m(z)] 2 U (z] = X.
zeX zeX

V3) VIXUuY)= U (m(z)] = U (m(z)]u U (m(z)] = VXU VY.
zeXUY zeX z€Y
Probemos ahora V2) V(X NVY) =VXNVY. Seat € V(X NVY) luego (1) t < m(w)
conw € XNVY, luego 2) we Xy (3) we VY. De (1) y (2) resulta (4) t € VX. De (3)
resulta (5) w < m(y) con (6) y € Y. De (5) se deduce (7) m(w) < m(m(y)) = m(y). De (1) y
(7) se concluye t < m(y) y como y € Y tenemos que ¢t € VY.
Sea (8) t € VXNVY luego (9)t < m(z)conz € Xy (10)t <m(y)cony € Y. Como zAy < z,
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zAy<yre€X,ye€Y y X eY son secciones inferiores tenemos que tAye X yxAyecY
luego (11) zAy € XNY C X NVY. De (9) y (10) resulta que z < m(z) Am(y) = m(z A y)
luego (12) m(z) < m(m(z Ay)) = m(z Ay). De (8) y (12) se concluye (13) t < m(z Ay). De
(11) y (13) resulta que t € V(X NVY).

Vamos a demostrar que (S(V(n)), V) es el Q-reticulado libre sobre n. En efecto, probaremos
que (S(V(n)), V) estd generado (libremente) por la cadena

G={g9:=((1,4)]:1<i<n}

Observemos que:

Vo, =V(G)= U m@)=mGN=(Gn+1), 1<j<n.
z€((4.5)]
Luego
GUVGE ={((%9)]:1<i<n}U{({({,n+1)]:1<i<n}
Si((3,5)] € SWVn)\(GUVGE) y (4,j) =(n+1,n+1)entonces 1 <i<j<n+1y
(t,7) = (4,4) A(i,n+1). Luego
(@D =(GNN(En+1)]=g,NVg para 2<i<n+1, i<j<n+l

Es decir, toda seccién principal de V(n) es infimo de elementos de GUVG. Como todo elemento
de S(V(n)) diferente de @ es supremo de secciones principales de V(n), resulta que cualquier
elemento de S(V(n)) diferente de () es supremo de infimos de elementos de G U VG, esto es

SL(GUVG) = S(V(n)).

Probemos ahora que S(V(n)) es el Q-reticulado libre sobre la cadena n. Sea f : n —
S(V(n)) la aplicacién definida por f(i) = ¢;, 1 < i < n. Luego f se extiende a un Q-
homomorfismo H : FQ(n) — S(V(n)). Ahora bien: H(FQ(n)) es un @-subreticulado de
S(V(n)) tal que G C H(FQ(n)) y como S(V(n)) es el Q-reticulado generado por G, se tiene
H(FQ(n)) =8(V(n)). Luego H es un Q-epimorfismo y como los conjuntos FQ(n) y S(V(n))
son finitos y con el mismo ntimero de elementos, entonces H es biunivoca, lo que muestra que
H es un isomorfismo.

Ejemplos
S(V(1) SVE) e
V(1) =((2,2)] Vg = ((2,3)]
Vg =((1,2)] 92V Vg
g1 =((1,1)] ((2,2)] = g2 Vg1 = ((1,3)]
0 g2 ANVg
g1 = ((1,1)]

0
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S(V(3)) V(3) = ((4,4)]
Vgs = ((3’4)]
Vg2 = ((2,4)]
g3 ((33 3)]
Vg = ((1,4)]
92 = ((272)]
a9 = ((1’ 1)]
0

4 Relacion con las algebras de De Morgan

Como V(n) es autodual, puede definirse sobre S(V(n)) una operacién de De Morgan. En efecto,
sea ¢ : V(n) — V(n) definida del siguiente modo

So(x’y):(n+2_yan+2_m)'

Es claro que ¢ es un antiisomorfismo de periodo 2. En el caso n = 3 tenemos:

[ =[N0 [CHTRITEIH[CH[BIH[BHTED ]
Letz) [44) [B4) [(24) [(4) [B3) [23) [, 2112 [@D) ]

Sobre el conjunto S(V(n)) de todas las secciones inferiores de V' (n) podemos definir la negacién
~ asociada a ¢ del modo usual [9]: siY € §(V(n)) entonces:

~Y=|J (»0)]

)]
3) [

)
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Luego

V(3) = ((4,4)]

((3,4)]

3,3)] U ((2,4)]
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Vgni1-s, paral<j<n.
[e(P)) v ¢(lp)) = (¢(p)] para todo p € V(n). Entonces

~g; =

Veamos que:

(4.1)

Recordemos primero que ¢((p])

p€EV(n)
p & ((4,5)]

(¢(p)] =

peV(n)
p & ((4,7)]

~g; =~ ((4,7)] =
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o U m)=el@i+1)=((Li+D))]=((n+1-jn+1)]= Vg

pEV(n)
p ¢ ((4, )]

Si A es un édlgebra de De Morgan y X C A notemos SM(X) a la subalgebra de De Morgan
de A generada por X. Es bien conocido que SM(X) = SL(X U ~ X). Luego, como G =
{91,92,-- ., 9} € S(V(n)) entonces por (4.1) tenemos que SM(G) = SL(G U VG) = S(V(n)).
Luego el dlgebra de De Morgan S(V'(n)) estd generada por una cadena con n elementos y por lo
tanto es imagen homomérfica del dlgebra de De Morgan libre sobre una cadena con n elementos,
la cual es un 4lgebra de Kleene [4]. Luego (S(V(n)),~) es un élgebra de Kleene.

Si M es el algebra de De Morgan libre sobre una cadena con n elementos, indiquemos una
familia de filtros primos de M que determina el epimorfismo sobre S(V(n)). Es sabido que el
sistema determinante [10] de M es ((n+ 1) x (n+ 1), ¢), donde (z,y) = (n+2—y,n+2—1x),
[4]. Sea P = {(z,y) € m+1)x (n+1) : z < y} luego P = V(n) y si p € P entonces
¢(p) € P. Sea P el siguiente conjunto de filtros primos de M: P = {[p) : p € P}, luego
como ¢([p)) = [¢(p)), el conjunto P es cerrado por ¢. Como el conjunto ordenado (P, C)
es isomorfo a V(n)*, V(n)* es isomorfo a V(n) y V(n) es isomorfo a II(S(V(n))) entonces el
lgebra cociente M /P es isomorfa a S(V(n)).

5 Relacién entre S(V(n)) y S(V(n—1))

Observemos que sin > 2 entonces la seccién inferior (g,] de S(V(n)) y la seccién superior [V g,)
de S(V(n)) son conjuntos ordenados isomorfos a S(V(n — 1)).
Como ~ es un antiisomorfismo de orden de S(V(n)) en S(V(n)), y

€ (gn) = <g, < Vgi=~g, < ~u.

entonces (i) (gn] = ([Vg1))*. Probemos ahora II((g,)) = V(n — 1) de donde resultara que (ii)
(9n] = SV (11— 1))

En primer lugar observemos que II((g,]) = II(S(V(n))) N (g»]. Definamos la siguiente funcién
de V(n —1) en II((gn)):

v((#,9)) = ((z,9)], donde (z,y) € V(n—1)

Claramente v es un isomorfismo de orden, luego un isomorfismo de reticulado.
Sabemos que (iii) S(V(n — 1)) = (S(V(n — 1)))*. Luego de (i),(ii) y (iii) tenemos que

(Vg))" = (gn] = S(V(n - 1)) = (S(V(n— 1))

y por lo tanto
(Va)) = (S(V(n-1))
luego

[Va1) =2S(V(n—1)) = (ga)-
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QF(4) V(4) =((5,5)]

Vs =~ g1 = ((4, 5)]

\\/\ Vgs =~ g2 = ((3,5)]
92 = ((4,9)

Vgg A ga

Vgs =~ g5 = ((2,5)]

e=VgAgs

)

L

g3 = ((3,3)] O/

Vga A gs \>

g2 =((2,2)] ¢ Va1 A gs

Vg =~ g4 = ((1,5)]

Vg1 Ags
Vg A\ go

g =((1,1)]
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