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Resumen

Vamos a indicar como se construyen todos los epimorfismos entre dlgebras de Luka-
siewicz finitas y a determinar su numero.

1 Introduccién -

1.1 Algebras de Lukasiewicz

La nocién de algebra de Lukasiewicz trivalente, [5] fue introducida y su teoria desarrollada
por Gr. Moisil [6], [8], [9]. De acuerdo con los resultados de A. Monteiro (10], [11] v L.
Monteiro [12] estas dlgebras se pueden definir del siguiente modo:

Definicion 1.1 Un dlgebra de Lukasiewicz trivalente es un sistema (L, 1.~ V. V. A) for-
mado por 1) un conjunto no vacio L; 2) un elemento 1 € L;: 8) dos operaciones unaras
~ y V definidas sobre L; 4) dos operaciones binarias ¥ y N, definidas sobre L de modo
que se verifiquen las siguientes condiciones:

=

1) = A(xVy) ==z, cualesquiera que sean .,y € L.

&

)
L2) x Ay Vz)=(z Ax) V(y Ax), cualesquicta que scan .y, = € L.
3)

~ ~ o=@, cualquicra que sca . € L,

Ld) ~ (& Ay) =~V ~y, cualesquicra que sean &ty € L.

(o

5) ~ VvV Ve =1, cualquiera que sea . € L.
7

gy

6) ~ A x =~z AV, cudlquicra que scaw € L,

L7) V(xAy) = Vu AVy, cualesquiera gque sean v,y € L.

Tambien diremos que L es un dlgebra de Lukasiewicz.

Pongamos por definicién Az =~ V ~ x. Es bien conocido que B(IL)={x € L:Vx=
)} = {wr € L: Az = 2} es un dlgebra de Boole. Gr. Moisil [6, 7] probo que en las

dlgebras de Lukasiewicz verifican el denominado principio de determinacién: SiVu = Vy
y Az = Ay entonces x =y, (ver también [14]).

1.2 Algebras de Lukasiewicz con eje

Un elemento ¢ de un dlgebra de Lukasiewicz L se dice un eje de L ([7], pag.88) si:
El) Ae =0,
E2) Vz < Az V Ve, para todo z € L.

Observemos que la condicién E2 es equivalente, [15], a cualquiera de las dos condiciones
siguientes E3) Vz = Vz A (Az V Ve), E4) Vo vV Ve = Az V Ve. Es bien conocido que
z = (Az Ve) A Vi, cualquiera que sea w € L'y que si L tiene eje €l es unico.
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Ejemplo 1.1 Consideremos el reticulado distributivo A cuyo diagrama de Hasse se indica
y en el cual se definen los operadores ~,V, A por medio de la tabla siguiente:

1 “:clrv:cle]Aa:lAm\/Ven
/\ 0 00 d

1
b O d a d a a 1
/\/ b e 1 a 1
o a ® ¢ d @ d d d
\/ e b d d
o0 1 1 1 1

Ejemplo 1.2 Consideremos el reticulado distributivo A cuyo diagrama de Hasse se indica
y en el cual se definen los operadores ~,V, A por medio de la tabla siguiente

o1

yd (o] ~z Vi he|Acvve |
J 9 0] 1 0] 0 h
/ K a | J a a i
) b 7 b b ]
: 1

C h ¢ ¢

!

)
d| g 1 7 ‘
g e f h 0 h
fil e 1 ¢ 1
b oo e gy d | JLb J
/O h| ¢ h

d O

h ‘/L

a & i b i 7 7
¢ J | a J | J J

1 0 1 1 1

o0

Si B y B’ son algebras de Boole, notaremos con Hom(B, B') (Epi(B, B')) el conjunto de
todos los homomorfismos (epimorfismos) de B en B'.

Notaremos con B, un algebra de Boole con n dtomos, donde n € Z, n > 0.

Sib€ Byl € B, sea Epi®»)(B,,, B,) = {h € Epi(Bm, B,) : h(b) =¥}

Si Ly L' son dlgebras de Lukasiewicz, notaremos con Epi(L, L) el conjunto de todos los
epimorfismos de L en L'.

Lema 1.1 Si: L y L' son dlgebras de Lukasiewicz con ejes e y e respectivamente y
H € Epi(L, L') entonces H(e) =¢€'. Si h = Hyp(yy entonces h € Epi"¥*)(B(L), B(L')).

Dem. (1) AH(e) = H(Ae) = H(0) =0

Sea y € L' , luego como H es suryectiva existe x € L tal que H(z) =y, luego (2) Vy =
VH(z)=H(Vz) < HAz VVe) = H(Az) VH(Ve) = AH(z) VVH(e) = AyV VH(e).
De (1) y (2) resulta que H(e) es eje de L' y como el eje es tdnico H(e) = ¢'.
Ademads h(Ve) = H(Ve) = VH(e) = Ve
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1.3 Algebras de Lukasiewicz con centro

Un elemento ¢ de un algebra de Lukasiewicz L se dice un centrode L, si~c¢=c¢ (Moisil,
[6]). Este concepto coincide con el de dlgebras de Post, de orden 3.

Lema 1.2 Para que un elemento ¢ de un dlgebra de Lukasiewicz L sea un centro de L
es necesario y suficiente que Ac =0y Ve =1.

Claramente todo centro es un eje, luego si un algebra de Lukasiewicz L tiene centro €l es
unico.

Ejemplo 1.3 Sea T = {0,¢,1} un conjunto ordenado donde 0 < ¢ <1, luego como T
es una cadena finita, T es un reticulado distributivo acotado. Definamos las operaciones
~,V,A por las tablas adjuntas

1 [# ]~ Ve]Ar]
(

)1 0 0

1% iz 1 0
1 0 1 1

0

Ejemnplo 1.4 Consideremos el reticulado distributivo L cuyo diagrama de Hasse se indica
y en el cual se definen los operadores ~, N, A por madio de la tabla stquiente:

Ir.lf I ~ I ] Vi [ Aur ”
04 1 0 0

a oy d 0

1
A /{ b f | ¢ o0
% ¢ 1 0

o_u b (
\ f 1 ( l
o 0 g a 1 e
1 0 1 1

2 Imdgenes homomorficas

2.1 Imdégenes homomorficas de un algebra de Boole finita

Notaremos con A(B,) el conjunto de los dtomos de B, y si b € B, \ {0} notaremos
A(b) = {a € A(B,) : a < b}.

Dadas B,, v B, si m < n entonces Epi(B,,, B,) = 0.

Es bien conocido que si f : A(B,) — A(B,,) entonces la funcion hy : By, — By definida
por

hy(z) = \/{a € A(B,) : f(a) < x},

verifica:
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Al) hy € Hom(Bm, B,),

(
(A2) Sia € A(B,,) entonces h;(a) =0siy solosia ¢ f(A(B,)),
(A3) hj es suryectivo siy solo si f es inyectiva, [19, 20],
(A4) hy es inyectivo si y solo si f es suryectiva [19, 20].

Si h € Epi(Bm, B,) entonces dado b € A(B,,) sabemos que [b) es un ultrafiltro de B,
y que h71([b)) es un ultrafiltro de B, luego h~!([b)) = [a) con « € A(B). Adcmés
Nuc (h) C [a). Sea f: A(B,) — A(By,,) definida por f(a) = b, entonces f es invectiva y
hf = h.

Ademds existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto FI(A(B,), A(B,,)) de¢
todas las funciones inyectivas de A(B,) en A(B,,) v el conjunto Epi(B,,, B,). Para cllo
basta considerar la funcién ®(f) = L.

Si X es un conjunto finito notaremos con N[X] su nimero de elementos.

Pongamos por definicién

)
‘/;n,,n = (777: - ’H,)! ’

0, Sl < 1.

St >

Entonces:
lIV[Ep’"(Bma Bn)] = Vn,rw

Lema 2.1 Sea h € Epi(B,,, B,) donde m > n > 1 entonces
(AS) Sia € A(B.,), entonces h(a) =0 ¢ h(a) € A(B,),
(A6) Sibe A(B,), entonces cxiste un dnico a € A(B,y,), tal que ha) = b,

(A7) Si h es inyectivo entonces h(a) € A(B,). cualquicra que sca a € A(B,,).

El item (A6) del lema precedente fué demostrado por M. Abad y L. Monteiro en [2], y los
items (A5) y (A7) por los mismos autores en [3]. Una demostracion diferente fué indicada
por L. Monteiro y A. Kremer en [18].

Otra forma de demostrar lo anterior es la siguiente. Seanm >n> 1. Sih e E pi(B,,, B,)
sabemos que el dlgebra cociente B,,/Nuc(h) es isomorta a B,, y como B,, es finita
Nuc(h) = [2), con z € Bp. Ademds By /[z) = (2] luego N[(x]] = N[B,] = 2". A.
Monteiro demostrd, [17] que si B es un algebra de Boole y F un filtro de B entonces toda
clase de equivalencia médulo F es coordinable con F. Por lo tanto N[(z]].t = N[B,,] esto
es 2"t = 2™ y por lo tanto t = 2™~". Luego dado b" € B, el conjunto {b € B,, : h(b) = b’}
tiene 2™~ elementos.

Si B, es una imagen homomoérfica de B,, entonces existe z € B,, tal que (z] = B, y en
consecuencia x es supremo de n atomos de B,,. Existen (’:) elementos de B,, que son
supremo de n dtomos de Bp,. Sea F, el conjunto de todas las secciones superiores [2)
donde z es supremo de n dtomos de By,. Notaremos con Aut(B,) el conjunto de todos
los automorfismos del dlgebra de Boole B,,. Si oo € Aut(B,) entonces (v es en particular
una biyeccién de A(B,) y por el item (A7) del Lema 2.1, « transforma dtomos en dtomos
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de B, y claramente existen n! biyecciones de A(B,), luego N[Aut(B,)] = n!.

Si h € Epi(Bm, By) entonces Nuc(h) € Fn. Sea [ : Epi(Bm, B,) — Fn definida por
B(h) = Nuc(h). Es claro que si o € Aut(B,) entonces aoh & Epi(Bm, B,). Dado
[z) € Fn consideremos 3~'((z]), luego N[B~'((z])] = n! y por lo tanto (") = Vo =
N[Epi(Bm, Bn))-

Sib € B, \{0}y h € Epi(B, B,) entonces h(b) = 06 h(b) # 0. Sib' = h(b) = 0 entonces
el ntmero de elementos de Epi®® (B, B,,) es igual al nimero de funciones inyectivas de

A(B,) en A(Bn) \ A(b) esto es:

N[Epi®O (B, Bn)] = Vin-nia@)n
y si b’ = h(b) # 0, [15] entonces
N[Epi®) (B, Bn)] = Vinn = Vin-NiA®) n-
Dados b€ B,, v b’ € B, \ {0’} entonces hy(b) =¥ siy solosi f(A(V)) C A(b), luego

N[Epi®) (B, By)] = Viae)Nia®))-Vm-NA®) - NAG)-
Si b £ 0 entonces h(b) = 0 si y solo si f(A(B,)) € A(Bm) \ A(®).
Lema 2.2 Sim > n, h € Epi®) (B, B,), donde b € By, \ {0}, b' € B, \ {0'} entonces:
(A8) Sia € A(b) y h(a) # 0 entonces h(a) € A(Y').
(A9) Sia¢ A(b) y h(a) # 0 entonces h(a) ¢ A(b').

Dem. Sia € A(b) esto es a < b entonces h(a) < h(b) = b’ luego si h(a) # 0,
h(a) € A(B,) y por lo tanto h(a) € A(Y).

Supongamos que h(a) < b = h(b) luego h(a) = h(a) A h(b) = h(a Ab), por lo tanto
a=a Ab (méd. Nuc(h)). Como Bp, es finita Nuc (k) = [f) con f € Bm, y por lo tanto
()aANf=aAnbAf. De0<aAf<ayaéc A(B,) resulta que (2) a A f =a 6 (3)
a A f =0. Siocurre (2) entonces por (1) tenemos que a = a Ab A f < b, absurdo. Si
ocurre (3), como h(f) = 1 tenemos que 0 = h(0) = h(a A fy="h(a) ANR(f)=a A1l =gq,

absurdo. Luego h(a) < b'. u
(oY)

De (A3) y el Lema 2.2 resulta que si h € Epi(Bm, By) entonces f = @' (h) verifica:
(C1) f € IM(A(B,), A(Bn)),

(C2) FLA(D) S Ab),

(C3) f(A(=Y)) € A(-D).

Si h € Hom(Bm, By) entonces (1) S = h(By,) es una subdlgebra de By, y por lo tanto (2)
h(Bm) = Byconl <t<nym2t Sea A(S) = {s1,82,...,5t}

De (1) y (2) resulta que h € Epi(Bm,S) entonces a g = ®~'(h) € IM(A(S), A(Bm)) ¥
(3) hy = h.

Como {A(s1), A(s2),---,A(s;)} es una particién de A(B,) entonces si b € A(B,,) existe
i,1 <1i<ttal que b € A(s;), esto es b < s;.
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Definamos una funcién f : A(B,) — A(B) del siguiente modo: f(b) = g(s;) si y solo si
b € A(s;). Claramente si alguno de los conjuntos A(s;) tiene més de un elemento, f no
es inyectiva. Observemos que de acuerdo con la definicién de f se tiene que f(A(B,)) =
g(A(S)). Por (A1) hy = ®(f) € Hom(B,y, B,,). Veamos que hy = h. Por (3) es suficiente
probar que h, = h, y para ello que hs(a) = hy(a) para todo a € A(Bn). Sia € f(A(S))
esto es a = f(b) con b € A(S), pero por definicién f(b) = g(s;) con b € A(s;). Luego
h¢(a) = s,y hy(a) = s;. Sia¢ f(A(S)) entonces hy(a) =0y hy(a) = 0.

Si m < n tenemos que N[Epi(Bp,B,)] = 0, y si h € Hom(By,, B,) entonces h(Bp,) es
una subélgebra booleana de B, tal que 1 < N[A(H(Bn))] <m < n.

Es bien conocido que las subdlgebras booleanas de B,, se corresponden biyectivamente con
las particiones del conjunto A(B,), y que el nimero de subdlgebras de B,, con t atomos

1<t<nes
t—1

D E—)r
P(n,t) = =°

t!
Por lo tanto si S es una subédlgebra de B,, con t 4tomos donde 1 < ¢ < m < n entonces
existen V,,; epimorfismos de B, en S, luegosim < n

N[Hom(B,, B,)] = i": P(n,t). V.

t=1
Observemos que si m > n entonces

N[Hom(B,, B,)] = N|Epi(Bum, B,)] + nijp(n, t).N[Epi(B,, B,)] =

t=1

n—1

Vi + > P(n,1). Vi,

=1

2.2 Imagenes homomorficas de un algebra de Lukasiewicz

Vamos a notar con B el dlgebra de Boole B;. Sea L un &lgebra de Lukasiewicz finita,
entonces .
L=B xT* donde j ke Z, j>0, k>0.

(T) Sij =k =0 entonces L es trivial, esto es tiene un solo elemento,
(B) Sij > 1, k=0 entonces L es un dlgebra de Boole con j 4tomos,

(P) Sij=0, k> 1 entonces L es un &lgebra de Post (trivalente) y B(L) es un élgebra
de Boole con k dtomos,

(E) Sij > 1, k > 1 entonces L es un algebra de Lukasiewicz con eje, que no es un
algebra de Boole ni un 4lgebra de Post. El eje es la (j + k)-upla

e

I
N
o
[=

.,0,¢,...,0)
——
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Por lo tanto
VGZ(O,O,...,O,L...,I }
j k
J

B(L) es un algebra de Boole con j + k 4tomos, cuyos elementos son
(b1, b2, .-, b b1, - -, bivk)s

donde b; =0€B={0,1} para1<:i<jyb€{0,1} CTparaj+1<i<j+k.
Dado b € B(L) sean

JO)={i:bi=1,1<i<j}, y K(b)={i:bi=1,j+1<i<j+k},

luego 0 < N[J(b)] < j y 0 < N[K(b)] < k.

Si j v k no son similtaneamente nulos entonces L es un 4lgebra de Lukasiewicz finita no
trivial. Sabemos que las imadgenes homomorficas de L estdn determinadas por los filtros
[b) donde b € B(L), y que el dlgebra cociente L/[b) es isomorfa al dlgebra de Lukasiewicz
(b)) = {z € L : £ < b}. Luego como B(L) tiene 27** elementos: (C) existen 2/** im4genes
homomorficas de L.

(B) Sij > 1, k =0, entonces L tiene 2 imigenes homomoérficas, que son &lgebras de
Boole.

(P) Sij =0, k > 1, entonces L tiene 2% im4genes homomérficas, que son algebras de
Post.

(E) Sij > 1, k > 1, entonces L tiene 2/7* im4genes homomoérficas, que son 4lgebras
con eje.

(E1) Si N[K(b)] = 0, entonces (b] = BNYO) por lo tanto hay (jj]), 0</h <7y
imégenes homomorficas de L que son algebras de Boole con j; atomos, y en to-
tal tenemos 2’ im4genes homomorficas que son 4lgebras de Boole. Observemos
que si N[J(b)] =0, entonces L/[b) es un 4lgebra trivial.

(E2) Si N[J(b)] = 0, entonces (b] = TNEK®I por lo tanto hay (,fl), 0<k <k
imdgenes homomérficas L' de L que son &lgebras de Post tales que B(L') es un
dlgebra de Boole con k; d4tomos, y en total tenemos 2% imigenes homomérficas
que son &lgebras de Post. Observemos que si N[K(b)] = 0, entonces L/[b) es
un algebra trivial, que coincide con el 4lgebra trivial indicada en (E1).

(E3) Sil1 < j1 = N[J(®)] <jy1l<k = N[K(@®) <k, entonces L/[b) = (b] =
BNUON » TNHEO) es una imagen homomérfica con eje, que no es un 4lgebra
de Boole ni un algebra con centro.

Por lo tanto el nimero de estas imdgenes homomorficas es:

> () () -2 () e-n-

@ -1y (];) (@ —1).(2 —1).

i=1
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Como en uno de los casos (E1) y (E2) obtenemos una misma imagen ho-
momorfica, el dlgebra trivial, si j > 1y k > 1, en total tenemos:

P+ 1)+ (2 1) (P —1) =2+ (2P - 1)1+ (20— 1)) =P 4 (2F—1).20 =

2. (1+2% —1) =295 = 2tk

imédgenes homomorficas lo que habfamos determinado en (C).

3 Epimorfismos
El siguiente lema generaliza nuestros resultados [13, 15] y nuestro lema 4.1 [16].

Lema 3.1 Si L y L' son dlgebras de Fukasiewicz con ejes e y € respectivamente y
h € EpitVVe)(B(L), B(L')) entonces la transformacion H : L — I’ definida por
H(z) = (h(Az) V €') AR(Vz) verifica (I) H es una extension de h, (II) H € Epi(L, L)
y (III) H es la tnica extensidn de h.

2

Dem. (I) En efecto si b € B(L) entonces Ab = Vb = b, luego:
H(b) = (h(Ab) V &) AR(VE) = (h(b) V &) A h(b) = h(b).

(Ila) H(z Ay) = (W(A(z Ay)) Ve') AMV(z Ay)) = (h(Ax NAy) Ve') Ab(Vz AVy) =
(M(Az) AR(Ay)) Ve') AR(Vz) AR(Vy) = ((M(Az) Ve) A(h(Ay) Ve') AR(Vz) AR(Vy) =
(h(Az) V) AR(Vz) A (B(Ay) V) Ah(Vy) = H(z) A H(y).

(IIb) Como H extiende a by Vz € B(L) entonces (1) H(Vz) = h(Vz).

(2) VH(z) = V((h(Az) V') AR(Vz)) = (Vh(Az) V V) A Vh(Vz) =

(h(Az) V Ve') A h(Vz). Como Vz < Az V Ve, Vz,Az,Ve,Az V Ve € B(L),
Vz < Az VVey h es un homomorfismo booleano que verifica h(Ve) = Ve’ tenemos que
(3) M(Vz) < h(Az V Ve) = h(Az) V h{Ve) = h(Az) V Ve'. De (2) v (3) resulta que
(4) VH(z) = h(Vz). De (1) y (4) resulta VH(z) = H(Vz).

(IIc) Por definicién H(~ z) = (h(A ~z) V') A R(V ~ z), luego

(5) AH(~ z) = (WA ~ &) VAE) ARV ~ 1) = (R(A ~z) V) ARV ~ T) =
h(A~z) AWV ~3) =h(A ~2x),y

VH(~ z) = (h(A ~z) VVe) ARV ~z) = (h(A ~ z) V h(Ve)) ARV ~ z) =
(MA~z VVe) AV ~z))ycomoV ~z<A~g VVe tenemos que:

(6) VH(~ z) = h(V ~ z). Como h es un epimorfismo booleano, entonces si b € B(L)
tenemos que (7) h(~ b) =~ h(b), luego ~ H(z) = (~ h(AZ) A ~ &)V ~ h(Vz) =

(h(~ Az) A ~€') V h(~ Vz), y por lo tanto:

(8) A~ H(z) = (Ah{~ Az) NA ~¢€') V Ah(~ Vz) =

(h(~ Az) A ~ Ve') V h(~ V) = (~ h(AZ) A ~ h(Ve))V ~ h(Vz) =

~ [h(Az) VA(Ve)) Ah(Vi)] =~ h((Az VVe)AVz) =~ h(Vz) = h{~ Vz) = h(A ~ z),
¥ (9) V ~ H(z) = (Vh(~ Az) AV ~ &) V VA(~ Vi) =

(h(~ Az) A ~ Ae') V h(~ Vz) = (h(~ AZ) A ~ 0) V h(~ Vz) = h(~ Az) V h(~ Vz) =
h(~ Az) = h(V ~ z).

De (5) y (8) resulta (10) AH(~ z) = A ~ H(z) y de (6) y (9) resulta (11) VH(~ z) =
V ~ H(z). De (10) y (11) resulta por el principio de determinacién de Moisil 6, 7],[14]
que se verifica H(~ x) =~ H(z).
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(I1d) Dado y € L' entonces y = (Ay Ve') AVy, como Vy, Ay € B(L') y h es un epimorfis-
mo booleano existen by,by € B(L) tales que h(b1) = Ay y h(b2) = Vy. Sea by =b; Vs €
B(L)yz = (b; Ve) Abs € L. Luego Az = (Aby VAe) AAbg = (by VO) Abg = by Abg = by,
y Vz = (Vb V Ve) A Vbs. Luego h(Az) = h(b1) = Ay, y como h(bs) = h(by) V h(by) =
Ay V Vy = Vy entonces h(Vz) = h((Vby V Ve) AVbs) = (h{(Vby) V h(Ve)) AR(Vbs) =
(h(b1) V h(Ve)) A h(b3) = (Ay V Ve') A Vy y como Vy < Ay V Ve’ tenemos que
h(Vz) = Vy, luego H(z) = (h(Az) V') ANR(Vz) = (Ay V) AVy =1y, lo que prueba
que H es suryectiva.

(III) Si H' € Epi(L, L") verifica H'(b) = h(b) para todo b € B(L) entonces
H'(z) = (AH'(z) Ve') AVH'(z) = (H'(Az) Ve') NH'(Vz) =

(h(Az) Ve') AR(Vz) = H(z).
n

Corolario 3.1 Si L y L' son dlgebras de Lukasiewicz centradas cuyos centros son c yc
respectivamente y h € Epi(B(L), B(L')) entonces la funcion H : L — L' definida por
H(z) = (h(Az) V ') Ah(Vz) es el dnico epimorfismo de L en L' que extiende a h.

Dem. Basta observar que todo centro es un eje del dlgebra y que h(Vc) = h(1) =1 =
v |

Lema 3.2 Si L y L' son dlgebras de Lukasiewicz con ejes e y €' respectivamente, entonces:
N[Epi(L, L") = N[EpiV*¥)(B(L), B(L'))].

Dem. Sih € EpitVeV¢)(B(L), B(L')), entonces por el Lema 3.1, la funcién:
H(z) = (h(Az) Ve') ANh(Vz)

verifica H € Epi(L,L'). Si ponemos §(h) = H, entonces por el Lema 3.1, (III) § es una
funcién.

Si H € Epi(L, L) por el Lema 1.1, tenemos que h = H\p(zy € EpitV®V¢)(B(L), B(L)) y
por el Lema 3.1 la extensién de h a L es el epimorfismo H, luego §(h) = H, lo que prueba
que 4 es suryectiva.

Si h,h' € EpitVeVe)(B(L), B(L')) son tales que h # h’ entonces existe b € B(L) tal que
h(b) # B'(b). Si H y H’ son los homomorfismos extensién de h y h' respectivamente
entonces H(b) = h(b) # h'(b) = H'(b), luego J es inyectiva. n

Sean L y L' dlgebras de Lukasiewicz finitas, no triviales, luego L = By x T* y L' =
B/ x T¥, donde j,k,j’,k" > 1. Probamos que H € Epi(L,L') si y solo si & = Hyp(ry €
EpiVeVe)(B(L), B(L)) luego f = ®'(h) € FI(A(B(L')), A(B(L))) debe verificar las

condiciones (C2) y (C3) indicadas anteriormente, esto es

flA(VE)) C A(Ve) y f(A(~ VE)) € A(~ Ve). ()

Luego como

N[A(Ve)] =k, N[A(VE)] =K,
NAB(L))\ A(Ve)l =3 vy N[A(B(L))\ A(Ve)] =J'
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para que el conjunto de las funciones inyectivas de A(B(L')) en A(B(L)) que verifican
(i) sea no vacio es necesario y suficiente que k > &/ y 7 = j'. Entonces por lo visto
precedentemente:

N[Epi(L, L')] = N|Epi"*Y)(B(L), B(L"))] = Vi - V; (i)

Si L = B’ xT* y notamos con Aut(L) el conjunto de todos los automorfimos de L entonces
N[Auwt(L)] = k! - 5.
Observemos que:

e Si L'y L' son élgebras con centro ¢ y ¢’ respectivamente, esto es L = T* y [/ = T¥
entonces

N[Epi(L, L')] = N[Epi")(B(L), B(L"))] = N[Epi(B(L), B(L'))] =
VviaB@)NABE) = Ve
e Si L'y L' son algebras de Boole, esto es L =2 B/ y I/ = B entonces
N{[Epi(L, L')] = N[Epi®®(B(L), B(L))] = N[Epi(B(L), B(L'))] =

Vi, vaeey) = Vi

Si L es un élgebra de Lukasiewicz finita, no trivial, sea P (L) el conjunto de sus elementos
primos y ¢ : P(L) — P(L) la transformacién de Birula-Rasiowa [4] . Si L' es un 4lgebra
de Lukasiewicz finita, no trivial, una funcién f : P(L') — P(L) se dice una H-funcién, [1]
si f es biunivoca y verifica f(Vp') = V ('), f(¢(¢')) = o(f(p')). M. Abad y A. Figallo [1]
probaron que existe una biyeccién entre las H-funciones y el conjunto Epi(L, L"), donde
aparentemente L y L' son élgebras de Lukasiewicz con eje que no son élgebras de Boole ni
dlgebras con centro. El niimero de elementos de Epi(L, L') determinado por estos autores
coincide con el que indicamos en (ii).

Claramente es mas dificil construir H-funciones, que funciones inyectivas de A(B,) en
A(Bm) que verifican las condiciones indicadas en (i).

Lema 3.3 Si L y L' son dlgebras de Lukasiewicz con ejes e y €' respectivamente,
h € EpiVeVe)(B(L), B(L')) y H € Epi(L, L") es el epimorfismo extensidn de h entonces:

(a) z€ Nuc(H)={z € L: H(z) =1} <
Az,Vz € Nuc(h) ={be B(L) : h(z) = 1},

(b) Si ha,he € EpilveVe)(B(L), B(L')) y Hi,Hs € Epi(L,L') son los epimorfimos

extension de hy y hy respectivamente entonces:

Nuc (h1) = Nuc (hy) <= Nuc(H;) = Nuc (H,).

Dem.

(a) -z € Nuc(H) <= H(z) = 1, luego h(Az) = H(Az) = AH(z) = 1y
hMVz) = H(Vz) = VH(z) = 1 esto es Az, Vz € Nuc (h).
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_ Si Az, V3 € Nuc(h), esto es h(Az) = h{(Vz) = 1 entonces
H(z) = (WAz) Ve) AR(Va)=(1Ve) Al=1

(b) — Siz € Nuc(H,) entonces por (a) tenemos que:
Az, Vz € Nuc(hy) = (por hipétesis) = Nuc (hg) luego por (a) € Nuc (Ha).

— Si be Nuc(hy) entonces Ab= Vb=0bec Nuc (hy), luego por (a):
b € Nuc (Hy) = (por hipétesis) = Nuc (Hz) luego por (a) b=Ab=
Vb € Nuc (hy).

Lema 3.4 Si L y L' son dlgebras de Lukasiewicz con ejes e y € respectivamente, Y
h e EpitVeVe)(B(L), B(L')) entonces el epimorfismo extension H verifica:
(a) Si Az =0 entonces H(z) < €'y (b) H(z) =0 <= h(Vz)=0.

Dem.

(a) H(z) = (h(Az) Ve') AR(VE) = (h(0) Ve') AR(Vz) = (0 Ve') AR(Vz) = ¢ Ah(Vz) <

(b) Si H(z) = 0 entonces h(Vz) = H(Vz) = VH(z) = V0 =0. Si h(Vz) = 0, luego
H(z) = (h(Az) V) Ah(Vz) = (h(Az) Ve) A0=0.
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