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CONSTRUCTION DES ALGEBRES DE NELSON FINIES
par

ANTONIO MONTEIRO

1 - INTRODUCTION. Soit UA=(Ay 134V 3= 4—~41) une al-
gtbre de Nelson, c'est-a-dire un N-Lattice au sens de He-
lena Rasiowa (1958). Nous nous proposons d'indiquer une
méthode de construction deé algébres de Nelson finies.
Nous dirons que dans un réticulé il existe l'implication
intuitioniste des éléments a et b, s'il existe un é-

1ément c=a=b ayant les propriétés suivantes:
1) anc4£b, 2) Si x est tel que anx<«Db alors x<c.

On voit de suite que si 1'élément a=>b existe il est

univoquement determiné,

THEOREME 1. Dans une algébre de Nelson il existe tou-

jours 1'élément a=>(-avb) et en outre a—b=

=a=(~-avb).

De ce théoréme il résulte que dans une algebre de Nel-
son finie il suffit de connaitre la table de la négation
forte (-) pour construire la table de 1l'opération — ,

car un réticulé distributif fini étant une algébre de



Heyting 1°é1ément a=b existe pour tout couple a,b.
Nous socmmes donc conduits a fixer notre atention sur les
propriétés de la négation forte dans les algébres de Nel-
son finies, Un des axiomes des algdores de Nelson, d'a-
prés la définition de¢ Rasiowa, est le suivants

A est une algeéore de Morzan, c'este-a- dire (A; 1,1,
V, =) est un réticuld distributif ayant 1 pour der-
nier élément et lfopération - verifie les axiomes sui =

vantsg

N1) -=a=a 3 N2} =(anb)= -av=b,

Rasiowa (1958) a demontré que dans une algébre de Nel-

son on a toujours:
NB) a./\"""a.é bv‘“"bo
Si une algébre de Morgan vérifie la condition N3) nous

dirons qu'elle est linéaire ou normale (Kalman (J.A.),

1958).

THEOREME 2. 81 (Ayl;~n,vy = ) est une algébre de

Morgan lindaire dans laquelle pofir chaque couple or-

donné (a,b) il existe l'implication intuitionists

a=»(~-awvDb) et si nous posons par définition:




a—+b=a==(-avb) ; la=a—-o0=a=-a

alors les axiomes (1) - (9) et l'axiome (1ll), de la

définition de Rasiowa (1958) pour les algdbres de

Nelson, sont vérifiés,

Pour que A-soit une algdbre de Nelson par rapport aux
opérations — et 71, que nous venons de définir, 11 faut

et il suffit que l'axiome suivant soit vérifie:

Axiome (10) La condition (aAb)—~c = 1 est dqui-

valent &4 a—(b—c) = 1 (Rasiowa-1958).

On peut démontrer que dans le cas actuel la seconde
condition entraine toujours la premidre, et nous sommes
ainsi conduits & -étudier les algebres de Morgan linéaires

indiquées dans le théoréme 2 que vérifient la propriété

Nt+) Si (anb)-c =1 alors a—-(b—-c¢c) =1

ol X—-y=x=(-xvy).

2. CONSTRUCTION DES ALGEBRES DE NELSON FINIES. Un é1é-
ment p d'un réticulé distributif A sera dit premier

(ou irreductible) si:

Pl) p+ o0 3 P2) Si p=avb alors ou p=a ou p=>,



Sdit A un réticulé distributif fini et W la famille
de tous ses éléments premiers. Si nous ordonnons T par
l'ordre naturel de A, alors il bien connu que ltensemble
ordonné W détermine A & moins d'un isomorfisme (Garret-
Birkhoff-1937).

Si A est une algébre de Morgan finie il ne suffit
pas de connaitre T pour déterminer A, car sur un méme
réticuld distributif fini il peuvent exister deux opéra-
tions distinctes — qui vérifient les conditions N1) et
N2).

Pour completer l'information sur T considérons 1la
construction suivante introduite par BiélynickiaBirula
et Rasiowa (1957). S1 P est un filtre premier d'une al-
gébre de Morgan alors I(P) = [-P est aussi un filtre
premier. Si A est finle nous pouvons identifier les
filtres premiers avec les éléments irreductibles de A
et alors I est une transformation de T sur | ayant les

propriétés suivantes:

I1) I est un anti-isomorphisme de W sur T .,
I2) I(I(p)) = p pour tout peTl .

Réciproquement on peut démontrer (A.Monteiro-1960)
qu'une algdbre de Morgan finie A est déterminde, &

moins d'un isomorphisme, par le couple (T, 1) formé



par l'ensemble ordonné T de tous les éléments premiers de
A et par la transformation I définie sur TV ayant les
propridtes I1) et 1I2). Nous dirons que (T, I) est

le systime determinant de 1'algébre A, Etant donné

(T, I) on peut reconstruire le réticulé distributif A
4 partir de ] (voir Birkhoff-1937). L'é1ément -x peut
8tre défini comme le borne supérieure de tous les €1é-
ments peTr tels que I(p)X =x.

De ces résultats on déduit que les seuls réticulés
distributifs finis A sur lesquels on peut définir une
négation -- ayant les propriétés N1) et N2) sont ceux
dans lesquels 1'ensemble ordonné T de tous les éléments
premiers de A admet une transformation I ayant les
propriétés 1I1) et 12),

Pour que A en outre soit linéaire il faut (Bialyni-
cki-Birula et Rasiowa-1958) et il suffit que I vérifie

la condition suivante:

13) Pour chague pé€Jl on a: soit p=I(p) soit

I(p)=p.

I1 nous reste donc & étudier la propriété N4) que
n'est pas toujours vérifiée dans une algébre de Morgan

lindaire.



THEOREME 3. Soit (A,l1,AsV, =) une algébre de Morgan

lindaire dans lagquelle pour chague couple ordonné

(ayb) il existe 1l'implication intuitioniste

a=>(~av b), alors, en posant a -b= a= (-a v b),

les conditions 'suivantes sont équivalentes:

N4) Si (anb)—c =1 alors asx(boec) =1

N%*) si (aAb)so =1 alors a>(b>0) =1

I4) L'involution I a la propriété interpolatoire,

clest-h-dires si P' et P® sont deux filtres pre-

miers tels ques 1) P! & I(P') 3 2) P'< I(P") ;
3) pvs= I(PY)
filtre premier Q tel ques P'= Q 3 PU's Q 3
Q<= I(P'Y) 3 Q<= I(P"),

N4n) (anb)—>c = a->(bag)

4) Ppn = I(P") alors il existe un

-9e

N4"t) (aab)—=c = a-s(b—c)

Dans ces conditions nous pouvons afirmer que

THEOREME 4. Pour qu'un réticulé distributif fini A

puisse 8tre muni d'une structure d'algébre de Nelson

11 faut et i1 suffit que sur 1'ensemble ordonné

(IT, <) des éléments irreductibles de A, on puisse

définir une transformation I ayant les propriétés

suivantes:

I1) I est un anti-isomorphisme deTl sur Ji.




I2) I(I(p)) = p pour tout pell .

I3) Pour chaque p ; I(p) est comparable avec p.

I4) Si p' et p" sont deux éléments de ][ tels
que : I(p')< p' 3 I(p') < p" ;3 I(p")<=< p';

I(p") < p" alors il existe un élément qeT

tel que g <p' 3 g<p" : I(p')<Lgq 3

I(p")< q .

S'il en ainsi 1'algébre de Nelson A est determinée,

% moins d'un isomorphisme par le couple ([T , I).

3. EXEMPLES. Considérons le réticulé distributif A
dont le diagramme est indiqué dans la figure 1. La fami-
lle des éléments premiers de A a le diagramme indiqué

dans la figure 2,

Fig. 1 Fig. 2



11 existent deux transformations I de TT sur [T
ayant. les propriétés I1) - I4). Soit I(a)= e , I(a)=a
I(b)= f.- 4 I(f)= b , I(d)= d. A partir de cette
transformation I on obtient les tables des opérationg
- et — indiquées ci joint qui définissent sur A une struc-
ture d'algébre de Nelson. L'autre structure possible
st'obtient & partir de la transformation I(e)=Db ,
I(b)=e *y 1(f)=1a , I(a)=f , I(d)=d , qui a
aussi les prépriétés 1) -Ik).

X =X o a b c d e 1
X—>y
) 1 ° 11111111
a £ a 11111111
b e b 1 1111111
c d c 11111111
d c d c ¢c¢c ¢ 1 1 1 1
e b e b ¢ be £ 1 £ 1
f a f a a ¢c c¢c e e 1 1
1 o 1l o a b e d e £ 1

Considérons le réticulé distributif A dont le dia-
gramme est indiqué dans la figure 3. La famille Tl des
41éments premiers de A a le diagramme indiqué dans la

figure 4,



Fig. 3 Fig, 4

Dans ce cas 11 existent deux transformations deTTsur [
ayant les propriétés 1I1) - I3), mais ces deux transfor-
mations n'ayant pas la propriété interpolatoire, il n'est
pas possible de définir sur A une structure dtalgébre

de Nelson.
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