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SUR LES ALGEBRES DE HEYTING TRIVALENTES

par

Luiz F.T. Monteiro

1. INTRODUCTION

Nous nous proposons dans cette note de déterminer le
nombre d'éléments de lfalgdbre de Heyting trivalente
avec un nombre fini de générateurs libres. Pour cela
nous avong besoin de rappeler un certain nombre de dé-
finitions et d'indiquer les principaux théorémes qui

interviennent dans la résolution du probléme indiqué.

o —>)

81ément o €A; 392) trois ope i

V=2 définies sur A; sera 4iv |

8 ‘tin sl les axioinas
tout a.b,c de A) s



A0) oAa =90

Al) a-ra =Db-=>b

42) (a—=>b)Ab =D

A3) aA(a—b) =anrb

AY) a->(bagc) =(a-vc) ~(a—sb)
43) (avb)=c = (a—=>c)(b=>g)

Noug dirons aussi

pour abréger que A est une algdbre

de Heyting.

A propos de cette notion voirs T. Skolem (1919) (l),
G. Birkhoff (1933) p.%593; (1940) p.128; (1948) p.147, M.
ward(1938); et pour la définition 1l.1ls A.Monteiro (1955).

Nous avons adopté la terminologie de H. Rasiowa et R.
Sikorski (1953). Les axiomes de la définition 1.1 sont
indépendants (A. Monteiro (1955)).

I1 est bien connu qu'une algédbre de Heyting est un
réticulé distributif ayant par dernier élément 1 = x-»x.
L'opération de négation 7] se définit au moyen de la for-
mule JX = X-90 .

Tout réticuléd distributif fini A est une algébre de
Heyting si l'on définit a—>b comme le plus grand é1lé-
ment x qul vérifie la condition aAx £D .

La notion d'algdbre de Heyting joue dans le calcul
propositionnel intuitioniste (A. Heyting, 1930); V. Gli-

(1) Voir la liste bibliographique & la fin de cette note.



venko (1929, 1929 a) un rdle analogue ) celui des algdbres
de Boole dans le calcul propositionnel classique.

Nous allons nous occuper de la classe particuliére
dtalgdbres de Heyting, indiquée déns la définition
suivantes _ '

1.0, DEFINITION; Urie algdbre de g‘ex‘ ting A sera dite

trivglente si 1'égalité suivante est vérifiées

() ((a—>c)—>b)—=>(((b—>a)—>b)—>b) =1 gquels que

soient leg éléments a, b et c de A .

Indiquons 1'exemple le plus simple d'une algébre de
Heyting trivalente T, quli n'est pas une algdbre de Booles
T est l'ensemble formé par trois é1éments distincts
T = {0, 8, 1} sur lequel on définit les opérations A, \V,
et —» au moyen des tables suivantes (auxquelles nous ajou-

tons la table de 1l'opération-—j):

Alo a 1 vio a 1
o] o o o olo a 1l
ajlo a a ala a 1
1lo a 1 1l 1 1
->| 0 a 1 x| =
oj1 1 1 —;— 1l
alo 1 1 a o
lj o0 a 1 1l o




b

Cette matrice a ét8 considérée pour la premidre fois
par A. Heyting (1930).

Lialgdbre de Boole B = {o 9 1} est une sous-algébre
de T que nous aurons & utiliser par la suite.

Le prodult cartésien d'algébres de Heyting trivalen-
tes et les sous-algébres d'un tel produit sont des
algébres de la méme nature. Nous montrerons plus loin
que toute algdbre de Heyting trivalente peut &tre obte-
nue comme une sous-algdbre dtun produit cartésien d'un
certain nombre d'algdbres T.

Nous avons & utiliser le résultat suivant qui est

facile a démontrers

me T est éguivalent 3 chacum de

Axiome T's ( Tla-»b)—>(((b-®a)-wb)—wb) = 1, quels gque

Axiome T''s b= ( ja—»b)A-((b—>a)-»b)), gquels que
soient les éléments a et b de 4.

2. HOMOMORPHISMES ET THEOREME DE REPRESENTATION

Une application h d'une algébre de Heyting 4 sur

une algébre A' de la m8me nature est un homomorphisme



sl les conditions suilvantes sont vérifidess
H1) h(anbd) = h(a)\/\ h(b)
H2) h(avbd) = h(a) vh(b)
H3) h(a->b) = h(a)—h(b)
H+) h(o) = o

La théorie des homomorphismes pour les algébres de
Heyting a été &tudide par L. Rieger (1949) et aussi par
A. Monteiro (195%). Le noyau de l!homomorphisme h est
l'ensemble D de tous les éléments x de A tels que
h(a) = 1€A', _

I1 est facile de voir que D est un filtre de A.

°

2.1, DEFINITION: Une partie D d'une algébre de
eyting est un systéme déductif 19 € D, 29

8l a€D et a-—>beD alors beD (modus ponens).

Nous dirons gue D est propre si D i A

Dans une algdbre de Heyting la notion de systdme
déductif est équivalente & celle de filtre (A. Montei-
ro, 195%, p.154%) |

Nous supposons connu le résultat suivants

Etant donné un filtre D de A posons amb (mod.
D) si (a—>b) A(b—>a) e D. La relation ainsi définie est
une relétion d'équivalence compatible avec les opéra-

tions A 4, Vv ,~>, L'algébre quotient correspondante sera



représentée par la notation A®' = A/D. 8i h(a) est 1la
classe dféquivalence (mod. D) qui contient 1'élément

a€ A alors h est un homomorphisme de A sur A!' ayant par
noyau D. Toutes les images hcmomorphes de A peuvent 8&tre
obtenues de cette manidre. Tous ces résultats sont en-
core valables, si nous nous bornons & considérer des

algdbres de Heyting trivalentes. Rappelons ques

2.2, DEFINITION: Un filtre P de A est premier si

P est un filtre propre et si la condaition avbeP

entratne ac¢P ou beP.

203 DEFINITIO Un filtre premier M de ra dit
un filtre premier minimal si la condition suivante

est vérifide; si P est un filtre premier tel gue

= alor P =M.

Les filtres premiers minimasux de & sont les complé-

mentaires des idéaux maximaux de A.
ol T n filtre premier era dit
un ultrafiltre si 2) U est un filtre propre: 2%

si un filtr ropre est tel que U<« F alors F=1U.

Nous allons maintenant careactériser les algébres de



Heyting %4rivalentes au moyen de propriétés de la famille
des filtres premiers.

algébre de Heyting trivalente A alors le guotient
est isomorphe goit 'algdbre T soit & B.

Comme dans toute algébre de Heyting A l'ensemble {lj
est l'intersection de tous les filtres premiers mini-
maux de A, on montre facilement, en tenant compte de

2.7y ques



Indiquons la démonstration dans ses lignes générales.
Soit E la famille de tous les filtres premiers minimaux
de A et considérons la famille S?=TE de toutes les
fonctions définies sur E et prenant leurs valeurs dans
T, algébrisées point par point. Il est clair que \c)rest
une algébre de Heyting trivalente, car si nous posons

Ti;" T pour tout i€E alorss

F-TT=

i€E

Etant donné un filtre premier minimal M€ E soit
m l'homomorphisme naturel de A sur A/M. Dans ces
cohditions 3 chaque élément feA falsons correspon-
dre la fonction F définie par 1'égalité

F(M) = n(f£)

Comme m(f)e T alors FE?. On démontre facilement
que la transformation \P(f) = F est un isomorphisme de
A sur une sous-algdbre de ?et le théoréme est démontré.

La notion d'algdbre de Boole est évidemment un cas

particulier de celle d'algdbre de Heyting trivalente.
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Dans ce¢ cas particulier la démonstration que nous venons
d'indiquer collncide avec la démonstration du théordme de
représentation de M. Stone (1936) pour les algdbres de

Boole.

3. LE RADICAL TRIVALENT D'UNE ALGEBRE DE HEYTING

Nous allons indiquer une construction qui permet d!ob-

tenir une algdbre de Heyting trivalente A partir d'une
algébre de Heyting donnée.

3s1. DEFINITIONg Un filtre F d'une algébre de
Heyting A sera dit: 12) bivalent si F est isomor-

phe 3 B 3 29) trivalent si A/F est isomorphe & T.

Il est évident que la notion de filtre bivalent

colnclide avec celle d'ultrafiltre.

1y IC e radical trivalent d'une algdbr

de Heyting A est l'intersection E3§£) de tous les
filtres bivalents et trivalents de A.

Cette notion est & rapprocher de celle de radical

de A, qui est, d'aprés A. Monteiro (1954, p.157),
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ltintersection 32(,&} de tous les ultrafiltres de A.

((a=2c)->b) > (((b->a) >b) > D)

3.4. THEORE Si A est une algdbre de Heyting alors

t(A) = 3 est une algébre de Heyting trivalente
«5. THEO Pour gqu'une algébre de Heyting A soit

trivalente il faut et 11 suffit que R3§M = 512 o

3.6, THEOREME; Si h est un homomorphisme d'une al-
gébre de Heyting A sur une algdbre de Heyting triva-
lente A' et si D est le novau de cet homomorphigme
alors R3(4) = D.

3.7, THEOREME; Si 1'algébre de Heyting trivalente
A' est une image homomorphe de l'algdbre de Heyting

alor ! egst une image homomorphe de t =

=A/R3(A)



1l

%, ALGEBRES TRIVALENTES LIBRES

La notion d'algdbre de Heyting libre se définit de
la manidre habituelle.

4,1, DEFINIT i ¢ est un nombre cardinal (c>o

nous dirons gue l'algdbre de Heyting L est une al-
gdbre libre avec c générateurs libres si les condi-
tions suivantes sont vérifiéess

L') L contient un ensemble G de puissance c, telle
que L goit la sous-algdbre de L engendrée par G.
L'') Si f est une application de G dans une algédbre
de Heyting A alors il existe un homomorphi sme ; de
L dans A que prolonge f, c'est-gjgre tel que fgg)=
= f(g) pour tout g € G.

Lorsque nous vopdrons mettre en évidence le nombre
cardinal c¢ nous écrirons L=1Lg. 81 n est un nombre
entier (n> o) nous écrirons Lp pour indiquer 1'algdbre
de Heyting libre avec n générateurs libres.

Rappellons la construction de L, qui est bien connue.
Soit6451'ensemble formé par les symboles suivantss 192)
une constante f3 .22) une famille G = {31 1 €1 de sym-

boles qu'on appelle les variableé propositionnelles;
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39) les comnectifs A, V,-»; 42) les parenthdses (,
) .

L'ensemble £ des formules (bien formées) est le plus
petit ensemble tel ques

FO) fe £ 3 Fl) gye £, pour tout 1 € I

F2) SiXecf et YE£ alors (XAY)c£,

(XvY)e £ et (X->Y)ef .

L'ensemble ( des thdses est la plus petite partie de
£ que vérifie les conditions suivantes (ot X, Yet 2
représentent des formules quelconques):

Al) (X>(¥—>X)) e G

42) ((X—>(Y>2))>((X~>Y)~(X—~>2))) e C

A3) X—>XviI) e

AY) (¥>(XxvI) e G

A5) ((X=>2)- ((¥-2)-> ((X~vD)—-2))) e &

46) ((XAY)>X)€ G

A7) (XAY)>Y)e &

48) ((X->Y)— ((X=2)—>(X>(¥r2)))) e &

A9) (£>X)e &

M.P.) S1 XeG et (X>Y)e& alors YeQ .

Pour chaque couple ordonné (X,Y) d'éléments de £ po-
sons X =Y (mod. %) sit (X>Y) A(Y>X) e . Cette re-
lation = est une relation d'équivalence définie sur £ ,
compatible avec les opérations binaires A ,~, ~>,

81 Xe £ soit |X| 1la classe d'équivalence relative
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4 = qui contient X et représentons par L = £ /=
1'ensemble de toutes les classes da'équivalence.

Si nous posons

o = |fI|

X1 A Y] = 1 XAY
Xl v 1Yl = 1XvY
X} — 1Yl = |X->YI

alors il est bien connu, que le systéme (L, 0, A,V ,~>)
est 1'algébre de Heyting libre ayant les c¢ généra-
teurs libres g4l (T. Ogasawara (1939) et L. Rieger
(1949)).

La définition des algdbres de Heyting trivalentes
libres est analogue 3 celle indiquée dans Y.1; 11 suffit
de remplacer l'expression "algébre de Heyting" par "al-
gdbre de Heyting trivalente". Pour représenter une telle
algébre nous utiliserons la notation L3 ou L3c. Pour ob-
tenir une construction de L3 nous prenons le méme alpha-
bet et le m8me ensemble £ de formules, et nous définis-
sons l'ensemble des "théses trivalentes" comme la plus

petite partie &3 de £ telle que

A1')  (X—>(Y—=X)) e &3
421)  ((X>(¥—>2)) =((X—=T)—~ (Xx>2))) « &3
A3') (X>(XvY)) € &3
A41) (Y (X~1)) € B3



A5')
A6')
A7")
A8')
A9')

14

((X>2)=>((T=>2)>((XvT)=>2))) « T
((XAY)>X) e T3 |
((XAY)>Y)e B3

((X=Y) > ((X—~>2)->(X—>(¥ ~2)))) e &3
(f-X) e &3

410") (((X>2)>¥)—>(((¥>X)>¥)>Y)) e G
M.P.) 81 X e B3 et (X—Y¥)e C3 alors Y€ 3

Pour chaque couple ordonné (X,Y) d'éléments de £ po-

sons X~Y (mod. Z3) si: (X=>Y)A(Y¥—>X) e 23. Cette rela-

tion ~ est une relation d‘'équivalence définie sur £,

compatible avec les opérations binaires A,V ,—>.

81 Xe £ soit IX]| la classe d'équivalence relative

& = qui contient X et représentons par 3= £ /=~ 1l'en-

semble de toutes les classes d'équivalence.

S1 nous posons

o = lIfll

Xt A WYl = ix Ayl
X v Yl = ix vyl
X — tyfl = x—>xll

alors le systdme (L3, 0y A,V ,>) est 1'algdbre de

Heyting trivalente libre ayant les ¢ générateurs libres

L'algdbre libre L3 peut &tre définie trds simplement

a4 partir de L.
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4,2, 0 3= 1/83

Considérons avec J. Lukasiewicz (1938) 1le calcui
propositionnel ayant pour matrice caractéristique l'al-
gébre de Heyting trivalente T. Pour cela soit £ l'en-
semble (des formules) défini précédemment. Etant donnée
une formule X€ £ supposons que les variables proposi=-
tionnelles qui figurent dans X désignent des variables
sur T et que f désigne l'élé;ent oe T. Nbus obtenons
ainsi une fonction définie sur l'ensemble TI et prenant
ses valeurs dans T que nous représenterons par la nota-
tion X

Si Xp est la fonction identiquement égale & 1 nous
dirons que la formule X est valable dans‘T ou que X est
une tautologie dans T. Soit U 1'ensemble des formules
valables dans T. Lukasiewicz (1938) a montré que le
calcul propositionnel intuitioniste trivalent ainsi ob-
tenu est axiomatisable et que 7% = 33.

Remarquons que les axiomes schémas considérés par
Lukasiewicz sont distincts mais équivalents 3 ceux que
nous indiquons dans cette note,

En particulier nous avons remplacé l'axiome schéma
de Lukasiewiczs ((']X—aY)~>(((Y~>X)—>Y)~>Y))‘5753 par
l'axiome Al10') ol ne figure que le connectif d'impli-

cation. Nous avons adopté ces changements parce que la
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plupart des résultata que nous indiquons sont encore va-
lables dans lé segment du calcul propositionnel intui-
tioniste trivalent ol ne figure que le connectif d'impli-
cation et un tel calcul peut 8tre caraci:érisé par les
axiomes schémas Al'), A2'), A9') et la rdgle M.P.). Dans
~une autre note nous préciserons les ré's'ulta-ts que nous
avons obtenu dans cette direction.

Remarquons encore que si l'on suprimes 12) le connec-
tif v de 1'alphabet 29) les axiomes schémas A3'),
A4'), et A5') dans la définition de’Z3; nous obtenons
un calcul propositionnel équivalent & condition dtadop-
ter la définition:

XvY = ((X>Y)>¥) A ((Y=X)>X)) ;
voir & ce propos J. Lukasiewicz ((1938), p. 96).

Remarquons finalement que pour obtenir L3 on peut
procéder de la manidre suivantes &tant donné le couple
(X,Y) de formules de £ posons X 5¢ Y pour indiquer que
les fonctions X, ot Y, sont identiques sur el $ alors
on peut montrer que cette relation colncide avec la re-
lation = (mod. 33) et dans ces conditions 1l'algdbre
quotient £/¢z est identique & L3. Nous avons ainsi deux
méthodes distinctes (qu'on appelle souvent la méthode
syntactique et la méthode sémantique) pour obtenir L3.
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5. LES ALGEBRES DE HEYTING TRIVALENTES LIBRES AVEC UN
NOMBRE FINI DE GENERATEURS.

Nous nous proposons maintenant de déterminer 1ltal-
gébre de Heyting trivalente libre Lg avec un nombre fini
nYo de générateurs. Nous savons que Lg est un réticulé
distributif fini, donc tous les filtres F de Lg sont des
filtres principaux c'est-a-dire pour chaque filtre F il
existe un élément f ¢ Lg tel que F est la fahille de
tous les x € Lg tels que f £ x; dans ces conditions nous
dirons que f est le générateur du filtre F, ou que F est
le filtre engendré par 1'élément f et nous écrirons
F = F(f).

Pour que P soit un filtre premier il faut et 1l suffit
que le générateur p de P soit un élément premier, c'est-
d-dire que: 12) p#+ o, 22) si p= avb alorsoup=a |
ou p= b

D'aprés‘un résultat de G. Birkhoff (1937) un réticulé
distributif fini est déterminé A moins d'un isomorphisme
par l'ensemble ordonné de ses éléments premiers. Dans ces
conditions pour déterminer L% 11 nous suffit de connaiftre
l'ensemble ofhonnéTTa des é1éments premiers de L3.

Soit G = {gl,gz,....,gn} 1'ensemble des générateurs .
1ibres de L3. D'aprds la définition de L3 toute applica-
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tion £ de G dans T peut étre prolongée & un homomor-

phisme f de I.f"1 dans T. Soit P, le noyau de T c'est-a-
dire l'ensemble des x € Lg tels que f(x) = 1. On voit
tout de suite que Py est un filtre premier de Lg. Soit
Pge TI'?1 le générateur du filtre premier Py, alors on

peut montrer ques

.1, THEO La transformation = D¢ qu'a

chagque spplication f de T® fait correspondre 1'&1é-

ment p., est une transformation biunivogue de Iﬁsvg
113,
—_—nt

Comme TG a 3 81éments alors 1'ensemble ordonné']'\'?1
a 32 éléments. I1 ne nous reste qu'indiquer la relation
d'ordre entre les éléments deTTg.

Pour connattre £ € T¢ 11 suffit de connattre les va-
leurs f(g;) = f; , f(ga) = Loyeeeeyflgy) = £ (ol £f3eT
pour i = 1,2,....,n). Nous pouvons donc représenter f
par la suite £ = (f},f5y00..,f,) et d'aprds 5.1 nous
pouvons utiliser aussi cette suite pour représenter
1télément Ppe

Remarquons que si P est un ultrafiltre de Lg alors
Py est un élément minimal de 'IT,:?1 et que si P est un
filtre premier minimal de I.i alors p, est un élément
maximal de TTi « D'aprds le théordme 2.5 tout élément
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de TTg est minimal ou maximal.

Caractérisons maintenant les suites qui représentent
les é1léments minimaux de TT?1 .

2.2+ THEOREME; Pour que pe soit un é1ément minimal
de TT3 11 faut et 11 sufrfit aue £, soit éeal & o ou 1.

D'aprés 5.2 si Py n'est pas un élément minimal de
TT3 alors 11 existe un indice 1 = 1,2,e00.4n, tel que
n
fi = &,

5.3. THEOREME: Pour que pfip! il faut et i1 suffit
gque les conditions suivantes soient vérifides:

19) fy=o0 oufy =1

29) 11 existe au moins un indice i tel gque £,.# hy
3%) hy=o0 si et seulement si £, = o

49) 81 f£4 =1 alors hy =a ou hy =1

L'ensemble ordonné (Trg, 4£) étant maintenant connu,
Lg est déterminé 3 moins d'un isomorphisme. A partir de

5.2 et 5.3 nous avons démontré que:

Selts THEOREME: Le nombre ML3} d'éléments de I.]'? est
donné par la formule:
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n
k n
TT2-t (%)
N(Lg) = Yo (22 4+ 1)

En particulier N(L3) = 63 N(L3) = 162; N(13) =
= 5.078.21%; N(LJ) = 781.253.72%.434.352.747.138.

Les démonstrations de ces résultats seront indiquées

dans un autre travail.
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