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INTRODUCCION

Con el objetivo de encontrar una nocign algebraica
que desempefiase en el estudio del cédlculo proporsional tri-
valente de Lukasiewicz un papel andlogo al que desempefia el
concepto de dlgebra de Boole en el cilculo proposicional
cldsico, Gr.C.Moisil [ (1940), (1941)] introdujo la nocién de
dlgebra de Lukasiewicz trivalente, que es ademis una ‘genera
lizacidn de la nocién de dlgebra de Boole.

Este autor tomé como conectivos primitivos la con-
juncidén (A), la disjuncién (v) , la negacidn (~) y la posi-
bilidad (V) , que pueden definirse, como es bien conocido,
a partir de los conectivos primitivos considerados por
Lukasiewicz, que son la implicacién de Lukasiewicz ( » ) y
la negacién (~), por medio de las férmulas siguientes:
avb=(a»b)»b; a Ab=~(~av~ b); Va = ~a» a.
Reciprocamente,la implicacién de Lukasiewicz puede definirse
por la foérmula a » b= (v ~avb) A (Vbyv~ a). Desde
el punto de vista del 4dlgebra, los conectivos introducidos
por Moisil son de manejo mis sencillo.

P.Halmos [ (1955),(1962)] mostré que la nocidén de &1
gebra de Boole monddica es el instrumento algebraico adecua
do para el estudio del cdlculo de predicados monddicos en la
l6égica clésica.

Estas dlgebras, que también son conocidas con el nombre de
dlgebras S5 de Lewis [ Lewis and Langford (1932) p.501], ha-
bian sidos estudiadas anteriormente por varios autores, pe
ro fué Halmos el primero en demostrar que toda dlgebra de
Boole monddica admite una representacién funcional rica.

En este trabajo introducimos el concepto de &dlgebra
de Lukasiewicz trivalente monidica, que generaliza al de
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dlgebra de Boole monddica, y estudiamos los problemas esen
ciales que plantea esta estructura algebraica.

En el capitulo 0 exponemos, sin pretenciones de ori
ginalidad, resultados de la teoria de las dlgebras de
Lukasiewicz trivalentes que nos son necesarios ulteriormente.

En el capitulo I se introduce el concepto de dlge-
bra de Lukasiewicz trivalente monddica, como una abstraccidn
de la estructura de un dlgebra funcional, de manera andloga
a la indicada por Halmos para el caso de las dlgebras de
Boole monddicas. El lector interesado s6lo en los resulta-
dos esenciales puede omitir la lectura de clertos temas es-
peciales de este capitulo: pédrrafos 4 y 6.

En el capitulo II se estudian los homomorfismos, la
construccién de imdgenes homomorficas y se caracterizan los
filtros que son ndcleos de dlgun homomorfismo (M-filtros).
En particular se estudian los M-filtros médximos y las dlge
bras de Lukasiewicz trivalentes monddicas simples.

En el capitulo III demostramos que toda dlgebra de
Lukasiewicz trivalente moniddica con mids de un elemento es
subproducto directo de dlgebras de Lukasiewicz trivalentes

monddicas simples, lo cual suele expresarse diciendo que
las dlgebras de Lukasiewicz trivalentes monddicas son semi-
simples. Estudiamos algunas particularidades de las &dlgebras
de Lukasiewicz trivalentes monddicas finitas y probamos

que toda dlgebra de Lukasiewicz trivalente monddica finita-
mente generada es finita. Estos resultados son de gran im-
portancia por su aplicacién a la determinacidn de la estruc
tura de las dlgebras de Lukasiewicz trivalentes monddicas
con un ndmero finito de generadores libres-uno de los obje-
tivos fundamentales de nuestro trabajo-que estudiamos en el
capitulo TV. En el mismo capitulo indicamos una fdrmula

que di el numero de elementos de un dlgebra de Lukasiewicz
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trivalente monddica con n generadores libres. Para el caso
de un generador libre el dlgebra de Lukasiewicz trivalente
monddica tiene 104.976 elementos.

Finalmente, en el capitulo V damos un teovrema de
representacidén de un dlgebra de Lukasiewicz trivalente mo-
nddica por medio de un dlgebra funcional rica que es otro
de los objetivos de este trabajo. Algunas de las técnicas
aqui utilizadas, son andlogas a las indicadas por
A.Monteiro (1956) para las dlgebras de Boole moniddicas.

En una comunicacidén a la Unidn Matemadtica Argentina
(1968) adelantamos algunos de los resultados expuestos en
esta tesis.

Queremos destacar aqui que este trabajo no podria
haberse realizado sin el importante influjo que el Profesor
Antonio Monteiro ha ejercido en el Instituto de Matemética
de la Universidad Nacional del Sur durante mis de doce afios,
a través de sus investigaciones, cursos y seminarios en el
campo de la 16gica algebraica.

Deseo expresar mi reconocimiento al Profesor Antonio
Diego por la atencidn que nos prestara, por sus valiosas su
gerencias que nos permitieron mejorar algunos resultados,
asi como por sus indicaciones tendientes a perfeccionar la

redaccidn y presentacidn de este trabajo.
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CAPITULO O
ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ TRIVALENTES

0.1. DEFINICIONES Y REGLAS DE CALCULO.

La teoria de las 4lgebras de Lukasiewicz trivalen-
tes fué fundada y desarrollada por Gr.C.Moisil (1940,1941,
1960).

A.Monteiro (1963,1964) indic6é una nueva axiomitica,
equivalente a las indicadas por Moisil, que pasamos a rese-

nar.

0.1.1. DEFINICION. Un sistema (A,1,~,V,A,V)

~formado por 1°) un conjunto no vacto A; 2°) un ele-
mento 1 de A; 3°) dos operaciones unarias, ~ ,V ,
definidas sobre A; 4°) dos operaciones binarias, A,
vV, definidas sobre A - se denomina un dlgebra de
Lukasiewicz trivalente si se verifican los axtomas

siguientes (para todo X,y,z de A):

LO) x v 1 =1
L1) x A (xVvy)=x
L2) x A (y v z) = (z A Xx) Vv (y A X)

L3) ~~Xx = X

L4) ~ (X A Yy) =~XV ~Yy
L) ~x vvx =1

L6) XA ~X = ~X AVX
L7) V({xAy) =VXAVYy

Para simplificar el lenguaje, diremos que A es un
dlgebra de Lukasiewics trivalente o mds sencillamen

te que A es un dlgebra de Lukasiewicsz.
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Posteriormente probamos que LO es consecuencia de
L1-L7 y que los axiomas L1-L7 son independientes (L.Monteiro
(1964 a)). Por lo tanto podemos tomar como axiomas para de
finir un 4lgebra de Lukasiewicz L1 a L7.

De los axiomas L1 y L2 resulta [M.Sholander (1951)]
que el sistema (A,A,v) es un reticulado distributivo. Los
axiomas L1-L4 establecen que el sistema (A,~,A,v) es un re-
ticulado de DeMorgan [Gr.C.Moisil (1935), J.Kalman (1958),
A.Monteiro (1960),(1962),(1966), L.Monteiro y D.Picco (1963),
R.Maronna (1964), M.L.Gastaminza y S.Gastaminza (1968)].

Utilizando los axiomas L1,L2,L3 y L5 se prueba
[L.Monteiro (1964a)] que en un dlgebra de Lukasiewicz A
vale:

L8) x v 1 =1, para todo x € A.

Entonces el sistema (A,1,A,v) es un reticulado distributivo
con Ultimo elemento 1 y de acuerdo a la terminologia intro-
ducida por A.Monteiro (1960) el sistema (A,1,~,A,v) es un
dlgebra de DeMorgan. Al respecto de esta nocién ver
A.Bialynicki-Birula (1957), A.Bialynicki-Birula and H.
Rasiowa (1957) y A.Monteiro (1962,1966).

Se verifica facilmente que en los reticulados de
DeMorgan se cumple:

L) ~(xvy) =~x ~y ,

Yy que en las &lgebras de DeMorgan 0 = ~ 1 es el primer ele-
mento del reticulado (A,A,v).

En un dlgebra de Lukasiewicz son vdlidas las siguien
tes reglas de cdlculo [ver A.Monteiro (1963),(1964)] :

L10) x A 1 = x L11) x € Vx
L12) v 1 =1 L13) V0 =0
L14) Si x <y entonces V x < Vy L15) x v V~x = 1



L16) ~Vx v Vx =1 L17) ~Vx A Vx =9
L18) VV«x = Vx L19) V(xVvy) =VxvvV y

Un elemento b de un reticulado A con primer (0) y

Gltimo elemento (1) se dice booleano si existe b' A tal
que b v b' =1y bAb' =0. Si A es distributivo, entonces
1) E1 complemento, b' de b, si existe, es dnico y 2) el con

junto de todos los elementos booleanos de A, que notaremos
B(A) forman un subreticulado de A, que es un dlgebra de
Boole [G.Birkhoff, (1967)1 .

0.1.2. DEFINICION. Un elemento X de un dlgebra de

Lukasiewicz A se dice invariante st VX =X

0.1.3. LEMA. X es invariante sssi X es booleano.
(Moisil (1940)).

Por lo tanto, si A es un dlgebra de Lukasiewicz,
entonces:

B(A) = {x € A: V x = x}.
0.1.4. LEMA. SZ A es un dlgebra de Lukasiewicsz,

X €A yb € B(A) entonces: I) b A x = 0 ssst
X <~b; IT) bv x =1 gssi ~x < b.

Recordemos que en las dlgebras de Lukasiewicz se de

nomina operacién de j )sibilidad a 1la operacidn unaria V.

0.1.5. DEFINICION. En las dlgebras de Lukasiewicsz
se denomina operacidén de necesidad al operador una-

rio A definido por A x = ~V ~ x.

]

Es féacil ver que: B(A) {x € A: A x = x}.

En toda dlgebra de Lukasiewicz son vidlidas las si-

guientes reglas de cidlculo (Gr.C.Moisil (1940), ver también



A Monteiro (1963),(1964)).

L20) ~x A Ax =0 L21) x v ~x = ~x v A x
L22) A (x A y) =Ax AAYy L23) & x < x

L24) A 1 = | L25) A 0 =0

L26) Si x <y, entonces A x <Ay L27) x M & ~x =0

L28) ~A x v A x = 1 L29) ~A x AAXx =20
L30) A Ax = A x L31) A(x v y) = Ax v Ay
L32) VA x = A x L33y AV x =V x

Vamos a enunciar una propiedad muy importante de las

dlgebras de Lukasiewicz, que provee un potente método para

demostrar igualdades.

0.1.6. LEMA. (Principio de Determinacidén de Moisil’.
Para que X* =y es necesario y suficiente que A X = Ay
y Vx =V y. Moisil (1940) (1941); L.Monteiro, (1968a)).

0.1.7. COROLARIO. Para que X <y es necesario y suficien
te que A x <Ay y vx <Vy.

Mediante la aplicacién de 0.1.7. y las reglas de cdlcu

lo, es facil ver que:

0.1.8. LEMA. En un dlgebra de Lukasiewicz se verifica
la sigutente condicidn: (K) x A ~x <y VvV ~ vy, cuales~-
quiera que sean X e y. (ver por ejemplo A.Monteiro
(1964)).

Recordemos que un reticulado de DeMorgan se dice Nor-

mal (J.Kalman (1958), o Lineal (A.Monteiro (1960)), si veri

fica la condicién (K). Las algebras de DeMorgan que verifi

can la condicidén (K) se denominaridn dlgebras de Kleene (St.

Kleene (1938),(1952). Por lo tanto, de acuerdo con esta ter

minologia, las &lgebras de Lukasiewicz son 4dlgebras de

Kleene.



El siguiente resultado se debe a A. Monteiro: "Si A es
un digebra de Kleene y x € A tiene un complemento booleano
=X, entonces -x = ~ x'"; la demostracién de este autor fuéd
reproducida en R. Cignoli (1965). Una versién simplificada
de la misma puede verse en L. Monteiro (1969). Luego, si A
es un dlgebra de Lukasiewicz y b € B(A), entonces su comple
mento booleano es ~ b.

0.7.9. DEFINICION. Una parte no vacia A' de un algebra
de Lukasiewicz A se dice una subdlgebra de A, s7 A' es
cerrada con respecto a los operadores ~,V, V. También

diremos que A' es una L-subdlgebra de A.

0.1.10. DEFINICION. Un dlgebra de Lukasiewicz A se dz

ce completa, si A es un reticulado completo.

Como toda 4lgebra de Lukasiewicz es un reticulado de
DeMorgan, entonces:

0.1.11. LEMA. S7 existe el supremo (infimo) de una fa-

milia no vacia {ai}ieI’ entonces tambien existe el in-
fimo (supremo) de la familia {Nai}iel y ademds:
~ ‘\! ai - I,\ ~ 7. (~ /‘\ ai = \/ ~ ai).

iel iel iel iel

0.1.12. LEMA. En = dlgebra de Lukasiewicz vale la si-

gutente <gualdad X = (A X VvV ~X)AN VX, o lo que es equt
valente x = (VX A ~Xx) v A Xx.
DEM. (A XV ~x)AN Vx=(XV~X)AVXx-=(XAV X)V
V{(~XAVX)=xV (~XAVX)=xV (~X A X) = X.

0.1.13. LEMA. En un dlgebra de Lukasiewicz:"A x = 0

sssl X K ~ x".



DEM. Si A x = 0, entonces como x = (A X V ~x) A V x, ten-
dremos x = ~x A V x <~ x. Reciprocamente si, x < ~ x, en-
tonces A x = X AAXS<~X AAX =0, luego A x = 0.

0.1.74, LEMA. En un dlgebra de Lukasiewicz A, si existe
a =V a, , entonces también existe Y V a. y ademds:
iel iel
Va=YVY va,
. 1
iel
DEM. Por hipdtesis a; < a para todo i € I, luego como V es
mondtono: (S1) V¥ a; < Va, para todo i € I.
Probemos que (S2) Si x € A verifica V a; < X, para todo
i € I, entonces Va < x. En efecto, si Va, < x, para todo
1€ I, entonces: (1) Vai = A¥7ai < A x, para todo 1 € I.

Como (2) a, S:Vai, para todo i € I, entonces de (2) y (1)

resulta a, < A x, para todo i € I; luego a =V a, <AX,y
* iel

por lo tanto Va <VA x = A x. Luego, como A x < x, se tie-

ne Va<x. (S1) y (S2) prueban el lema.

0.1.15. COROLARIO. S7 A es un dlgebra de Lukasiewicz,

{bi}ieI una familia de elementoe de B(A) y si existe

b =Y bi’ entonces b € B(A).

DEM. Vb =V (VY b.,) =VYvb. =V b. =b
. 1 . 1 . 1
iel iel iel
De 0.1.15. resulta inmediatamente que:
0.1.16. COROLARIO. SZ A es un dlgebra de Lukasiewicsz

completa, entonces el dlgebra de Boole B(A) es comple-
ta (L.Monteiro (1965)).



0.1.17. LEMA. En un dlgebra de Lukasiewicz, si existe
V' y.entonces existe V x A y.) y ademds V (x A y.) =
. 1 . 1 . 1
iel 1el iel
=x A (V yi).
iel
DEM. Sea y =V Y;» luego Y; SY, para todo i € I y por lo
iel
Yy por lo tanto (S1) x & Y; SX Ay, para todo i € I.
Probemos que: (S2) Si t verifica (1) x A Y; S t, para todo
i1 € I, entonces x A Yy < t. Para ello probaremos que:
(a) a(x A y) < ot y (b) v(x A y) < vt,
Esto es que: ax A 4y < At y vx a Vy < vt.

De (1) resulta v~x v (x a yi) < V~x v t, para todo i € I,

luego Y; S U~x v Y; SV~ v t, para todo i € I, y por lo

tanto: y = V Y; S VX Vot
iel
Luego ax A y < 4x A (V~x v t) = 0x A t < t, de donde resul-

ta Ax A Ay < At,

De (1) se deduce vx x Vy, < Vt, para todo i € I, luego
~VX v (VX A Vyi) < ~VX v Vt, para todo i € I, y por lo tan-
to Y < Vyi < ~VX v Vyi < ~VX v Vt, para todo i € I.

Luego y = Y; S ~Vx v Vt, entonces:
iel

VX Ay S VX A (~VX V Vt) = Ux A Vt < Vt Yy, por lo tanto,
VX A Vy = V(VX A y) < VVt = vt,

De (S1) y (S2) resulta: V (x a yi) =x A (VY yil)-

iel iel



0.1.18. OBSERVACION., Gr.C. Moisil (1963) demostré que
toda dlgebra de Lukasiewicz es un dlgebra de Heyting [al res
pecto de esta nocidén ver por ejemplo: G.Birkhoff (1933) p.
459, (1967) p.45, A.Monteiro (1955) (1958) y H.Rasiowa and
R.Sikorski (1953)}.

Moisil define la implicacién intuicionista de cada par
ordenado (x,y) de elementos del dlgebra por intermedio de 1la

férmula:
X =y = A~X V Ay v (V~X A Vy) v (AX A y A ~y)

A.Monteiro (1963 a) demostrd que se puede definir mis

sencillamente:
X = y = Avx vy Vv (V~x A Vy).

Hemos probado [L.Monteiro (1969)] méds precisamente que
toda &dlgebra de Lukasiewicz trivalente es un dlgebra de
Heyting trivalente [al respecto de esta nocién ver L.Monteiro
(1964)1.

Como en toda dlgebra de Heyting es vdlido el enunciado
0.1.17 [ver por ejemplo H.Rasiowa and R.Sikorski (1963)

p.55 ], entonces por el resultado de Moisil podemos afirmar
que en toda adlgebra de Lukasiewicz es valido 0.1.17. La de-
mostracidén que indicamos de 0.1.17 no presupone el conoci-

miento de la teoria de las dlgebras de Heyting.

0.1.19. LEMA. SZ a = \ a., y Aa. = 0, para todo i € I,
jer *t *
entonces Aa = 0. (A.Monteiro (1966 a)).
DEM. La hipé6tesis ha, = 0, para todo i € I, es equivalente

(ver 0.1.13) a: a; < ~a;, para todo i € I. Luego, como toda
dlgebra de Lukasiewicz es un dlgebra de Kleene, tendremos:

a. = a. A ~a. <a, v ~a, = ~a, , i,j €1
1 1 1 ] N ]



Luego (1) a = V a, <~a., para todo j € I. Pero por
iel J
0.1.11 sabemos que (2) ~a = | ~a. . De (1) y (2) resulta
1eT
a < ~a, lo que es equivalente a decir que Aa = 0.

0.1.20. TEOREMA. 57 existe a = V a
iel

existe \ ha., y ademds V ba. = a V a.. (A.Monteiro
iel * iel 1 ier 1

io entonces tambien

(1966 a)).
DEM. Por hipé6tesis a; < a, para todo i € I, luego:

(S1) Aa < Aa, para todo i € I.

Probemos que (S2) Si t € A verifica Aa;, < t, para todo 1 € I,

entonces Aa < t.

De (1) ha, < t, para todo i € I, resulta (2) Aa, < At, para

todo i € I.

Sea (3) ai = ~At A Aa A a,, para todo i € I; luego, te-
niendo en cuenta (S1) y (2), podemos afirmar que:
Aai = ~At A pad A Aai = ~At A Aai < ~At A At = 0 , esto es,
(4) ba; = 0 ,para todo i € I.

De (3) resulta pcr la aplicacidn de 0.1.17 que:
(5) 'V a} = ~ot A Aa A @ = ~At A ha

iel

De (4) y (5) se deduce por la aplicacidén de 0.1.19 que

aC ai) = 0, esto es, A(~At A Aa) 0, luego ~At A Aa = 0

iel
y por lo tanto Aa < At. Luego, como At < t, tendremos
Aa < t.
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0.1.21. LEMA. En un dlgebra de Lukasiewicz, si existe

N y., entonces existen A vy. , A ay y ademds
i iel “ 13

iel iel i
A vy, =v A vy, ANay, =2 N y..
iel 1 iel i” iel 1 ier * 1

DEM. Es una consecuencia inmediata de lemas anteriores.
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0.2. ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ TRIVALENTES CON CENTRO.

0.2.1. DEFINICION. Un elemento C de un dlgebra de
Lukasiewicz A se dice un centro de A, 87 ~c = ¢,
(Gr.Moisil (1940)).

Las &dlgebras de Lukasiewicz (trivalentes) con centro
coinciden con las dlgebras de Post (de orden 3). [al res-
pecto de esta nocidn ver por ejemplo G.Epstein (1960),T.
Traczyk (1963)].

0.2.2. LEMA. Para que un elemento C de un dlgebra de
Lukasiewicz A sea un centro de A es necesario y sufz-

ciente que Ac = 0 y Vc = 1.

Utilizando 0.2.2 y el principio de determinacién,
Moisil demostrd que si un dlgebra tiene centro, éste es G-
nico.

El Prof. D.Makinson nos hizo notar que si en un reticu-
lado de Kleene A existe un elemento z tal que z = ~z, enton

ces €1 es Gnico.

En efecto, si w verifica w

~Ww, entonces por la condicién
(K , ver 0.1.8, tenemos z

ZA~NZ KWV ~W=wW Yy
W=WA~w<zV~zZ =2, luegow = z,

0.2.3. LEMA. 5% un dlgebra de Lukasiewicz A tiene centro
C, entonces

(1) x = ax v (c A VX A V~X), para todo X de A. (Moisil
(1941)).

(Z2) x = (ax v c) A Vx = (Vx A c) v Ax, para todo X de
A. (L.Monteiro (1965)).

0.2.4. LEMA. SZ A es un dlgebra de Lukasiewicz con cen-

tro ¢ y S una subdlgebra de A, entonces las stguientes
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condiciones son equivalentes:
(I) S verifica: "Si AX , VX € S entonces x € S"
(II) ¢ € S.

DEM. (I) — (II). Como Ac = 0 € Sy vc = 1€ S, entonces
por (I) resulta que c € S.

(IT) — (I). Supongamos que c € S y que Ax, Vx € S, luego
X = (Ax v ¢c) A Vx € S.

0.2.5. EJEMPLO. Sea A el reticulado distributivo cuyo
diagrama de Hasse se indica en la figura y cuyos operadores
estan indicados en la tabla adjunta. El1 clemento represen-

tado por la letra c es un centro de A.

1 X | ~x ] vx | ax
0 1 0 0

¢ c c 1

0 1 0 1 1

0.2.6. EJEMPLO. Consideremos el reticulado distributivo
A de la figura, con los operadores definidos por la tabla
siguiente. A es un &dlgebra de Lukasiewicz que tiene por cen

tro al elemento c.

X ~X VX AX
0 1 0 0
a g d 0
b £ e 0
c c 1 0
d e d d
d e e d e e
f b 1 d
g a 1 e
1 0 1 1
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0.3. ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ TRIVALENTES CON EJE.

Vamos a indicar a continuacién otro caso particular de
dlgebras de Lukasiewicz.

0.3.1. DEFINICION. Se dice que un dlgebra de Lukasiewicsz
E tiene un eje, si existe un elemento e € E, tal que:
(E1) ae =0

(E2) vx < Ax v Ve, para todo x € E.

El elemento e se denomina eje del dlgebra E [Moisil
(1941), pag.88].

Observemos que la condicién (E2) es equivalente a cual-
quiera de las dos condiciones siguientes:
(E'2) vx = yx A (Ax v Ve) ; (E"2) VX vV Ve = AX v Ve.

0.3.2. EJEMPLO. Sea E el reticulado distributivo cuyo
diagrama se indica en la figura y cuyos operadores se indi
can en la tabla adjunta.

X ~X AX VX AX Vv Ve

o

- 0o o o W
o T 8 0 Q=
- o A M o
= A= O
—_ A QA = =

Entonces E es un dlgebra de Lukasiewicz, y de la observa-
cidn de la tabla anterior resulta inmediatamente que el

elemento indicado con la letra e es un eje de E.

0.3.3. EJEMPLO. Sea L el dlgebra de Lukasiewicz triva-
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lente con un generador libre. Indicamos a continuacién su
diagrama de Hasse y la tabla de los operadores ~, Vv, A, Lue

go el elemento representado por la letra e es un eje de L.

X ~X AX VX AX v Ve
1 0 1 0 0 h
i | 5 a J a a 1
b i b b j
I
h o h c c 1
A a
- ~a a 1 1
d ) g 5
\LI/\‘ e £ 0 h h
e | f e c 1 1
- /A\S\ g d b j j
a "% b h c h h h
i b i i 1
0 . ) ) .
J a J J J
1 0 1 1 1

Moisil (1941, pag.88) demostrd que si e es un eje de
un dlgebra A, entonces: x = AX Vv (e A VX A V~x), para todo
X € A.

0.3.4. LEMA. 57 e es un eje del dlgebra A, entonces:
X = (Ax v e) A Vx = Ax v (VX A e), cualquiera que sea
X € A.

DEM. x = Ax v (e A VX A V~x) = (Ax Vv e) A (Ax Vv VXx) A

A (Ax v V~x) = (AX vV e) A VX A 1 = (AX V e) A VX.

0.3.5. LEMA. S7 e es un eje del dlgebra A, entonces:
X = (ax v ~e) A VX = AX v (VX A ~e), cualquiera que

sea X € A.

DEM. Por 0.3.4 podemos escribir ~x = (A~x v e) A V~Xx, lue
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go X = ~~x = (Vx A ~e) v AX = (AX Vv ~e) A VXx.

0.3.6. LEMA. 57 L es un dlgebra de Lukasiewicz tal que
existe un elemento e de L que verifica las condiciones:
(1} ae =0

(2) x = (Ax v e) A Vx , cualquiera que sea X € L

entonces € es un eje de L.

DEM. Por hipétesis se cumple (E1). De (2) resulta:
Vx = (Ax v Ve) A Vx, condicidén ésta que, como hemos indica-
do, es equivalente a (E2).

0.3.7. LEMA. S7 ¢ es centro del dlgebra L, entonces c

también es eje de L.

DEM. Por hipdtesis Ac = 0. Ademds, por 0.2.3 sabemos que

X = (Ax v ¢c) A Vx, luego, por 0.3.6, c es eje de L.

0.3.8. LEMA. S7 un dlgebra A tiene eje, éste es uUnico.

DEM. Supongamos que existen elementos e y f de A tales que:

(1) ae =03 (1') af =0 ; (2) vx = vx A (bx v Ve), pa-

ra todo x de A; (2') Vx = vx A (Ax v Vf), para todo x de A.
De (1) y (1') resulta que: (i) ae=Af. Por (2) y (1') po

demos escribir: vf = vf A (af v ve) = Vf A (0 v Ve) =

= Vf A Ve. Andlogamente, de (2') y (1) se deduce que Ve =

= Ve A~ Vf. Por lo teito, (ii) Ve = Vf. De (i) e (ii) se

deduce por el principio de determinacidén, que e = f.

0.3.9. LEMA. S7 e es eje del dlgebra de Lukasiewicz A

¥y A no es un dlgebra de Boole, entonces e # 0 y e # 1.

DEM. Si e = 1, entonces Ae = 1, luego no se cumple (E1).
Si e = 0, entonces se verifica (E1). Si se verificara (E2),
entonces Vx < Ax Vv Ve = Ax v 0 = Ax, para todo x de A, es-

to es Vx = Ax, para todo x de A, luego Vx = x, cualquiera
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que sea X € A, y por lo tanto A seria un &dlgebra de Boole.

G.3.10. LEMA. S7 e es eje del dlgebra de Lukasiewics
Ay S es una subdlgebra de A tal que e € S, entonces S
verifica: "AX, VX € S Zmplica x € S".

DEM. Analoga a la indicada en 0.2.4.

La reciproca de este lema no es vdlida en general. En
efecto, el algebra E indicada en 0.3.2 tiene eje, S = {0,1}
es una subdlgebra de E que verifica "Si Ax, Vvx € S, enton-
ces x € 8", (para ello basta ver la tabla de los dos opera-

dores) y, sin embargo, e & S.

0.3.11. LEMA. SZ E es un dlgebra de Lukasiewicz con eje
e y S una subdlgebra de E que verifica: 1) B(E) € S,

2) e € 5, entonces S = E.

DEM. Si x € E, entonces Ax, Vx € B(E), luego, por 1) y 2),
podemos afirmar que x = (Ax v e€) A Vx € S.

0.3.12. LEMA. 87 E es un dlgebra de Lukasiewicz con eje,
tal que B(E) es un dlgebra de Boole completa, entonces

E es completa.

DEM. Sea F = {ai}iel una familia arbitraria de elementos

de E y consideremos las siguientes familias de elementos
de B(E):
E = {aa.}. y F, = {va.}.

i diel 1 i'iel
Luego, como B(E) es completa, existen los elementos:

(1) a_ = A pa, y (2) a, = A va. ,

o iel i 1 iel i

y, ademids, (3) a_ € B(E) y (4) a, € B(E).

1

Consideremos el elemento (5) a (ao v.e) A a donde

1’



e es el eje de E y probemos que A es el infimo de la fam:i-
lia F.
De (5) resulta que (6) a < a v.oe vy (7) a < 2 Lue-

go, de (6) y (3), se deduce (8) Aa < ha v he = An v L=

= Aa = a .
o o

De (1) resulta (9) a < ha., para todo 1 € 1, luego, da

(8) y (9), tenemos (10) ada < Aa., para todo i1 € I.

De (7) y (4) resulta (11) va < va, = a

1 y como, peT
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(2) se cumple (12) a, < va., para todo i € I, entonces, ce

1
(11) y (12), se deduce que (13) va < va,, para todo 1 € 1I.
De {(10) y (13) se concluye (ver 0.1.7): (S1) a < a;

para todo i € I.
Probemos que: (S2) Si x € E verifica x < a,, para todo
i € 1, entonces X < a.

De x < a,, para todo i € I, resulta (14) Ax < ba., para
todo i € I, y (15) vx < Va,, para todo 1 € I. Como AX,
yx € B(E), entonces de {14) y (1) se deduce Ax < a_, lue-
go (16) ax v e < a_ v.e.
Por (15) y (2) tenemos (17) Vx < als luego, de (16) y (17),

resulta x = (Ax v e} . VX < (aO v e) A a; = a.

0.3.13. COROLARIO. S7 C es un dlgebra de Lukastewicsz
con centro tal que B(C) es un dlgebra de Boole completa,

entonces C es completa.

0.3.14. OBSERVACIONES. 1) Toda &dlgebra de Boole A es
un 4lgebra de Lukasiewicz donde Vx = AX = X, para todo X

de A, y reciprocamente.
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2) Si A es un dlgebra de Boole, entonces el elemento e = 0,
es el eje del dlgebra de Lukasiewicz A. En efecto Ae = e =
=0y (4x ve) nvx = (x Vv O0) AXx=x, para todo x de A.

3) Hemos visto (0.3.7) que si c es el centro de un dlgebra
de Lukasiewicz L, entonces ¢ es el eje de L.

4) En lo resta de este pdrrafo vamos a considerar dlgebras
de Lukasiewicz con eje que no son dlgebras de Boole ni 41-
gebras con centro.

5) A continuacidén vamos a utilizar algunos conceptos y re-
sultados de la teoria de las dlgebras de Lukasiewicz, cuyas
definiciones y demostraciones se encuentran en capitulos
posteriores. Por ejemplo: isomorfismo (II.1), dlgebra co-
ciente (II.1), producto cartesiano (III.1).

0.3.15. TEOREMA. 57 un dlgebra de Lukasiewicz E tiene
eje, entonces E es el producto cartesiano de un dlgebra

de Boole por un dlgebra de Lukasiewicz con centro.
(Moisil 1941, pag.66-90).

Para probar este teorema, Moisil utilizé algunos re-
sultados de la teoria de anillos. Nuestro propésito es in-
dicar una demostracién mis simple de este teorema, utilizan
do solamente resultados de la teoria de las dlgebras de
Lukasiewicz.

0.3.16. LEMA. El producto cartesiano de un dlgebra de
Boole B por un dlgebra de Lukasiewicz con centro C, es

un dlgebra de Lukasiewicz con eje.

DEM. Sea E = B x C, entonces se prueba sin dificultad que
el elemento e = (0,c) es el eje de E, donde c es el cen-
tro de C.

Recordemos el siguiente resultado de la teorfa de re-
ticulados distributivos:
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0.3.17. LEMA. SZ R es un reticulado distributivo con
primer (0) y ultimo elemento (1), y z es un elemento

booleano de R tal que z # 0, z # 1, entonces los idea-

les principales I1 = I(z), 12 = I(-2) son tales que
R & I1 X Iz'
0.3.18. LEMA. SZ L es un dlgebra de Lukasiewicz y

b e B(L) - {0,1}, entonces L = L/F(b) x L/F(~b).

DEM. Recordemos que el complemento booleano de b es ~b.
Como b ¢ {0,1} entonces, por 0.3.17, podemos afirmar que
el reticulado distributivo L es isomorfo al reticulado dis
tributivo L/F(b) x L/F(~b), ya que L/F(b) £ {x € L: x < b}=
= I(b) y L/F(~b) ¥ {y € L: y < ~b} = I(~b).

El isomorfismo en cuestién se define por intermedio de
la siguiente igualdad: f(x) = (x A b, x A ~b), cualquiera
que sea x € L. Por lo tanto f verifica: (I) £(0) = 0,

(IT) £(1) =1, (III) £(x A~ y) = £(x) A~ £(y), (IV) f(x v y)=
= f(x) v £(y).

Probemos que (V) £(vx) = vEf(x) y (VI) f(ax) Af (x).
En efecto v£(x) = v(x A b,x A ~b) = (VX A Vb,Vx A V~b)=
= (Vx A b,vx A ~b) = £(vx). En forma andloga se prueba
(VI).

Como f verifica (I) a (VI), entonces podemos afirmar
que f respeta al operador "~'", (ver L.Monteiro (1969 b)),
esto es, f es un homomorfismo de Lukasiewicz, luego, como

f es biyectiva entonces f es un isomorfismo

0.3.19. LEMA. Sea L un dlgebra de Lukasiewicz y a un
elemento de L que verifica ba = 0, entonces el dlgebra
cociente Q = L/F(va) es un dlgebra de Lukasiewicz con

centro.

DEM. Vamos a probar que ¢ = lal, donde con lx| representa
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mos la clase de equivalencia que contiene al elemento x,

es el centro del &dlgebra Q. En efecto, probemos que ~|al =
= lal, esto es, ~a = a (m6d.F(va)). Para ello basta obser-
var que las siguientes condiciones son equivalentes dos a
dos: (1) Aa = 0; (2) a<~a; (3) a=aA~a; (4) a = ~a A

A Va; (5) a A Va = ~a A Va; (6) ~a = a (méd F(va)). La equi
valencia de: (1) y((2), resulta de 0.1.13, (2) y (3), de

~ las propiedades de un reticulado; (3) y (4) por el axioma
L6, (4) y (5) por L11, (5) y (6) por la definicién de =

0.3.20. LEMA. S7 E es un dlgebra con eje e, entonces el
dlgebra cociente Q = E/F(~Ve) = E/F(A~e) es un dlgebra
de Boole.

DEM. Queremos probar que aAlx| = |x|, cualquiera que sea
X € Q, esto es que Ax = x (m6d.F(a~e)). '

Como E es un dlgebra con eje e, entonces x = (AX v e) A

A YX = Ax v (e A Vx), cualquiera que sea x € E, luego

X A A~e = (AX A A~e) v (e A A~e A UX), esto es X A A~e =
= (ax A A~e) v (0 A x) = AX A A~e, lo que significa que
X = AX (md6d.F(a~e)), cualquiera que sea x € E.

Estamos ahora en condiciones de demostrar 0.3.15. En
efecto, si E es un dlgebra con eje e, entonces ve # 0 y
ve # 1, porque si ve = 0, entonces e = 0, luego (ver 0.3.9)
E seria un dlgebra d Boole, lo cual contradice la hipéte-
sis (ver 0.3.14(4)). Si ve = 1, entonces e seria un centro
de E, contrariamente a lo supuesto.

Como ve € B(E) - {0,1}, entonces (ver 0.3.18) podemos
afirmar que E & E/F(~ve) x L/F(ve). Ademids, por 0.3.20,
B = E/F(~Ve) es un dlgebra de Boole y, por 0.3.19,
C = E/F(Ve) es un dlgebra de Lukasiewicz con centro.



21

0.3.21. OBSERVACION. Si A es un dlgebra centrada (lue-
con eje), entonces es evidente que A = P x A, donde P repre
sentamos un dlgebra de Boole con un solo elemento.

Si A es un dlgebra de Boole, entonces A = A x P, donde con
P representamos un dlgebra de Lukasiewicz centrada con un
solo elemento



(2]
[ 3]

CAPITULO I

ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ TRIVALENTES MONADICAS

I.1. ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ TRIVALENTES FUNCIONALES MONA-
DICAS

Sea E un conjunto no vacio. L un dlgebra de Lukasiewicz

E la familia de todas las funciones definidas sobre

y A =1L

E y que toman sus valores en L, entonces si algebrizamos

A punto por punto obtenemos un dlgebra de Lukasiewicz.
Dado f € A, queda determinado un conjunto de elementos

de L, a saber el rango de f:
R(f) = {f(x): x € E} = f(E).

En cualquiera de los siguientes casos: (1) L completa,
(2) E finito, (3) R(f) finito, podemos afirmar que existe
el supremo (infimo) del conjunto R(f).

Si £ € Ay existe el supremo (infimo) del conjunto
R(f) notaremos: 3If =V R(f) ; V¥f = A R(f). Entonces po-
demos considerar las siguientes funciones:

(pf)(x) = 3£, (WE)(x) = Y£f , para todo x € E; luego
DEf , Of € A.

I.1.1. DEFINICION. Daremos el nombre de dlgebra de
Lukasiewicz (triv.lente) funcional monddica, a toda L-
subdlgebra S del dlgebra de Lukasiewicz A = LB que ve-
rifique:
S1) Para todo f € S, existen los elementos 3If y VIf

en L.
S2) Para todo f € S, Wf , Yf € S,
El operador I (W1 ) serd denominado cuantificador funcio-

nal existencial (universal).
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Observemos que en la definicidn precedente no es nece-
saric pedir que existan los elementos 3Jf y Vi, y que T1f,
Wt eS, ya que 3f = ~V~f, VI = ~3~f, ver 0.17.11, y en
consecuencia JAf = ~WU~f y Yf = ~JP~f,

En otras palabras, si S es.una L-subdlgebra de A tal que
para todo f € S existe el elemento 3f y ademds Tf € S, en-
tonces también existe el elemento V£ y Wf € S. La recipro-
ca de esta afirmacién también es verdadera.

I.1.2. LEMA. S% A es un dlgebra de Lukasiewicz funcional
monddica, entonces el operador Il definido precedentemen-
te tiene las siguientes propiedades (cualquiera que sean
f,g € A).

EO) IO = 0 (donde 0(x)=0 es el primer elemento de A)
E1) f < 3Tf

E2) T(f A~ Dg) = Tf A Tg

E3) T (vf) v(Af)

E4) Tj(af) = a(TE).

DEM. E0 y E1 son una consecuencia inmediata de la definicién
de I .
Utilizando 0.1.17 se demuestra E2. E3 es una consecuencia

de 0.1.14 y E4 una consecuencia de 0.1.19.



24

I.2. ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ TRIVALENTES MONADICAS

El resultado indicado en I.2.2 nos conduce en forma na

tural a la siguiente definicidn:

I.2.1. DEFINICION. Daremos el nombre de Algebra de

Lukasiewicz trivalente monddica, a todo par (A,3 ) for-
mado por un dlgebra de Lukasiewicz A y un operador una-
rio 3 definido sobre A (que denominaremos cuantificador

existencial) que verifica:
E0) 30 =0

E1) x =x A 3x

E2Z) I(x ady) = dx A Fy
E3) v 3 x = 3vx

E4) A3 x = I Ax

Para abreviar diremos que A es un dlgebra monddica.

Las algebras de Boole, como dijimos en 0.3.14, son exac-

tamente las &dlgebras de Lukasiewicz donde Vx Ax = x. En
consecuencia, el concepto introducido en I.2.1 coincide con

el de_dlgebra de Boole monddica (P.Halmos (1962)) cuando V y A

coinciden con la identidad.

I.2.2., EJEMPLO. Consideremos el dlgebra de Lukasiewicz
A indicada en 0.2.6, y el operador 3 definido del siguien
te modo: 30 =0, 3a=3b=3Jc=c, 3d= FJe= 3f=
= Jg =31 =1, Se verifican sin dificultad que (A,3)

es un dlgebra moniddica.

1.2.3. LEMA. En un dlgebra monddica valen:

E5) 31 =1
E6) I x = I x
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E7) 57 x <y, entonces 3 x < 13y,
E8) ~x v v dx = 1,
E9) I x v v~x = 1

DEM. E5, E6 y E7 se prueban en la forma habitual.

E8) Basta observar que: 1 = ~x v Vx < ~x v v3x.

E9) Como x < 3 x, entonces 1 = x v Vv~x < Ix v V~x, luego
Ix v v~x = 1,

I.2.4. DEFINICION. Diremos que un elemento k de un dl-
gebra monddica A es un invariante o una constante de A,
st 3k = k. El conjunto de todos los invariantes del

dlgebra A serd representado por K o por K(A).

Observemos que K es el rango del operador 3, esto es
K = 3A, y que ademds 0,1 € K.

I1.2.5. LEMA. S7 x,y € K, entonces x A y € K.

DEM. Por hipdtesis 3Ix
J(x A 3y) =3dx A T y

xy 3y =y, luegod (x A y) =
X AY.

I.2.6. LEMA. $7 x € K, entonces ~x € K.

DEM. Por hipdtesis (1) 3 x = x, entonces, teniendo en cuen-
ta sucesivamente EO, L27, (1), E2, E4 y (1), tendremos:
0= 30= 3(a~x A x) = 3T (a~x A Ix) = Fa~x A Tx' =

Ad~x A 3x = p3~x A x, luego por 0.1.4: AT ~x < ~x,

<

como el operador A es mon6tono, entonces: (2) AA I ~x =
A J ~Xx < A~X.

Por (E1) y (E4) podemos afirmar que:
(3) A ~x < 3 A~x =4 3T ~X

Luego de (2) y (3): (i) & 3 ~x = a~x.
Utilizando EO, L29, (1), E4, E2, E3, tenemos: 0 = 3 0 =
3(ax AV~ x) = F(A3Ix A V~) = F (IFAX A V~X) =
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dAax A Fv~x = T ax A v3 ~X, de donde resulta por 0.1.4
y (1) que ax = 43 x = 3 ax < ~v3 ~x, luego v I ~x < ~ax =

VX < JV~x = V3 ~x, esto es,(ii) V J~x = v~x.
De (i) e (ii) resulta por el principio de determinacién
de Moisil que 3 ~x = ~x, esto es, ~x € K.

I.2.7. LEMA. SZ x,y € K, entonces x v y € K.

DEM. Es una consecuencia inmediata de I.2.5, 1.2.6, L3 y L4,

I.2.8. LEMA. En toda dlgebra monddica, vale la sigutente
regla de cdleulo: E10) 3 (x v y) = 3x v 3y,

DEM. Como x < x vy ey <x v y, entonces por E7:
Ix< Ixvy) vy Iy<3(xvy),
luego (i) Ix v 3y <3 (x vy).
Teniendo en cuenta E1 podemos afirmar que Xx VvV y <
< 3x v 3y, luego por E7, 3 (x.v y) <3 (Ixv 3y), pero
por E6 y I.2.7 tenemos 3 (3 x v 3y) = 3x v 3y, luego:
(i1) 3 (xvy)<3Ixv 3 y.
De (i) y (ii) resulta: 3I(x v y) = 3x v 3vy.

I.2.9. LEMA. E11) 3 ~3 x = ~3 x.
DEM. Por E6 sabemos que 3 x € K, luego por I.2.6 .3 x € KX,
ésto es, 3 ~3 x = ~3 x,
I.2.10. LEMA. SZ A es un dlgebra monddica, entonces K(A)
es una L-subdlgebra del dlgebra de Lukasiewicz A.

DEM. Por I.2.5, I.2.6 y I.2.7 podemos afirmar que K es ce-
rrado con respecto a las operaciones A, ~ y v. Probemos que
si x € K, entonces vx € K. En efecto, si 3 x = X, entonces
vV 3x = vx, luego por E3 tenemos 3 Vx = Vx, esto es, vx € K.

I.2.11. LEMA. 87 vx, Ax € K, entonces x € K.



DEM. Si 3 Vvx = vx y 3 AX = AXx, entonces por E3 y E4 resulta
que V3 x = Vx y A3dx = AX, luego, por el principio de deter-
minacién, tenemos 3Ix = x, esto es, x € K.

I.2.12. COROLARIO. 57 A es un dlgebra monddica con cen-
tro (esto es, el dlgebra de Lukasiewicz A tiene centro
c), entonces ¢ € K(A).

DEM. Basta observar que Vvc = 1 € K(A) y Ac = 0 € K(A).

1.2.13. LEMA. 5% A es un dlgebra monddica tal que K(A)=

= {0,1}, entonces A es un dlgebra de Boole.

DEM. Supongamos que existe x € A tal que x A ~x # 0, luego
como K(A) = {0,1}, entonces I (x po ~x) = 1, y por lo tanto
1T =aA3(xA~x) =3 a(aAr~x)=30-=0, luego A tiene un
solo elemento, lo cual contradice la hipbtesis x A ~x # 0.
Por lo tanto a A ~a = 0, cualquiera que sea a € A; luego

A es un dlgebra de Boole.

1.2.14. LEMA. S7 A es un dlgebra monddica con eje e,
entonces e € K(A).

DEM. (1) ade = Jae = 30 = 0.

Como e es eje de A, entonces: Vx < AX Vv Ve,para todo
X de A. Por otro lado Ve < 3ve = v de, luego:
(2) vx < Ax v v de, para todo x de A.

De (1) y (2) resilta que el elemento de de A es un eje
de A, pero como el eje de un dlgebra de Lukasiewicz es dnico,
entonces de = e, esto es, e € K(A).

Observemos que si A es un adlgebra de Lukasiewicz con
eje e, S una L-subdlgebra de A tal que e € S, entonces e es
eje del dlgebra S. Luego, si A es un dlgebra monddica con
eje e, entonces e es eje del dlgebra de Lukasiewicz K(A).



28

Como todo centro de un adlgebra de Lukasiewicz, es un e-
je del dlgebra, entonces 1.2.12 es también una consecuencia
de I.2.14.

1.2.15. LEMA. Sz x € B = B(A), entonces 3Ix € B.

DEM. Si vx = x, entonces 3 Vx = 3x, luego por E3 tenemos
v3iIx = 3x, esto es, Ix € B.

I1.2.16. COROLARIO. El sistema (B(A), ) es un dlgebra de
Boole Monddica. (Al respecto de la nocidn de Algebra de
Boole Monddica, ver P.Halmos (1962), A.Monteiro (1960 a,
1960 b)).

I1.2.17. LEMA. 57 B(A) € K(A), entonces 3x = x, para to-
do x de A.

DEM. Si x € A, entonces Ax, Vx € B(A), luego, como B(A) C K(A),
tenemos Ax, Vx € K(A), de donde resulta por I1.2.11 que
Xx € K(A). Luego 3Ix = x, para todo x de A.

I.2.18. DEFINICION. En un dlgebra monddica daremos el
nombre de cuantificador universal, al operador monario

definido por: Vx = ~3~x,

De la definicién precedente y 1.2.9 resulta inmediatamen-
te que: (1) dx = ~Vaox ; (2) I V¥Vx= ¥Yx y (3) V3Ix =3x.
Ademas, utilizando I.2.6 se prueba sin dificultad que:

dx = x siy solo si Vx = x.

I1.2.19. LEMA. El operador universal goza de las sigutien-

tes propiedades:
Uo) Vo =0

Ul) x=x v Vx
U2) V(x v Vy) = ¥x v Vy



U3) V yx = VYVx
Ud) A yx = yAX
Us) vl =1

U6) ¥V VX = yX

U7) 87 x <y, entonces y X < Yy
U8) ~x A Ayx =0

U9) VX A A~X 0 ‘

U10) v(x A y) ¥X A Yy

Utl) 3(x A~ yy) = 3x A yy.
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I.3. CARACTERIZACION DE UN ALGEBRA MONADICA POR INTERMEDIO
DE LA FAMILIA DE SUS CONSTANTES.

El subconjunto K de 1los elementos invariantes x = P(x)
de un dperador unario P definido sobre un conjunto parcial
mente ordenado X, que verifica: 1) x < P(x), para todo x de
X; 2) Si x,y € X son tales que X <y, entonces P(x) < P(y);
3) P(P(x)) = P(x), es condicidnalmente completo, en el sen-
tido que para todo x € X existe, entre los elementos k € K
tales que k > x, uno minimo, Tal elemento es precisamente
P(x). Ademds por 3 el rango de P coincide con K. Reciproca-
mente, todo subconjunto K condicionalmente completo de X
determina univocamente el operador P definido por P(x) =
= minimo {k € K: k > x}, que verifica 1, 2y 3, y del cual
K es precisamente su conjunto de invariantes. (ver A.Monteiro
et H.Ribeiro (1942)).

Diremos en lo siguiente que P es el operador asociado
con el conjunto condicionalmente completo K.

I.3.1. TEOREMA. s<¢ (A, 3) es un dlgebra monddica, enton-
ces K = K(A) verifica:

I) K es una L-subdlgebra condicionalmente completa de A.
IT) 87 Ax = 0, entonces A Ix = 0.

Reciprocamente, si A es un dlgebra de Lukasiewicz Y
K CAverifica Iy I1, donde 3 es el operador asociado

con K, entonces (A, 3) es monddica.

DEM. Ya hemos visto que K(A) es una L-subdlgebra de A,
(I.2.10), ademids, se prueba sin dificultad que K es condicio
nalmente completa y que verifica ITI.

Ahora bien si K verifica I y II, entonces se prueba en
la forma habitual que:
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(1) x < Ix
(2) Si k € K entonces 3k = k
(3) 30 =0
(4) 3 Ix = 3Ix
(5) Si x <y, entonces 3Ix < 3y
(6) I(x A y) < 3Ix a 3y
(7) 3x vy)= 3Ixv 3Ty
(8) 3I~ 3Ix = ~ 3Ix.
Probemos que: (9) 3Jax < a 3Ix.

Como 3x € K, entonces A 3Ix € K, luego 3A Ix = A 3Ix.
De x < 3Ix, resulta Ax < A Ix y, por lo tanto;
dax < 34 Ix = A 3Ix.
(10) Si b € B(A), entonces 3Ib € B(A).
Por hip6tesis Ab = b, luego por (9) tenemos:
db = 3Jab < A 3Ib < 3Ib,
esto es, A 3b = db, luego 3Ib € B(A).
(11) 3Jvx v 3x.
Como x < dx, entonces vx < v 3x, luego por (5) tenemos
3vx < 3v Ix. Por otro lado 3Ix € K, entonces V 3x € K,

dv 3x = v 3x y, por lo tanto; 3Ivx <V Ix.

Como x < vx, entonces 3Ix < 3IJvx, luego V Ix < V JvVx.
Pero vx € B(A), luego por (10), tenemos 3Vx € B(A), luego
podemos afirmar que: v Ix < 3Jvx.

(12) 3(x Ao 3vy) = 3Ix Ao 3Avy.

Utilizando (6) y (4) tenemos que:

I(x A 3Jvy) < Ix A 3 3AVy = 3Ix Ao 3Jvy.

Como x = (x A v3y) v (x A ~v 3y), entonces por (7) y

(6) podemos afirmar que:
3x = I AvIy) v I(x A~v3Iy) < F(x A vVay) v
v (3x A 3~v 3y),
luego,como ~v 3y € K, esto es, 3I~v Iy = ~y dy, tenemos:
3x < 3 (x A v3Ay) v (Ix A ~V 3y).
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Luego, teniendo en cuenta (11),
dx A 3y < (3 (x A V3Iy) AVIy) v (Ix A~V3y A V3gy),
esto es, Ix A3Vy < J(x A VIy) A V3y,
Como x A V3y € V3y, entonces I (X A V3yy) < 3Iviy =
= V3dy, luego: Ix A JVy < FJ(x A VIy) = T (x A JVy)
(13) Adx < 3 Ax.
Sea y = ~3Ax A A3x A x. luego por, (10) y (1), tene-
mos Ay = ~3AX A AIX A AX = ~FJAX A AX < ~FAx A T Ax = 0,

esto es, Ay = 0, luego por (II): A3y = 0.

Como ~3 Ax A A3 x € K n B(A), entonces por (12) podemos
afirmar que: 0 = 3y = 3I(~Fax A AT x A x) = ~Tax A A3 x A
A 3x = ~3ax A A3 x, luego por 0.1.4: A3 x < 3 Ax.

De (9) y (13) se deduce:

(14) A3 x = 3 Ax.

(15) _3Ix A Jy) = Ix A 3JYy.

Utilizando (14) y (12) tenemos: (i) A 3I(x A Ty) =
dax A Ty) = I (ax A A3y) = I (ax A Jay) =
dax A JAay = Adx A ATy = A(3Tx A TJy).

En forma andloga utilizando (11) y (12) se deduce que:
(ii) v3(x A Jy) = v(3Ix A 3Jy). Luego, de (i) e (ii), pode

mos afirmar mediante la utilizacidn del principio de deter-

1]

minacidén que vale (15)

I1.3.2. OBSERVACION. En general, a partir de una L-sub-
dlgebra condicionalmente completa no se obtiene un cuan
tificador existencial.

Consideremos por ejemplo el dlgebra de Lukasiewicz indi-
cada en 0.3.2, entonces K = {0,1} es una L-subilgebra
condicionalmente completa. En este caso tenemos 3e = 1,
luego A3e =1y 3ae = 30 = 0.

1.3.3. TEOREMA. SZ A es un dlgebra de Lukasiewicz con

eje e, K una L-subdlgebra condicionalmente completa de
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A y 3 el operador asociado con K, entonces (A, ) es

un dlgebra monddica si y solamente si e € K.

DEM. Sabemos (ver I.2.14) que si (A, 3) es un dlgebra moni-
dica con eje, entonces 3 e = e, esto es, e € K.

En I.3.17 hemos visto que si K es una L-subalgebra condi-
cionalmente completa, entonces el operador asociado con K,
verifica las propiedades (1) a (12) indicadas en dicho teo-
rema,

Probemos que A3 x < 3 ax. Como el dlgebra A tiene eje,
entonces x = (AX vV e) A ¥x < AX V e. Ademas, como e € K, en-
tonces 3e = e, luego Ix < I (Ax ve) = FJax v Je =

3a8x vey, por lo tanto, A3x < AT Ax v ae = a3 ax v 0 =
A3J Ax < 3F Ax.
La demostracién de la propiedad 3 (x A Jy) = Ix A 3 y

se hace en forma andloga a la indicada en I.3.1.

I.3.4. OBSERVACION. Si A es un dlgebra de Lukasiewicz
con centro ¢, entonces K = {0,c,1} es una L-subdlgebra
de A a la que corresponde el operador dado por: 30 = 0,
dx =c¢c,si 0<x<c¢c, Ix=1,sic<x<16xes in-
comparable con c. (ver 1.2.2).

I.3.5. DEFINICION. SZ A es un dlgebra de Lukasiewics Y
S una subdlgebra de B = B(A), diremos que una L-subdlge

bra S* de A es una extensidn de S s7 S* N B = §,

I.3.6. LEMA. Sz A es un dlgebra de Lukasiewicz y S una
subdlgebra de B(A), entonces M = {t € A: Vt, At € S} es

una extensidn de S y es la mayor extensidn de S.

DEM. Se prueba sin dificultad que M es una L-subdlgebra de
A. Ademds es evidente que S C M, luego S € M N B. Si
y € M N B, entonces Vy € Sy vy =y, luego y € S, 1o que
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prueba que M N B = S,

Probemos ahora que si S* es una L-subdlgebra de A tal
que S* N B = S, entonces S* C M.

En efecto, si t € S*, entonces Vt, At € S* N B = S, lue
go At, VvVt € S, esto es t € M.

Si A es un dlgebra de Lukasiewicz y X € A, vamos a indi-
car con SL(X) la L-subdlgebra de A generada por X. Si
X =Y U {a}, utilizaremos la siguiente notacién: SL(X) =
= SL(Y,a).

I.3.7. TEOREMA. 37 A es un dlgebra de Lukasiewicz con
eje e y S una subdlgebra de B(A), entonces: ve € S g4
Yy solo si la mayor extensidn de S es SL(S,e).

DEM. Necesaria. Probemos que SL(S,e) = M. Hemos visto (I.3.6)
que (1) M es una L-subdlgebra de A. Ademds es evidente que
(2) S C M. Como ve € S Yy Ae = 0 € S, entonces (3) e € M. De
(M), (2) y (3) resulta que SL(S,e) C M,

Si t € M, entonces vt, At € S, luego At, e, vt € SL(S,e)
Y Por lo tanto t = (At v e) A Vvt € SL(S,e).
Suficiente. Como e € SL(S,e) y por hipétesis SL(S,e) = M, en
tonces en particular ve € §.

I.3.8. DEFINICION. Sea A un dlgebra de Lukasiewicz y su-
pongamos que sobre B(A) estd definido un operador de cuan
tificacidn 3, esto es, (B(A), 3) es un dlgebra de Boole
monddica. Diremos que un operador monario I definido so-
bre A es una extensidn de 3 si:

1°) (A, T1) es un dlgebra monddica, y
2°) Ib = 3b para todo b de B(A).

I.3.9. LEMA. 5% existe una extensidn Ade I, entonces
DA es la mayor L-subdlgebra que extiende a S = IB(A)
Y, por lo tanto, la extensidn es unica.
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DEM. Para ello basta probar que A = {t € A:vt,at € IB(A)}
Si x € A, entonces x = TAx, luego Vx = vIx = JFvVx =

= dvx € 3B(A) y ax = Aqlx = Tax = 3 ax € 3 B(A). Reci-
procamente, si Vx, Ax € 3IB(A), entonces Vx = 3Jvx = Jvx =
= vdlx y también Ax = Adx, luego por el principio de deter
minacidén tenemos x = X,

I1.3.10. TEOREMA. S7 A es un dlgebra de Lukasiewics con
eje ey (B(A), 3) es un dlgebra de Boole monddica, en-
tonces I admite extensidén Il s7 y solo si Ve € S = IB(A).

La extensidn es dada por la férmula:

(E*) dJx = (3ax v e) A 3Jvux.

DEM. Si 3 admite extensidén I , entonces Ve = Vile = A Ve
= 3ve € 3B(A).
Como A tiene eje, entonces (ver 0.3.4):
dx = (AWx v e) A vix, luego, como A verifica E3, E4 y es
extensién de 3, tenemos Ix = (TPaAax v e) A [ vx =
= (3Aax v e) A IFvx.
Reciprocamente, veamos que si S = 3IB(A) verifica
ve € S, entonces la férmula (E*) define un operador de cuan
tificacién sobre A que extiende a 3.
(1) Si b € B(A), entonces b = 3Ib.
Como b € B(A), entonces vb = Ab = b, luego:
TIb = (3ab ve)a 3vb=((3bve)a 3Ib= 3Ib.
E0) 3J10 = 0
Como 0 € B(A), entonces por (1): .LO = 30 = 0.
E1) x A Tx = X
Como A tiene eje, entonces x = ( Ax v e) A ¥x, luego
X ATx = (ax ve) Avxa (Iaxve)a Jvx =
= ((Ax A 3JAx) ve) Avx A Jvx = (AX vV e) A VX =.X.
(2) Si b € B(A), entonces Vv 3b = A db = 3b,
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Si b € B(A), entonces 3Ib € B(A), luego se verifica (2).
E3) vIx = Avx,.
Teniendo en cuenta (2) y (E*) podemos escribir:
(i) v3@lx = (Vv3IAx v Ve) A vIAVx = (Jax v ve) A 3Jvx.
Como A tiene eje, entonces Vx < Ax v Ve, luego, como
Ve € dAB(A), tenemos:
(i1) 3Jvx < Iax v Ive = 3IAAax v ve.
De (i), (ii) y (1) resulta vIx = 3Jvx = Tvx.
E4) ATIx = J]4X.

Utilizando (2) y (1) podemos escribir:
A x = (A3ax v re) A Advx = (Fax v 0) A 3Tvx
= Jax A Jvx = Fprx = AX,
E2) T(x AT y) = Tx ATy,
T(x A Py) = (Falx A Ay) ve) A Jv(x A JTy)
(3(ax A ATy) ve) A F(vx A VvTy) =
(3Cax A Day) ve)a 3(vx A TAvy)
(3(x A 3Fay) ve) o 3(vx o 3Jvy)
((3ax A Fay) ve) A (Fvx o 3Fvy)
(3ax ve) A (Fay ve)a Jux o 3vy =
((3ax ve) A 3vx) A ((Tay v e) A dvy) =
Tx A Ty.

Recapitulando: es bien conocido que si S es una sub-
dlgebra condicionalmente completa de un dlgebra de Boole B,
entonces existe un Gnico cuantificador existencial 3 sobre
B tal que S = 3B. Luego, si A es un dlgebra de Lukasiewicz
con eje y S una subdlgebra condicionalmente completa de
B = B(A), entonces sobre B se puede definir un dnico opera-
dor existencial 3 tal que 3B = S. Adem&s hemos visto que
si Ve € S, entonces 3 admite una extensién I . Por 1.3.7,
SL(S,e) es la mayor extensién de S y por I.3.9 también
A = K(A) es la mayor extensidén de S, luego SL(S,e) = K(A),
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por lo tanto podemos afirmar en particular que la L-subil-
gebra SL(S,e) es condicionalmente completa.

Reciprocamente, si (A, 3) es un dlgebra monidica con
eje e, entonces (B(A), 3) es un dlgebra de Boole monidica
y S = K(A) N B(A) es una subdlgebra de B(A) condicionalmen-
te completa que verifica Ve € S, entonces el operador 7] de
finido en I.3.10 es una extensién del operador 3 (restrin-
gido a B(A)), luego T = Iy SL(S,e) = K(A).

Observemos ademds que si A es un 4dlgebra de Lukasiewicz
con centro ¢ y S una subdlgebra condicionalmente completa
de B(A), entonces la condicién Vvc € S se verifica automati-
camente, desde que Vc = 1, luego, a toda subdlgebra condi-
cionalmente completa de B(A) le corresponde un operador 3
que admite la extensi6én 3 dada por la férmula:

Ix = (I Aax vc)a 3Iux.

b
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I.4, COMPARACION DE LAS ALGEBRAS MONADICAS CON LAS ALGEBRAS
DE LUKASIEWICZ DE CLAUSURA.

Sabemos que si A es un 4dlgebra moniddica, entonces se

verifican:

Ct) 30 =0 C2) x = x A 3 x

C3) 3 3x = I x C4) 3(x vy) = 3x v 3y
C5) 3Jvx = v I C6) 3dax = A Ix.

I.4.1. DEFINICION. 4 todo par (A, 3) formado por un 41l-
gebra de Lukasiewicz A y un operador unario " 3" defi-
nido sobre A que verifica las propiedades C1-C6, dare-
mos el nombre de dlgebra de Lukasiewicz de clausura &

dlgebra de L-clausura.

Es claro que si A es un 4dlgebra de Boole, esta defini-
cidén coincide con la nocidén de dlgebra de clausura (P.Halmos
(1962)).

De acuerdo a I1.4.1, toda &dlgebra monddica es un adlgebra
de L-clausura, pero la reciproca no siempre es verdadera.
En efecto, consideremos el dlgebra de Lukasiewicz indicada
en 0.3.2, y sea 3Jel operador unario definido del siguien-
te modo:

30 =0 ; F3a= FJIb= 31 =1,; e =¢e¢ ; Id =4d ;
entonces se verifica sin dificultad que se cumplan C1 a C6.
Como I (a A Je) = I(ane)= 330=0y FJaar Je=1n4rcee=
= e, entonces el 4dlgebra considerada no es monéidica.

Indicaremos a continuacidén condiciones necesarias y su
ficientes para que un dlgebra de L-clausura sea un algebra
monéddica:

I.4.2. TEOREMA. En un dlgebra de L-clausura A, las si-

guientes condiciones son equivalentes:



I) 3(x A Jvy) = Ix A 30y
II) 3(x A~ Fy) = Ix A 3Ty
II1) 3 A es una L-subdlgebra de A.

IV) d3~3x = ~3x, cualquiera que sea X € A,

DEM. I = II) Coincide con la indicada en el punto (15) de
1.3.1.
I1 = III) Como A es un 4dlgebra monddica, entonces (ver
1.2.10) 3 A es una L-subdlgebra de A.
III = IV) Como se cumple C3, entonces k € dA siy solo si
k = 3k, luego IV equivale a ~3x € 3TA, para tode x de A,
y esto es una consecuencia inmediata de III y de dx € 3A.
IV = I) Por C4 el operador 3 es mondtono,luego:
(1) 3(x A 3Fvy) < Ix o 3T Jvy = Ix A 3Tvy.

Por otro lado, x = (x A 3vy) v (x A ~3Vy) <
< (x A 3vy) v (~ 3vy), luego:
Ix < 3(x A 3dvy ) v 3I~3Fvy = 3IF(x ao dvy) v ~ 3vy
y, por lo tanto;
(2) dx A 3Juyy < IF(x Ao 3Jvy) A~ Fvy < F(x A ivy).

De (1) y (2) resulta I. Observemos que la demostracidn
del punto (12) de I.3.1 se puede hacer en la misma forma
que la indicada precedentemente.

El resultado I.4.2 significa que: un &4lgebra de L-cla-

usura A es monddica si y solo si B(A) es un &dlgebra de

Boole monidica. Ya sabemos que si A es un 4dlgebra monéddica,

entonces B(A) es un dlgebra de Boole monddica. Reciproca-
mente, si A es un dlgebra de L-clausura tal que B(A) es un
dlgebra de Boole monddica, entonces: V I~ Ix = IV~ Ix =
= J~p Ix = I~ JAX = ~ JAX

loga se prueba que: A 3~ Ix = A~ gXx, luego, por el princi-

~A 3x = V~ Ix. En forma ani-

pio de determinacibén de Moisil, podemos afirmar que se cum-

ple 3~ 3x = ~ 3x, y por lo tanto A es un dlgebra mondadica.



49

I.5. SUBALGEBRAS MONADICAS.

I.5.1. DEFINICION. Una parte no vacia A' de un dlgebra
monddica A se dice una subdlgebra monddica de A & una
M-subdlgebra de A, si:

S1) A' es una L-subdlgebra de A.

S2) Sz x € A', entonces I x € A',

De la definicidén precedente resulta inmediatamente que:

1.5.2. LEMA. Toda M-subdlgebra de un dlgebra monddica

es un dlgebra monddica.

I.5.3. LEMA. 57 {Ai}ieI es una familia no vacia de M-

subdlgebras de un dlgebra monddica A, entonces
At = N A, es una M-subdlgebra de A.

iel %
I.5.4. DEFINICION. Dada una parte G de un dlgebra mond
diea A, daremos el nombre de M-subdlgebra engendrada por
G, y notaremos SM(G), a la interseccidn de todas las

M-subdlgebras de A que contienen a G.

Esta definicidén tiene sentido ya que A es una M-subdl-
gebra de A-que contiene a G. Ademds es evidente que SM(G)
es la menor M-subilgebra de A que contiene a G. Si G = @,
entonces SM(@) = {0,1}, y si A es un dlgebra monddica tri-
vial, esto es A tiene un solo elemento, entonces SM(@) =
= {0} = A.

Recordemos que si A es un algebra de Lukasiewicz, S una
L-subdlgebra de A y a € A, entonces SL(S,a) es el conjun-
to de todos los elementos x € A, que se pueden expresar en
la forma:

X (sl A ha) v (s2 A A~a) v (53 AV(a A ~a)) v (s4 A a A ~a),
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donde Sy, S s, € S.

27 337 3y
Observemos que si a € B(A), entonces
SL(S,a) = {x € A: x = (sl A a) v (s2 A ~a) con S;»8, € S}t.

Si el elemento a verifica Aa

0, entonces (ver 0.1.13),
como a < ~a, tendremos: SL(S,a) = {x € A: x = (sl A A~a) v

v (s2 A Va) v (s3 A a), donde S € S para i = 1,2,3}.

Si el dlgebra A tiene centro c, entonces:

SL(S,c) = {x € A: x = s_ A (52 v ¢), donde s

1 e S}.

s S

1°72

I.5.5. LEMA. S7Z k € K(A) y S es una M-subdlgebra del
dlgebra monddica A, entonces SM(S,k) = SL(S,k).

DEM. Es evidente que SL(S,k) € SM(S,k). Para probar que
SM(S,k) € SL(S,k), es suficiente demostrar que SL(S,k) es
una M-subdlgebra. Si x € SL(S,k) entonces:

4
X = ! (si A Fi(k))
donde s; € S para i = 1,2,3,4 vy Fl(k) = Ak, Fz(k) = a~k,
FB(k) = v(k A ~k), F4(k) = k A ~k.

Como k € Ky K es L-subdlgebra de A, entonces Fi(k) € K

para i = 1,2,3,4, luego podemos escribir:
4 4
Ix = 31!1 (si A Fi(k)) = 1!1 3(5i A Fi(k)) =
4
=V ( 3s. A F_(k)) ,por lo tanto, como ds, € S, para

i=1

i=1,2,3,4, podemos afirmar que 3x e SL(S,k).

Vamos a probar que este resultado se puede generalizar,
esto es:

I.5.6. LEMA. S7 S es una M-subdlgebra de un dlgebra mo
nddica A y X € K(A), entonces SM(S U X) = SL(S v X).
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Como SM(S U X) = SM(S U F), entonces nos basta

U
F CX
F finita
probar que: SM(S U F) = SL(S u F),para toda parte finita F
de K(A).
Vamos a probar este resultado por induccién sobre el nd
mero N(F) de elementos de F. Por I.5.5 podemos afirmar que

el resultado es verdadero cuando N(F) = 1,

Supongamos que la igualdad es valida para todos los sub
conjuntos de K(A) con n-1 elementos. Sea F = {k1’k2""’kn} -
€ K(A), entonces: SL(S,kl,kz,...,kn) =

= SL(SL(S,k ,ky,. o0k, 1), k)
SL(SM(S,ky Ky ook 1), k)
= SM(SM(S,ky,ky,..unk, 1), k)

SM(S,kl,kz,...,kn).

Estamos ahora en condiciones de probar I.5.6, en efec-
to:

SL(S U X) = SL(S U F) = SM(S U F) = SM(S U X).
X F X
inita F finita
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I.6. AXIOMAS INDEPENDIENTES PARA LAS ALGEBRAS MONADICAS.

1.6.1., LEMA, Sea (A, 1, ~, ¥V, 3, A, V) un sistema for
mado por: 1°) un conjunto no vaefo A; 2°) un elemento
1 de A; 3°) tres operaciones unart<as, ~, V, 3, defini-
das sobre A; 4°) dos operaciones binarias A, v, defi-
nidas sobre A, en forma tal que se verifiquen los azxio

mas (cualesquiera que sean Los elementos X,¥,2 de A):
M1) x A (x v y)
MZ) x A (y v z)
M3) ~~x = Xx

M4) ~(x A y) = ~x v ~y

X
(z A x) v (y A X)

M5) ~x v vx = 1

M6) X A ~X = ~X A VX

M7) v(x A y) = VX A vy

M8) 3I~1 = ~1

M9) x A 3Ix = x

Mi10) 3(x A 3y)=3xaA3Yy
M11) 3 ~V~x = ~vy~ 3x,

entonces el sistema indicado es un dlgebra monddica.

DEM. Ya sabemos que de los axiomas M1-M7 resulta (ver L.
Monteiro (1964 a)) que el sistema (A, 1, ~, v, A, v) es un
dlgebra de Lukasiewicz trivalente.

Como ~1 = 0, entonces M8 coincide con el axioma E0 in-
dicado en I.2.1. El axioma M9 coincide con E1 y el M10 con
E2. Como ax = ~v~x, entonces el axioma M11 nos dice que
3 Aax = A Ix, esto es, se verifica E4. Por 1lo tanto, para
que A sea un 4dlgebra monddica, s6lo nos resta probar que
se cumple el axioma E3. Para ello necesitamos de una serie
de propiedades que pasamos a demostrar.



44

(1) Si b e B(A), entonces 3b e B(A).
db = 3ab = A3b.

(2) Si x <y, entonces Ix < dy.

Se demuestra como en 1.2.3,

(3) v3x < 3Ivx.

De x < vx, resulta 3Ix < 3 vx, luego utilizando (1) te-
nemos vix < vivx = 3Jyx.

(4) Si 3Ix = x, entonces 3I~x = ~X.

Como hemos indicado en 1.2.6, se prueba que (i) A3d~x =
= A~x. Probemos que (ii) v I~x = V~Xx. En efecto 0 = 390 =
3 (Ax A U~Xx) 3(23Ix A V~X) = 3 (3Iax A v~x) =
JAX A JV~X = AX A JV~x. Por (3) sabemos que
Vi~x < 3v~x , luego

AX A VI ~X < AX A Jv~x = 0, esto €S, 4X A v3I~x = 0, luego:
(a) v3I~x < ~Ax = ye~x.
Por otro lado, como ~x < d~x, entonces
(b) v~x < v 3~x.

De (a) y (b) resulta (ii), y de (i) e (ii) se deduce
por el principio de determinacidn que I ~x = ~x,

(5) Si 3x = X, entonces 3JIyx = vyx.

De 3x = x,resulta por (4) que 3J~x = ~x, luego por M11
JA~X = AJ~x = pA~X, luego por (4) 3Jvx d~A~X = ~pA~x =
= VX.

(6) d3Ix = 3Jx.
Ver demostracién en 1.2.3,
(7) 3vx < v 3Ix.

Como x < 3Ix, entonces vx < v 3 x, luego aplicando (2),
(6) y (5) tenemos Jvx < 3Iv3Ix = v Ix.
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De (3) y (7) resulta: 3Jvx = v 3Ix.

Vamos a probar ahora que los axiomas M1-M11 son indepen
dientes.

INDEPENDENCIA DE M1. Sea A = {a,b,1}, sobre el cual defini
mos los operadores A, ~, v, 3, por intermedio de la tabla
siguiente y x v y

]

X Ay, para todo x,y de A,

A a b 1 I ~X I VX l 3 x

a a 1 1 b 1 a
b 1T b 1 a 1 b
1 1T 1 1 1 1 1

Entonces se prueba sin dificultad que se verifican M2-
M11, y no vale M1, yaque a A (a vb) =aanl=1F%a.

INDEPENDENCIA DE M2 a M7. Para probar la independencia de
estos seis axiomas, nos sirven los ejemplos que hemos in-
dicado (ver L.Monteiro. (1964 a)), poniendo en cada uno de
ellos 3x = x, cualquiera que sea x.

INDEPENDENCIA DE M8 . Consideremos el dlgebra de Lukasiewicz
indicada en 0.2.5 y pongamos por definicién 3Ix = 1, para

todo x. Luego se verifican M1-M7, M9-M11 y no se verifica
M8: 3I~1 = 30 =1 # ~1,

INDEPENDENCIA DE M9 . Sea A el dlgebra de Lukasiewicz in-
dicada en 0.2.5, entonces si definimos 3Ix = 0, para todo

X de A, todos los axiomas son verificados a excepcidn de
MO, yaque 1T A 31 =1A02=20¢1.

INDEPENDENCIA DE M10. Consideremos el dlgebra de Boole A,
cuyo diagrama se indica en la figura. ’

. Pongamos por definicién: 30 = 0 ,

da = 31 =1, 3b = b. Luego se veri

fican M1-M9, M11, y no se verifica M10,
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ya que 3I(a A 3Ib) = 3J(a A b) = d0 = 0y 3a A 3Ib =
=1 Ab=>b# 0.

INDEPENDENCIA DE M11. Sea A el dlgebra de Lukasiewicz indi
cada en 0.2.5 y pongamos por definicién 3Ix VX, cualquie

Ta que sea x € A. Entonces todos los axiomas son verifica-
dos, menos el M11, porque:

dAc = VAc = Ac = 0 y A 3dc = AVe = ATl = 1,
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CAPITULO II
HOMOMORFISMOS

IT.1. HOMOMORFISMOS Y ALGEBRAS COCIENTES.

IT.1.1. DEFINICION. Dadas dos dlgebras de Lukasiewicsz
monddicas A y A', un homomorfismo de A en A' es unag a-

plicacién hiA — A' que verifica:

H1) h(x v y) = h(x) v h(y)
H2) h(~x) ~h (x)

H3) h(vx) vh(x)

H4) h(3x) = 3 h(x).

Esto quiere decir que h es un homomorfismo de la estruc
tura de dlgebra de Lukasiewicsz, lo que llamaremos L~ho

momorfiemo, que verifica la propiedad adicional H4.

Si-h es una epiyeccidn (inyeccidn), h se dird un epimor
fismo (monomorfismo). Si h es a la vez un mono Yy epi-
morfismo se dice que h es un isomorfismo y se nota
AZTA" 6 A=A",

Si h:A — A' es un epimorfismo, entonces diremos que

A' es una imagen homomorfica de A. Nos proponemos a indi-

car un procedimiento que permite obtener todas las imége-
nes homomorficas de A a partir de construcciones efectua-
das sobre A.

Un L-homomorfismo, ademds de H1, H2, H3, verifica las
propiedades:

HS) h(x A y) = h(x) A h(y) , H6) h(1) = 1
H7) h(0) = 0 , h(ax) = Ah(x)

Yy si h es un homomorfismo, vale también
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H9) h(V¥x) = Yh(x).

IT.1.2. DEFINICION. SZ A y A' son dlgebras monddicas y
h:A — A' es un homomorfismo, se Llama nicleo de h al
conjunto: N(h) = {x € A: h(x) = 1}.

Se prueba sin dificultad que un homomorfismo h es un
monomorfismo si y solo si N(h) = {1}.

IT.1.3. LEMA. EIl nidcleo D = N(h) de un homomorfismo tie

ne las siguientes propiedades:

N1) D es un filtro
N2) AD €D
N3) VD C D.

DEM. Como h es un homomorfismo de reticulado se verifica
N1. La propiedad N2 (N3) es una consecuencia de HS8 (H9).

IT1.1.4. DEFINICION. Daremos el nombre de L-filtro a to

do filtro F de un dlgebra monddica que verifica N2 y N3,

La teoria de las dlgebras de Boole monddicas es un ca-
so particular de la teoria de las dlgebras de Lukasiewicz
trivalentes monddicas. El concepto de M-filtro que acaba-
mos de definir generaliza el de filtro monddico de la teo-
ria de las dlgebras de Boole monddicas.

Sea D un M-filtro de un &dlgebra monddica A. Diremos que
dos elementos x e y de A son congruentes médulo D, y escri-

biremos x =y (D), si existe un d € D tal que x A d =y A d.
De la definicion precedente resulta que x =y (D) es
una relacidén de congruencia sobre A, considerada como dlge-

bra de Lukasiewicz.
Veamos ahora que "Si x = y (D) entonces 3Ix = Iy (D)". En

efecto, por hipétesis existe d € D tal que x A d = y A~ d,
luego x A d A Vd =y A d A Vd, esto es, x A Vd =
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=y A Vd. Por lo tanto 3x A Vd = I (x A Vd) =
= Iy ~n Vd) = Iy A Vd.
Como Vd € D, podemos afirmar que 3x = 3y (D).
Si A es un 4lgebra monddica, D un M-filtro de A vy
X € A, vamos a indicar con IXID 6 |x| la clase de equiva-

lencia médulo D determinada por x, e indicaremos con A/D
el conjunto de todas las clases de equivalencia médulo D,
algebrizada en la forma natural:

(M) x| adyl = lxayl 5 (2 |x| v ]yl = |xvy]
(3) ~|x| = |~x] s (4) vlx| = |vx]|
(5) 3I|x| = | Ix{.

Entonces, por métodos standard (G.Birkhoff, 1967, Capitulo
VI) se puede probar que A/D es un &dlgebra moniddica, que tie
ne por Gltimo elemento a |1| = D, y que 1la aplicacién

¢(x) = |x| de A en A/D es un homomorfismo que verifica

¢(A) = A/D y N(p¢) = D. Al dlgebra A/D se la denomina al-
bra cociente de A por D y al epimorfismo ¢ epimorfismo na-
tural de A sobre A/D.

El siguiente resultado se prueba en la forma habitual:

IT.1.5. LEMA, Sean A,A' y A" dlgebras monddicas,

h':A — A" un homomorfismo. S<i N(h') C N(h"), entonces
exigte un Unico homomorfismo h:A' — A" tal que h" =

= h o h'.

Ademds: 1) S< h" es epimorfismo,h es epimorfismo. 2) 5%
h'" es epimorfismo y N(h') = N(h"), entonces h es un iso

morfismo.

IT.1.6. COROLARIO. Sz A y A' son dlgebras monddicas y h

un homomorfismo de A en A', entonces h(A) es isomorfa
a A/N(h).
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DEM. A* = h(A) es un dlgebra monidica y h:A — A* es un epi
morfismo de A en A*., Como N(h) es un M-filtro de A, enton-
ces podemos considerar el 4dlgebra cociente A/N(h). Si ¢ es
el epimorfismo natural de A sobre A/N(h), entonces es fdcil
ver que N(h) = N(¢) y, por 1o tanto, h(A) es isomorfa a
A/N(h), esto es, h(A) = A/N(h).

Estamos ahora en condiciones de afirmar que todas las
imdgenes homomorficas de un dlgebra monddica A se obtienen
(a menos de isomorfismo) por la construccién indicada an-
teriormente. En efecto, si A y A' son dlgebras monddicas y
h:A — A' es un epimorfismo, entonces N(h) es un M-filtro
de A, luego por II.1.6 conclufmos que h(A) = A/N(h), esto
es, A' = A/N(h).
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IT.2. SISTEMAS DEDUCTIVOS MONADICOS.

En un 4lgebra de Lukasiewicz se denomina implicacién
débil (A.Monteiro, (1963),(1967)) a 1la operacidén binaria
que indicaremos con — , definida por la f6rmula: x — y =

= V~X V Y.,

Un subconjunto D de un dlgebra de Lukasiewicz A se dice

un sistema deductivo (s.d.) de A si satisface las condicio
nes siguientes:
D1) 1 € D.
D2) (Modus Ponens) Si x € D y x — y € D, entonces y € D.
Un sistema deductivo D se dice propio si D # A.

Un filtro de un 4lgebra de Lukasiewicz A se dice un
L-filtro de A si verifica "Si f € F entonces Af € F". Se
prueba en la teorfa de las dlgebras de Lukasiewicz que

las nociones de sistema deductivo y L-filtro son equivalen
tes.

IT.2.1. DEFINICION. Diremos que un sistema deductivo D
de un dlgebra monddica es monddico (s.d.m.) si verifi-
ca:

D3) SZ x € D entonces ¥x € D.

De acuerdo a esta definicién es obvio que las nociones
de sistema deductivo monddico y M-filtro coinciden.

Es claro que si A es un 4dlgebra monddica, entonces A
y {1} son sistemas deductivos monidicos y que la intersec-
cién de una familia no vacfa de sistemas deductivos mona-
dicos es un sistema deductivo monidico.

I1.2.2., DEFINICION. SZ H es un subconjunto de un dlge-
bra monddica A , llamaremos sistema deductivo monddico
generado por H, y lo indicaremos por DM(H), a la inter

seccidn de todos los sistemas deductivos monddicos de
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A que contienen a H. Esto es, DM(H) es el menor s.d.m.
de A que contiene ¢ H.

Sea A un dlgebra de Lukasiewicz, H una parte de A y
D(H) el s.d. generado por H. Se prueba que D(H) = F(aH),
donde F(X) indica el filtro generado por el subconjunto X.

IT.2.3. LEMA. SZ A es un dlgebra monddica, entonces
DM(H) = D(VYH), cualquiera que sea la parte H de A.

DEM. Si H = @ , entonces DM(H) = {1} y VH = ¢ luego
D(VYH) = {1},
Sea H # ¢, como H C DM(H), entonces VH C VDM(H) C DM(H),
esto es, (1) YH C DM(H). Pero (2) DM(H) es un s.d. luego,
de (1) y (2), resulta (i) D(VYH) € DM(H).

Probemos que (3) HC D(VH). Si h e H, entonces Vh e
€ VH € D(VH), luego, como D(VYH) es un filtro y Vh < h,
tenemos h € D(YH). Si y e D(VH) = F(AVH), entonces
a = AVh1 A AVh2 A .. A A\;’ht <y,

donde A‘v’hi € AVH, para i=1,2,...,t, luego Va = a < Vy,

Y por lo tanto Yy € D(VH). Esto prueba que (4) D(VH) es
monddico, luego de (3) y (4) concluimos que (ii) DM(H) C
CD(VH),.

De (i) y (ii) se deduce el lema.

Llamaremos s.d.m. principal a todo s.d.m. generado por
un conjunto con un solo elemento. Si X = {a}, notaremos
DM(X) = DM(a).

De acuerdo con los resultados precedentes, podemos afir
mar que:

DM(a) = D(Va) = F(AVa) = F(Vaa) ,

de donde resulta inmediatamente:

II1.2.4. LEMA. SZ A es un dlgebra monddica, entonces
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el s.d. D(a) es monddico si y solo st ha € K(A).

IT.2.5. COROLARIO. $¢ a € K(A), entonces D(a) es un s.
d.m.

Si A es un dlgebra de Lukasiewicz, H una parte de A y
a € A, vamos a notar por D(H,a) al s.d. generado por el con
junto H U {a}.
Se prueba que D(H,a) = {x € A: a — x € D(H)}. Entonces, si
A es un dlgebra monddica, H C A Yy a € A, tenemos:

(*) DM(H,a) = {x € A: Va — x € DM(H)}

En efecto, DM(H,a) = D(VH,Va) = {x € A: Va — x ¢ D( YH)}=
= {x € A: Ya — x € DM(H)}.

De (*) resulta que DM(a) = {x € A: Va — x
to, DM(a) = DM(@,a) = {x € A: Va — x € DM (@)
= {x € A: Ya —x = 1},

Utilizando (*) se deduce inmediatamente que si H es un

1}. En efec
{1}} =

s.d.m. de A y a € A, entonces:
DM(H,a) = {x € A: Va —sx € H} =.D(H, va).

Para ello basta tener en cuenta que DM(H) = H,

Observemos finalmente que si H es una parte no vacia
de un dlgebra de Lukasiewicz A, entonces D(H) es el conjun
to de todos los elementos Yy € A, para los cuales existe una
parte finita {h1 hz,...,ht}g H tal que

(hy Ahy s oo Ah) =y =1

Luego, por II.2.3 , podemos afirmar que si H es una parte no
vacia de un dlgebra monidica A, entonces DM(H) es el conjun
to de todos los elementos y de A, para los cuales existen

h h . ht € H, tal que

(¥h, A Vh) A ... aA Vh) —y =1
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IT.3. LOS SISTEMAS DEDUCTIVOS MONADICOS PRINCIPALES Y LA
TRAZA.
Vamos a indicar una construccién que permite obtener

el dlgebra cociente de un 4lgebra monddica A por un s.d.m.
principal DM(a).

Sea A" = [0,A ya]l = {x € A:0 < x < AVa} y algebrize
mos este conjunto del siguiente modo:
(1) xnNny=xay ’ (2) xuy=xvy |,
(3) =~x = ~x A A ya , (4) vx = vyx A A Va R

(5) 3 x = 3Ix A A VYa , donde x,y € A",

Es evidente que el conjunto A" es cerrado con respecto
a las operaciones definidas y que la transformacidn
H: A — A", definida por H(x) = x A A Ya, es una eplyeccién
que verifica las condiciones H1, H2, H3 y H4 (ver 1I.1.2).
Luego A" es un 4lgebra monddica, mis precisamente, es una
imagen homomérfica de A. Ademds, como H(1) = 1 A a Va3 =
= AVa, AVa es el dltimo elemento de A", luego
N(H) = {x € A: H(x) = A Va} = {x € A: A Va < x} = F(a Va) =
= DM(a).

Por lo tanto, si A' = A/DM(a), por II.1.5 podemos afir-
mar que A" es isomorfa a A". Observemos ademis que el homo
morfismo H deja fijos los elementos de A,

El &dlgebra monddica A" se denomina traza de A sobre a
Yy se nota A" = Tr A/a.

IT.3.1. TEOREMA. En cada clase de equivalencia mdédulo
DM(a) existe un unico elemento de A" = Tr A/a. Mds pre

cisamente, si L es una clase de equivalencia médulo
DM(a) y s2 x € L, entonces: L N (Tr A/a) = {H(x)}.

DEM. Como H(x) A A Va = x A A Va Yy A Va € DM(a), entonces
(M x = Hx) , (DM(a)).
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Si x € L, por (1) H(x) € L y como H(x) € (TrA/a), cual
quiera que sea x € A, resulta que H(x) € L n (Tra/a). Lue-
go:

(2) LN (TrA/a) # ¢

Veamos finalmente:

(3) Si x,y € L N (TrA/a),entonces X=y.

Sabemos que el homomorfismo H deja invariantes los elemen-
tos de Tr A/a, luego de x,y € Tr A/a tenemos H(x) = x vy
H(y) = y. Sea ¢ el homomorfismo natural de A sobre

A' = A/DM(a). Sabemos que existe un isomorfismo f de A' so
bre A" tal que H
y por lo tanto x

f oy¢. De x,y € L resulta ¢(x) = v (y)
H(x) = f(¢(x)) = £(o(y)) = H(y) = y.



56

I1.4. RELACION ENTRE LOS SISTEMAS DEDUCTIVOS MONADICOS “DE
UN ALGEBRA MONADICA A Y LOS SISTEMAS DEDUCTIVOS DE K(A).

En la determinacién de 1las imdgenes homomorficas de 41-
gebras monddicas, de Lukasiewicz, de Boole monddicas, de
Boole, desempefian un papel fundamental las nociones de sis-
tema deductivo monddico, sistema deductivo, filtro monadi-
co y filtro, respectivamente.,

Dada un 4dlgebra monidica A, podemos considerar:
1°) El1 dlgebra de Lukasiewicz K = KA ,
2°) E1 dlgebra de Boole Moniddica B = B(A) vy
3°) El1 dlgebra de Boole B(K) = {x € K: vx = x}.

Observemos que B(K) = K(B), donde K(B) = {y € B: 3Ix = x},
y que ademds K(B) = B(A) n KA).

Vamos a representar por M la familia de todos los sis-
temas deductivos monddicos de A, por D la familia de todos
los sistemas deductivos de K(A), por U la familia de todos
los filtros monddicos de B(A) y por F la familia de todos
los filtros de B(X). Indicaremos a continuacién algunas re
laciones entre estos conjuntos.

Se verifica sin dificultad que si D es un s.d.m. de A,
entonces D*¥ = D N K(A) = 3D es un s.d. de K(A) vy

D = {x € A: t < x para algin t € D*} = F (D*)

Reciprocamente, si D* es un s.d. de K(A), entonces el con-
junto D = F(D*) es un s.d.m. de A que verifica D* = D n K(A).
Aplicando II.2.3 y observando que VYD* = D ,» AD* C D*, se
tiene F(D*) = DM(D*),

De 1o precedenté resulta:

IT.4.1. LEMA. Lgq transformacidén v3: M — D, definida

por ¢1(D) =D N K(A), es un isomorfismo de orden, cuan

do M, D se ordenan por el orden de inclusidn.
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¢II: D — M es dada por w;l(D*) = F(D*) = DM(D¥*).

Si D es un s.d.m. de A, entonces D# =D N B(A) = AD es
un filtro monddico de B(A) y ademis D = F(D#). Reciprocamen
te, si D# es un filtro monddico de B(A), entonces D = F(D#)

es un s.d.m. de A tal que D# = DnNn B(A). Como AD# = D#

’

v ¥ ¢ »¥, aplicando I1.2.3, se tiene F(pF) - DM(D*). Deja
mos a cargo del lector las verificaciones. Estamos asi en
condiciones de afirmar que

I1.4.2. LEMA. La transformacidn Y, M — U, definida
por ¢2(D) = D N B(A), es un isomorfismo de orden, cuan

do M, U se ordenan por el orden de ineclusidn.
07 ¢ U — M es dada por o5t 0" = Fo*y = vt

Por un resultado de la teorfa de las dlgebras de
Lukasiewicz, podemos afirmar que wB(D') = D' Nn B(K) = aAD',
donde D' € D, establece un isomorfismo de orden entre D y

s .. -1
F. La transformacién inversa ¢, hace corresponder a cada

fiitro T de B{K) el filtro engendrado en K(A) por

T: ¢;1(T) = Freeay (T

También sabemos que si definimos ¢4(F) = F N K(B) =
= 3F para F € U, ¥, €s un isomorfismo de orden entre U y

F. La transformacién inversa es dada por wZI(S) = FB(A)(S).

La conmutacién ¥3 0¥ =¥, 0oy, explicitada en el dia

grama es un reflejo de la conmutacidén de 1los operadores A

y 3 en las dlgebras de Lukasiewicz trivalentes monddicas.
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DewM

AD € U — 34AD = A3D e F
%4
Sea A un dlgebra monddica, D un sistema deductivo mona
dico y h el homomorfismo natural de A sobre A/D, entonces

la restriccién h* de h a K(A) es un L-homomorfismo de KA
sobre K(A/D) que tiene por nticleo a 3D, luego:

KA)/3D vy K(A/D) son dlgebras de Lukasiewicz isomorfas,

Si h' representa 1a restriccién de h a B(A), h' es un
homomorfismo del dlgebra de Boole monddica B(A) sobre el
dlgebra de Boole monddica B(A/D) que tiene por nicleo a AD,
luego:

B(A)/aD vy B(A/D) son dlgebras de Boole. monddicas isomorfas.

Finalmente tenemos que:
BK(A)Y/A3D y BK(A/D) son dlgebras de Boole isomorfas,
donde BK(A) = B(A) n K(A).
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IT.5. PROPIEDADES DE LA FAMILIA DE LOS SISTEMAS DEDUCTIVOS
MONADICOS.

Nos proponemos en este parrafo indicar algunas propieda
des de los sistemas deductivos monidicos y caracterizar los
sistemas deductivos monddicos miximos.

Sea A un dlgebra monidica no trivial, esto es, con mis

de un elemento. Un sistema deductivo monddico M de A se di-
ce maximal si es un elemento maximal del conjunto de los sis
temas deductivos moniddicos propios de A ordenado por inclu-
sidn.

Un sistema deductivo monddico I se dice irreducible si
1°) I es propio y 2°) Si I = Dl'n'D

93 donde Dl y D2 son

sistemas deductivos monidicos, entonces I = D1 61 = Dz‘

Un sistema deductivo moniddico C se dice complétamente

irreducible si 1°) C es propio y 2°) Si C = ] D donde
jeJ

{Cj}jeJ es una familia de sistemas deductivos monadicos,

entonces existe jo € J tal que C = Dj .
o
IT.5.1. TEOREMA. En un dlgebra monddica A, las siguien
tes condiciones son equivalentes:

1) M es un s.d.m. mdzimo.
2) M es un s.d.m. irreducible.

3) M es un s.d.m. completamente irreducle.

DEM. Hemos visto en el pirrafo anterior que la transforma
cidén ¢ = $3 09, =9, 0 ¥, establece un isomorfismo de or-

den entre el conjunto de los sistemas deductivos monddicos
del dlgebra A y el de los filtros del dlgebra de Boole
B(K) = BK(A). Es entonces inmediato que los elementos maxi
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males , irreducibles y completamente irreducibles de estos
conjuntos se corresponden por ¢. Como las nociones de fil-
tro maximal, filtro completamente irreducible y filtro irre
ducible coinciden en 1las dlgebras de Boole, también coinci
den las nociones de s.d.m. mdximo, s.d.m. completamente irre
ducible y s.d.m. irreducle en un dlgebra de Lukasiewicz mo-
nadica.

Mediante la utilizacién de la transformacién ¢ se prue-
ba inmediatamente que: Todo sistema deductivo monddico pro-
pPio es interseccidn de sistemas deductivos monidicos maxi-
mos. En particular, desde que {1} es un s.d.m

., Se tiene
que: la interseccidn de todos'los sistemas deductivos mona-
dicos midximos de un 4dlgebra de Lukasiewicz moniddica se re-
duce al elemento 1.

Vamoes a completar estos resultados con una caracteriza
cibén de los sistemas deductivos moniddicos maximos.

IT.5.2. TEOREMA. En un dlgebra monddica A los siguien-

tes enunctados son equivalentes:

1) M es un s.d.m. mdximo.

2) S a @ M, existem € M tal que AVa am= 0.

3) 52 AVa vbeM, entonces a €M b € M.

4) S7 a € M, entonces v~V a € M.

5) 87 a,b &€ M, entonces Va-—-beMy v¥b — a e M.

DEM. 1 = 2) Consideremos el s.d.m. D = DM(M,a) = D(M, V¥ a)=
= FM,Ava) = {x € A: m A AVa <x, conme M},

Si fuese AVa am # 0, para todom € M, entonces D seria
un s.d.m. propio tal que M C D. Absurdo.

2=>3) Si a¢&M, por (2) existem e M tal que AVa Am = 0,
Como b Am = (AVa v b) A m € M, entonces b € M.

3=4) Como AVa v i~Ya=1€Mya¢M, entonces, por
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(3), v~ya € M.

4 = 5) Si a ¢ M, entonces v~ Va M, luego Va — b =
= V~Va v b €M, Andlogamente se prueba que Vb — a e M.

5=1) Si M no es miximo, entonces existe un s.d.m. M* tal
que M C M* C A, Sean a € M* - M y (1) b € A - M*, luego
a,b € My por 1o tanto, de (5) se deduce en particular que
Va — b € M, luego (ii) Va — b € M*, Como a € M*, enton
ces (iii) Va € M*, De (ii) y (iii) se deduce que b € M*,
lo que contradice (i).

Cuando 3Ix = x, respectivamente Vx = x, para todo x,
el teorema precedente da caracterizaciones de los sistemas
deductivos miximos, respectivamente filtros monddicos midxi
mos, en las 3lgebras de Lukasiewicz trivalentes, respecti-
vamente &dlgebras de Boole monddicas. Y, por cierto, contie
ne a las caracterizaciones de ultrafiltros en las dlgebras
de Boole, en el caso 3Ix = vx = X, para todo x.
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IT.6. ALGEBRAS MONADICAS SIMPLES.

IT.6.1. DEFINICION. Un dlgebra monddica A se dice sim
ple si:

1) A no es trivial ‘

2) las dnicas imdgenes homomérficas de A son A y el di

gebra monddica trivial.

Como las imdgenes homomdrficas de A son de la forma A/D
donde D es un s.d.m. de A, entonces se prueba sin dificul-
tad que:

IT1.6.2. LEMA. Un dlgebra de Lukasiewicz monddica A, no
trivial, es simple si y solo si sus Unicos sistemas de-
ductivos monddicos son DM(1) = {1} y DM(0) = A.

Desde que "A simple" significa que {1} es un s.d.m. maxi
mal, se tiene que (II.5.2,2):

A es simple si y solo si cualquiera que sea a#l1, VY aAa = 0.

Si A es un dlgebra de Boole y K(A) = {0,1}, entonces A es
simple pués si a#1, entonces Va = 0, luego YaAa = VYa = 0.
Si A es un dlgebra con centro ¢ y K(A) = {0,c,1}, A es sim-
ple . En efecto, si a#1, entonces VYa = 08 Ya = c, luego
eén cualquier caso VaAa = 0. Por otra parte, si-A es simple,
K(A) tiene dos 6 tres elementos, pués si k € K(A) y

k& {0,7}, 0 = vak = AVk = Ak Yy, andlogamente, A~k = 0,

0 sea Vk = 1; luego k es necesariamente el centro de A (ver

0.2). Resumiendo:

I1.6.3. TEOREMA. Para un dlgebra de Lukasiewicz monddi-
ca A son equivalentes:

1) A es simple

2) Cualquiera que sea a#l1, VYaa = 0
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3) K(A) tiene dos o tres elementos, en el primer caso
A es un dlgebra de Boole y en el segundo A es un dlge-

bra centrada.

Cuando 3Ix = x, para todo x, el teorema anterior indi-
ca que i) las dlgebras de Lukasiewicz simples son {0,1} y
{0,c,1}. Por otra parte cuando Vx = X, para todo x, II.6.3
dice que ii) las dlgebras de Boole monidicas simples A, son
aquellas tales que K(A) = {0,1}.

Que las 4dlgebras de Lukasiewicz monidicas simples son
exactamente las descriptas en el punto 3 de I1.6.3 es tam-
bién una consecuencia. de i) 6 ii). En efecto, desde que 1los
sistemas deductivos moniddicos de A, los sistemas deductivos
de K(A) y los filtros monidicos de B(A) se corresponden bi-
yectivamente (II.4.1 y I1.4.2), decir que A es simple, esto
es que tiene exactamente dos sistemas deductivos monddicos,
equivale a decir que K(A) es un dlgebra de Lukasiewicz sim
ple, esto es, tiene exactamente dos sistemas deductivos, y
también equivale a decir que B(A) es un dlgebra de Boole
monddica simple.

En el primer caso, por i) K(A) = {0,1} & K(A) = {0,c,1}.
En el segundo, por ii) K(B(A)) = {0,1}, luege por un razo-
namiento andlogo al indicado en la pigina 62, K(A) tiene
dos o tres elementos.

En forma standard se prueba que:

I1.6.4. LEMA. S M es un s.d.m. mdximo de un dlgebra
monddica A, entonces A/M es un dlgebra monddica simple.

I1.6.5. TEOREMA.SZ A es un dlgebra monddica y Mun s.d.
m. tal que A/M es un dlgebra monddica simple, entonces

M es un s.d.m. mdeimo de A.



CAPITULO III

PRODUCTO Y SUBPRODUCTO DIRECTO DE ALGEBRAS MONADICAS

III.1. PRODUCTO DIRECTO DE ALGEBRAS MONADICAS.

Dada una familia {(Ai,a i)}ieI’ no vacia, de dlgebras

monddicas, el producto cartesiano P = T | Ai es un algebra

iel
de Lukasiewicz cuando se algebriza P coordenada a coordena
da. Si para a = (ai)isI = (ai) € P definimos

da = ( Bi ai)ieI’ entonces (P,3 ) es un dlgebra monidica,

llamada producto directo (o cartesiano) de las dlgebras mo-
nadicas Ai'

Los siguientes resultados son de fidcil comprobacidn:

Si A es un dlgebra monéddica, {ki}ieI C K(A) y existe

A ki = k, entonces k € K(A).
iel

ITITI.1.1. LEMA., SZ P = . Ai’ donde las Ai son dlgebras
iel

monddicas, entonces k = (ki)ieI € K(P) s72 y solo sz
ki € K(Ai), para ccda i € I. Esto es K(P) = T | K(Ai).
iel
También B(P) = B(Ai).
iel

Si P = ] A;, la proyecci6n i-&sima I, de P en A, es
iel

un homomorfismo de P en Ai'

Un dlgebra monddica A se dice subproducto directo de

la familia {Ai}isI de dlgebras monddicas si:

1°) A es isomorfa a una subdlgebra A* del dlgebra monddica



65

P=T‘]’Ai.

iel
2°) Hi(A*) = Ai’ para todo i € I,
Si, ademis, Hi: A% — Ai No es un isomorfismo bPara ningin

i€1I, A se dice subdirectamente reducible., Caso contrario,
se dice que A es subdirectamente irreducible.

ITI.1.2. TEOREMA. Para que un dlgebrq monddica A seaq
subproducto directo de una familia {Ai}isI de dlgebras

monddicas es necesario Y suficiente que existaq una fa-
miliq {Di}ieI de sistemas deductivos monddicos de A

tal que:
1 Mo = (13,
ieI 1
2) A; = A/Di para todo i € 1I.

DEM. La condicién es necesaria: Por hip6tesis A es isomorfa

@ una subdlgebra A* de P = 7 Ai’ Sea h el isomorfismo de
iel

A sobre A% | como Hi ©s un homomorfismo de A* sobre Ai’ la

transformacién hi = Hi © h es un epimorfismo de A sobre A

Luego Di = N(hi) €s un s.d.m, de A que verifica Ai = A/Di

(ver I1.1.6).

Sea D = .ﬂ D.. Si x e D, entonces h,(x) = 1 para todo
ieT 1 i

i€1I, esto es, 1 = Hi(h(x)) = X., cualquiera que sea i € I.

Por lo tanto h(x) = 1y, como h es biunivoca, x=1, luego
D = {1}.

La condicién es suficiente: Sea {Di}isI una familia de sis

temas deductivos monddicos de A tal que .nI Di = {1}.
1l¢
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Probemos que A es subproducto directo de la familia

{Ai = A/Di}iel'

Para cada i € I, sea m, el homomorfismo natural de A
sobre Ai’ pongamos por definicién: ¢(f) = (mi(f))iel’ don-
de f € A. Es claro que ¢ es una funcién de A en P = [ Ai’

iel
luego una epiyeccidn de A en A* = ¢(A) C P,

elf v g) = (£ v, ;= m(f) vm(e), -
= () 0 v (@), = e(£) v e(g).

1
En forma andloga se prueba que: ¢ (~f) = ~p(f) ;
e (VE) = vo(f) ; p(3£f) = Fp(f). Luego ¢ es un epimorfismo.
Probemos que ¢ es inyectiva: N(p) = {x € A: p(x) = 1} =
= {x € A: mi(x) =1, para todo i€1l} =

= {x € A: x € D, para todo i € 1} = ,n D. = {1},
i iel 1

Como Hi ¢ =m, y m. es suryectiva, Hi lo es también.

ITI.1.3. TEOREMA. Todg dlgebra monddica A, no trivial,
es subproducto directo de una familia de dlgebras mond
dicas simples.

DEM. Sea M = {Mi}ieI la familia de todos los sistemas deduc

tivos monddicos miximos de A, Sabemos que [l Mi = {1},
iel

luego si Si = A/Mi’ podemos afirmar por III.1.2 que A es

subproducto directo de la familia {Si}ie Ademis por

I
IT.6.4 las dlgebras monidicas Si son simples.

Nos interesa destacar el siguiente:

ITI.1.4. COROLARIO. Todaq dlgebra monddica A, no trivial,
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es tsomorfa a una subdlgebra A* de un dlgebra monddi-

ca P tal que K(P) es completa en P.
DEM. Por III.1.3, A es isomorfa a una subdlgebra A* de

P =] S;», donde las S; son dlgebras monddicas simples.
iel

Por 11.6.3, K(Si) tiene dos & tres elementos, luego K(Si)

es un reticulado completo en Si’ para todo i € I. Por 1lo

tanto K(P) es completa en P (IT1.1.1).

ITT.1.5. TEOREMA. SZ A es un dlgebra monddica no tri-

vial, y A no es simple, entonces A es subdirectamente

reducible.

DEM. Por III.1.3, A es subproducto directo de una familia

{Si}ieI de dlgebras monddicas simples. En particular, A es

isomorfa a una subdlgebra A* de P = TfI Si’ Si alguna de
1¢
las proyecciones Hi fuese un isomorfismo, A* seria isomor-
fa a S; Y, como A es isomorfa a A*, A serfa isomorfa al 41-
gebra monddica simple Si' Absurdo.
IIT.1.6. TEOREMA. Sea A un dlgebra monddica no trivial.

A es subdirectamente irreducible s<i y solo si A es sim-
ple.

DEM. La condicidn es necesaria: Si no fuese simple, por

ITI.1.5, A seria subdirectamente reducible. Absurdo.

La condicidén es suficiente: Supongamos que A es subdirecta-

mente reducible, esto es, 1) A es isomorfa a una subdlgebra

A* de un producto cartesiano P = | Ai de dlgebras monidi-
iel

gas; 2) Hi(A*) = Ai’ para todo i € I; 3) ninguna de las
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proyecciones Hi es inyectiva.

Por 1) y 2), cada Ai es imdgen homomorfica de A. Como
A es simple, A, = A6 A. = {0}. Si fuese A, = A, Hi seria
inyectiva. Absurdo. Luego Ai es trivial, para todo i € I.

P y en consecuencia A serfan triviales contra lo supuesto.



69

IIT.2. ALGEBRAS MONADICAS FINITAS.

En este pidrrafo vamos a indicar algunos resultados so-
bre las dlgebras monddicas finitas.
Observemos en primer lugar que si A es un 4dlgebra moni-

dica cualquiera:

F(y) es un s.d.m. de A si y solo si y € B(K) = BK(A)

Sea A un &dlgebra monddica finita y D un s.d.m. de A.
F(y), con

Como D es en particular un filtro, entonces D
y € A. Por lo anterior, podemos afirmar que y € BK(A). Lue-
go DM(y) = F(avy) = F(y) = D.

Vemos asi que los sistemas deductivos monddicos de A

son principales y coinciden con los filtros principales
F(y), con y € BK(A).

De esta observacién resulta inmediatamente:

IT1.2.1. LEMA. Sea A un dlgebra monddica finita. F(a)
es un sistema deductivo monddico mdximo de A si y solo

st a es un dtomo del dlgebra de Boole BK(A).

Podemos entonces afirmar que si A es un dlgebra monddi-

ca finita, el nimero de sistemas deductivos monddicos maxi-

mos es finito e igual al ndmero de dtomos del dlgebra de
Boole BK(A) = B(K).

Sea A un dlgebra monddica finita. Si bl’bz""’bp son
los dtomos de BK(A), entonces F(bi) = DM(bi), para

i=1,2,...,p, es la familia de todos los sistemas deducti-
vos monddicos méximos de A.
Sabemos que Si = A/DM(bi) es un dlgebra monadica sim-

ple, cualquiera que sea i (1 <i < p), y ademds A es iso-
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morfa a una subdlgebra de P = ] Si’ donde el isomorfis-
iel
MO en cuestidén se define por:
h(x) = (b, (x) , hy(x) , ..., h(x))
Cualquiera que sea x € A y donde hi €s el homomorfismo na-

tural de A sobre Si'

Vamos a probar que en este caso (A finita), A es iso-
morfa a P. Para ello nos falta probar que h es suryectiva.

Dado y = (yl,yz,...,yp) € P, entonces para cada y; € Si’

P
existe x; € A tal que hi(xi) = y;. Sea x =i¥1(xi A bi).

Como bi € BK(A), hj(bi) S BK(Si) = {0,1}, luego hj(bi) =0
para j#i y hj(bj) = 1. Por 1lo tanto, hj(x) =

p
=i¥1(hj(xi) A hj(bi)) = hj(xj) A hj(bj) = hj(xj) ATl =
= hj(xj) =Y. Esto prueba que h(x) = y. c.Q.D.

Tenemos asi el siguiente resultado:

III.2.2. TEOREMA. Sea A un dlgebra monddica finita, en
p

tonces A & | Si’ donde lags Si son dlgebras monddicas
i=1

simples y p indica el nimero de dtomos de BK(A).
Hemos visto (I1.3) que A/DM(bi) = [O,biJ, por lo tan-

to, si A es un dlgebra monidica finita, ella es el produc-
to cartesiano de 1los segmentos [O,bi], i= 1,2,...,p , don-

de {bi}l<i<p es la familia de todos los dtomos de BK(A).

El teorema III.2.2 aplicado a 1las dlgebras de
Lukasiewicz y a las dlgebras de Boole monddicas conduce
a4 resultados conocidos bpara esas clases de dlgebras. Nos
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interesa para posteriores aplicaciones el caso de las 3dlge
bras de Lukasiewicz.
I1I1.2.3. TEOREMA. SZ A es un dlgebra de Lukasiewicsz fi

nita, entonces A & BJ x Tk, donde B
y p = j+k.

(0,1}, T = {0,c,1}

1}
v ]
O
w2

[}
—3

DEM. Basta observar que en este caso Si
(ver [I1.6.3).

Una aplicaci6én inmediata del teorema precedente es:

ITI.2.4. COROLARIO. Toda dlgebra de Lukasiewicz finita
tiene eje.
DEM. BJ es un dlgebra de Boole y Tk tiene centro, luego,
por 0.3.16, A tiene eje.
IIT.2.5. COROLARIO. A es un dlgebra de Lukasiewicsz fi-

nita centrada si y solo si A T TP,
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IIT.3. ALGEBRAS MONADICAS FINITAMENTE GENERADAS.

Vamos a probar que si un dlgebra monddica no trivial A
tiene un conjunto de generadores finito, entonces A es fini
ta. Esto es, si G es un subconjunto finito de A con n ele-
mentos (N(G) = n) tal que SM(G) = A, A es finita.

El siguiente resultado es de fdcil comprobacién.

ITI.3.1. LEMA. S7 A y A' son dlgebras monddicas, G C A,
SM(G) = A y h un homomorfismo de A en A', entonces h(G)
genera la subdlgebra h(A) de A', esto es SM(h(G)) = h(A).

Sea A un algebra monddica simple. Dos casos pueden pre-
sentarse: 1) A es un 4dlgebra de Boole y K(A) = {0,1}; 2) A
es algebra con centro ¢ y K(A) = {0,c,1}.

Sea G € A tal que SM(G) = A . En el primer caso, si no-
tamos con SB(G) la subdlgebra booleana de A generada por G,
tenemos G C SB(G) y K(A) € SB(G), luego A = SM(G) C SB(G),
esto es, SB(G) = A = SM(G). En el otro caso, como G C SL(G,c)
y K(A) € SL(G,c), se tiene SL(G,c) = SM(G) = A.

Observemos que si excluimos la hipétesis SM(G) = A, el
resultado anterior no es vdlido. Por ejemplo si A tiene cen
tro ¢, SM({0,1}) = {0,1} y {0,c,1} C SL({0,1}, c).

Hemos probado asi:

ITI.3.2. LEMA. Sea A un dlgebra monddica simple, G C A
y SM(G) = A. SZ A es un dlgebra de Boole monddica sim-
ple: SM(G) = SB(G). SZ A es dlgebra monddica con centfo
c tal que K(A) = {0,c,1} : SM(G) = SL(G,c).

Sea A un 4lgebra monddica no trivial y G C A tal que

1) N(G) = ne€ Ny 2) SM(G) = A. Sabemos que A es isomorfa
a una subdlgebra A* del &dlgebra monddica P =T [ S donde

b
MeM M
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M es la familia de todos los sistemas deductivos monddicos
méximos de A y Sy = A/M para cada M € M. E1l isomorfismo en

Cuestidn se define del siguiente modo:
HX) = (b (),
donde hM indica el homomorfismo natural de A sobre SM=A/M.
Vamos a establecer 1a hip6tesis provisoria:

(I) Fijado n e N, existe t tal que N(A/M) < t, para todo
MeM,

Con esta hip6tesis, identificando dlgebras isomorfas,
podemos afirmar que el ndmero de 4dlgebras SM = A/M, M € M,

es finito. Sea s = NA/M), M € M, 1°) sobre un conjunto
finito sé6lo es posible definir un ndmero finito de estruc-
turas de 4dlgebra de Lukasiewicz monddica (eventualmente nin
guna). Luego, para cada s < t, hay s6lo un ndmero finito

de dlgebras A/M con N(A/M) = s. 2°) Por (I), si s >t no
existen dlgebras cocientes con S elementos. De 1°) y 2°)
resulta que:

(II) Existe solamente un ndmero finito de dlgebras cocien-
tes A/M, M € M,
2

Sean SI,S
fas entre si, tales que cada &dlgebra sd sea isomorfa por
lo menos a una de 1as dlgebras cociente A/M, M € M Yy, re-
ciprocamente, toda dlgebra A/M, M e M, sea isomorfa a algu

F -~ g - - 3 -
s+++5,5 dlgebras monddicas fijas, no isomor-

na de las dlgebras sd, Las dlgebras SJ son entonces simples.
Sea M3 = M eM: A/M ;'Sj}, e€s claro que M es unién

disjunta de los MJ Yy podemos entonces escribir:

F
P=TTAM=TT (TT. am).
j MeMJd

MeM j=1
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Si para cada M € M3 fijamos un isomorfismo Oy’ A/M — Sj,
se tiene que:

j=1  MeMd
Sg = Sj, para todo M € Mj, donde o es el isomorfismo que
lleva un punto a de P de coordenadas Ay M €M, en el punto
6(a) de coordenadas aM(aM) , M € Mj, 1 <j <F.

El dlgebra A es sumergida en P* por el monoforfismo com
posicién H¥* = ¢ 0o H : A —s P*,

Vamos a probar que cada MJ es un conjunto finito y dar
una cota en términos de n = N(G) del nidmero de sus elemen-
tos, de donde resultard que A es finita Yy, en virtud de lo

observado antes de III.2.2, que H* es un isomorfismo de A
en P*,

Sea Hom*(A;Sj) el conjunto de los epimorfismos de A en
sd y F*(G;Sj) el conjunto de las funciones f: G —» Sj ta-
les que SM(£f(G)) = Sj, el cual es una parte del conjunto
F(G;Sj) de todas las funciones de G en Sj. Sea
T: Hom*(A;Sj) — F*(G;Sj) la aplicacién de restriccién,
es decir la que asocia con cada epimorfismo h: A — Sj,
su restriccién a G: £ = h, . Esta aplicacién es inyectiva,

/G

desde que si h = h' {x € A: h(x) = h'(x)} es una

/G /G?
M-subédlgebra de A que contiene a G, esto es h = h'.

Sea Aut(Sj) el grupo de automorfismos de Sj. Para cada
h € Hom*(A;Sj) asociemos su nlGcleo N(h) € Mj, se tiene asfi

la aplicacién: s: Hom*(A;Sj) — Mj, la cual es suryectiva,
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desde que si M e Mj, el epimorfismo h = Oy © hM tiene ni-
cleo h-1l(1) = hil(agl(1)) = hol(1) = M. Ademas s=lgy) -

= {aoh:gagc€ Aut(Sj)}, donde M € Mj, como resulta inmedia
tamente de II.1.5. Se tiene entonces:

NmI) < N(Hom* (A;57)) < N(F(6;57)) < o ,

y mds precisamente:

(111) Nudy = N(Hom*(a;s9) < N(F*(G;57) < N(F(G;59))

N(aut(s?))  N(awe(siy) N(Aut (s1y)

Nuestro objetivo inmediato es probar que la hipétesis
(I) es efectivamente verificada. Para ello consideremos pre
viamente el caso particular en que A es un dlgebra de
Lukasiewicz con centro ¢ y G un conjunto de n elementos de
A tales que SL(G,c) = A. Las dlgebras de Lukasiewicz con
centro simples son isomorfas a T = {0,c,1}, (ver II1.6.3).
En consecuencia los cocientes A/M, M € M, tienen exactamen-
te t=3 elementos, de modo que en este caso la hipétesis (D)
es verificada y entonces A es finita, luego

~ 1 1 _ . =~
A = &€&1 Sy » donde M™ = {M € M: A/M = T}

Observando que Aut (T) contiene solo a la identidad y uti
lizando 1a acotacién (ITI), obtenemos N(Ml) < N(Hom* (A;T)).
Si a cada h e Hom* (A;T) asociamos su restriccién a G, se tie
ne que h/G = h'/G implica h/Gu{c}= h'/Gu{c}’ pues h(c) =
= h'(c) = ¢ € T de donde h=h', luego h — h/G es inyecti-
va y, por lo tanto, N(Hom*(A;T)) < N(F(G;T)) = 3°, Luego,

AT Th con h < 3", Esta cota no puede mejorarse porque el
dlgebra de Lukasiewicz trivalente centrada libre C(n) con
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n
n generadores libres es isomorfa a T¢3 ),

Vamos ahora a demostrar que 1la hipétesis (I) que esta-
blecimos anteriormente es verificada.

ITI.3.3. LEMA. 57 A es un dlgebra monddica, G C A,
N(G) = ne N, SM(G) = A y M es un sistema deductivo mo

n
nadico mdximo de A, entonces N(A/M) < 3(3 ).

DEM. A' = A/M es un 4dlgebra monidica simple. Primer caso:
A' es un dlgebra de Boole monidica simple. Sea h el homomor
fismo natural de A sobre A', luego SB(h(G))= SM(h(G)) = A"

(IT1.3.2). h(G) es un conjunto de a lo sumo n generadores
del dlgebra de Boole A', por lo tanto A' es finita y tiene

a lo sumo Z(ZH) elementos, N(A/M) < 2(2n).

Segundo caso: A' es un dlgebra monidica con centro c tal
que: K(A) = {0,c,1}

En este caso SL(h(G),c) = SM(h(G)) = A" (IT1.3.2). A' es un
dlgebra de Lukasiewicz con centro y como es generada por
h(G) y c donde N(h(G))= s < n se sigue de lo precedente que:

S n
NAM) <337 <330

Hemos probado asi el resultado enunciado al principio de
este parrafo:

IIT.3.4. TEOREMA. Toda dlgebra monddica finitamente ge
nerada es finita.

ITI.3.5. COROLARIO. S% A es un dlgebra monddica, enton
ces SM(B(A) U K(A)) = SL(B(A) U K(A)) = A.

DEM. La primera igualdad se deduce de I.5.6, desde que B(A)
es una M-subdlgebra de A.
Sea a € A y consideremos SM(a), luego, por III.3.4,
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SM(a) es finita. En particular, SM(a) es un dlgebra de
Lukasiewicz trivalente finita, luego (III.2.4) SM(a) tiene
eje. Esto es (ver 0.3.6), existe e € SM(a) tal que Ae = 0
y X = (4x v e) A Vx, cualquiera que sea x € SM(a). En par-
ticular, (1) a = (Aa v e) A Va.

Como e es eje del dlgebra monddica SM(a), entonces
(I.2.14) e € K(SM(a)) C K(A) y como Aa, Va € B(A), la fér-
mula (1) muestra que a € SM(B(A) U K(A)). Luego
A = SM(B(A) U K(A)).
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CAPITULO IV
ALGEBRAS MONADICAS LIBRES

IV.1. ALGEBRAS MONADICAS LIBRES. DEFINICION Y GENERALIDADES.

En este capitulo nos proponemos determinar el dlgebra
monddica con un ndmero finito de generadores libres.

IV.1.1., DEFINICION. Dado un nimero cardinal a > 0 dire
mos que L es un dlgebra de Lukaciewics trivalente mond
dica con @ generadores libres, si

L1) L contiene un subconjunto G de potencia a tal que
SM(G) = L.

L2) Toda aplicacién f de G en A, donde A es un dlgebra
monddica arbitraria, puede prolongarse a un homomorfis
mo £, necesariamente unico, de L en A.

En estas condiciones diremos que G es un conjunto de
generadores libres de L. Un dlgebra monddica se dice
libre si tiene un conjunto de generadores libres. Para

poner en evidencia el nimero cardinal «, escribiremos
L = M(a).

Como la nocién de dlgebra monidica se define por igual
dades, la existencia y unicidad (a menos de isomorfismo) de
M(«) es consecuencia de un teorema de G.Birkhoff ((1967),
Cap.VI).

Para determinar la estructura del dlgebra libre M(n),
donde n > 0 es un ndmero natural, procederemos en principio
como lo hicimos en III.3 para un dlgebra con n generadores,
representando a M(n) como un producto cartesiano P* de al-
gebras simples. Utilizaremos las notaciones y algunos de
los resultados de III.3.

Por lo visto en el capitulo anterior, podemos afirmar
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que M(n) es finita cualquiera que sea el ndmero natural
n > 0. Ademds para determinar la estructura de M(n), nos
basta conocer la estructura de los factores de P* = M(n)
y el nimero de veces que aparece cada uno de ellos en el
producto cartesiano P¥*,

Vamos a adoptar una notacién para las posibles dlge-
bras cocientes SM = M(n)/M, donde M es un sistema deducti

vo monddico midximo de M(n). Por III.3.3 sabemos que estos
Cocientes son de dos tipos; 1°) M(n)/M es un dlgebra de
Boole con constantes 0,1, generada pPor m < n generadores
(precisamente los elementos de hM(G)); 2°) M(n)/M es un

dlgebra de Lukasiewicz centrada cuyas Gnicas constantes son
son 0,c,1 donde c es el centro del dlgebra, y es generada
por h, (G) U {c}. En el primer caso M(n)/M = BJ, donde
1<j<2% B= (0,1}, con K(BY) = {0,1}.En el segundo
M(n)/M = T¥, donde 1 < k < 3%, con K(T¥) = {0,c,1}.

Esto es, los posibles cocientes M(n)/M, M € M, son al

gebras monddicas simples pJ (1 <3 < 2™ 6 Tk (1 <k < 3%,

Obtenemos asi la expresién siguiente:

2" . 3"
M) = P* =TT (TT.80 ) x TT (TT, T¥)
j=1 MEM% k=1 MeMy

donde M% designa aqui el conjunto {M e M: M(n)/M = Bi} y

M¥ = {M € M: M(n)/M ¥ T¥} (veremos mis adelante que estos

conjuntos son no vacios).
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IV.2. .ALCULO DE N(M)) v NMK), 1 <j <2, 1 <k <3P

De acuerdo a la férmula (IIT) de III.3

,

N(M%) - N(HOHI* (Mgn) ;Bj))
N(Aut (BJ))
A) 4
k
N(US) = N(Hom*(M(E);T ))
' N(Aut (T))

En primer lugar calcularemos los numeradores de estas
fracciones.

Empecemos por observar que si f € F*¥(G;S), donde S es
un adlgebra monddica simple, como M(n) es libre, f puede ex-
tenderse a un Unico homomorfismo T de M(n) en S. Ademias,

S = SM(f(G)) € SM(fM(n)) = TM(n)), esto es, T es una epi

yeccidén, luego f € Hom* (M(n);S). Como T,. = f, entonces la

/G
aplicacidn de restriccién r definida en III.3 es biyectiva.
Luego N(Hom*(M(n);Bj)) = N(F*(G;Bj)), 1<j<2™y
N(Hom* (M(n);T)) = N(F*(6;T5)), 1 <k < 3™

Vamos ahora a indig¢ar resultados que nos permitiran cal
cular el nGmero de elementos de Hom*(M(n);Bj) y

Hom*@W(n);Tk).

Sea L la L-subdlgebra de M(n) generada por G, esto es,
L = SL(G). Probemos que L es isomorfa al dlgebra de

~

Lukasiewicz libre con n generadores libres, esto es L ¥ L(n).

Para ello sea A un dlgebra de Lukasiewicz arbitraria y f

una funcién de G en A. Como (A, 3), donde 3 x = x, para to-
do x de A, .es un dlgebra monddica, f puede extenderse a un
Gnico homomorfismo f de M(n) en A. Si f' es la restriccién
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de f a L, esto es, f' = F/L’ f' es un L-homomorfismo de L
en A tal que f'(g) = f(g) = f(g), cualquiera que sea g € G.
Esto prueba que L ¥ L(n).

Para simplificar la notacién, de ahora en adelante va-
mos a escribir M en vez de M(n) y L en lugar de L(n).

Veamos que existe una correspondencia biyectiva entre
el conjunto Hom* (M;A) de los epimorfismos de M en un dlge-
bra monddica A, y el conjunto hom* (L;A) de 1los L-homomorfis
mos h de L en A tales que SM(h(L)) = A.

IV.2.1. LEMA. La aplicacidn que a cada H € Hom* (M;A)

hace corresponder su restriceidn a L es una biyeccidn.

DEM. Si H € Hom* (M;A), donde A es un dlgebra monddica fi-

ja, la restriccién h = H/L de Ha L es un L-homomorfismo

de L en A. Ademds, (I) SM(h(L)) = A ya que SM(h(L)) D
=2 SM(h(G)) = SM(H(G)) = A. Reciprocamente, si h es un L-ho-

momorfismo de L en A que verifica (I), como h €s una fug

/G
cién de G en A y M = M(n) es libre, h/G puede extenderse

a un dnico homomorfismo H de M en A. Ademis, H/L =h vy
HM) = A.

Este resultado muestra que nuestro problema queda asfi
reducido al cédlculo del ndmero de elementos de 1los conjun-
tos:

hom*(L;Bd) , 1 <3j <2 ; hom*(L;TY) , 1 < k < 3P

IV.2.2. LEMA. Sean A y A' dlgebras de Lukasiewicsz,

. ¥ - 3 =
H: A — A" un L-homomorfismo y h H/B(A)'

1) H(B(A)) € B(A') y h: B(A) — B(A') es un homomor-
fismo booleano.

2) H queda untivocamente detérminado por h.
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3) S7Z B(A') C H(A), entonces h es un epimorfismo de
B(A) en B(A'").

4) 57 H(A) C B(A'), h = H/B(A) verifica h(Ax) = h(vx),

para todo x € A, Reciprocamente, s< g: B(A) — B(A")
€s un homomorfismo booleano tal que g(Ax) = g(vx),
para todo X € A, entonces 8 se extiende univocamen-
te a un L-homomorfismo H: A —s A' tal que

H(A) € B(A").

5) SZ A tiene eje e, H(A) C B(A') s7 y solo s< H(e) = 0.
St g: B(A) — B(A') es un homomor fismo booleano tql
que g(ve) = 0, g se extiende univocamente a un L-ho-
momorfismo H: A — A' 41 que H(A) C B(A').

6) SZ A' es un dlgebra con centro C, un homomorfismo
booleano g: B(A) —»r B(A'") se extiende a un unteco

L-homomorfismo H: A —s A,

DEM.

1) Es una consecuencia inmediata de las propiedades de un
L-homomorfismo.

2) Si H y H' son L-homomorfismos de A en A' tales que

h = H/B(A) = H'/B(A) = h', entonces (1) AH(x) = Hlx) =

= h(ax) = h'(ax) = H'(ax) = aH' (x). Andlogamente,
(2) VH(x) = VH' (x).
De‘(1) y (2) se deduce por el principio de determinacién
de Moisil que H = H'.
3) Dado b € B(A'), como B(A') C H(A), b = H(a) con a € A.
Luego aa € B(A) y h(aa) = H(aa) = AH(a) = Ab = b.
4) Como H(A) C B(A'), entonces AH (x) H(x) = VH(x), cual-
quiera que sea x € A, luego h(ax) H(ax) = AH(x) =
= H(x) = VH(x) = H(vx) = h(vx).
Si g: B(A) — B(A') verifica g(ax) = g(vx), pongamos

por definicién: H(x) = g(ax). De acuerdo a esta defini-
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cidn H(x) € B(A"), cualquiera que sea x € A, luego

H(A) € B(A'). Ademds, si b ¢ B(A), H(b) = g(ab) = g(b).
Finalmente probemos que H es un L-homomorfismo. H(x v y) =
= g(a(x vy)) = g(sx v ay) = g(ax) v g(ay) = H(x) v H(y);
H(vx) = g(avx) = g(vx) = H(x) = VH(x); H(~x) = g(A~x) =

= g(~vx) = ~g(vx) = ~H(x).

5) x = (8x Vv e) A Vx, cualquiera que sea x de A, luego,

si1 H(e) = 0, H(x) = (H(ax) v H(e)) A H(vx) = H(Ax) A H(vx)=
= H(Ax) € B(A') y por lo tanto H(A) € B(A"). Reciprocamente,
como H(e) € H(A) C B(A'), AH(e) = H(e), esto es, 0 = H(0)
H(ae) = H(e). Observemos que en este caso h(vVe) = H(ve)
VH{e) = 0.

Sea g: B(A) —— B(A') un homomorfismo booleano tal que

g(ve) = 0. Como Vx < AX Vv Ve, cualquiera que sea x € A,
g(vx) < g(ax) v g(ve) = g (8x), luego, como g(Ax) < g(vx),
se tiene g(ax) = g(vx), para todo x € A, Entonces, por 4y,
g se extiende univocamente a un L-homomorfismo H:A ——> A’
tal que H(A) € B(A'").

6) El1 L-homomorfismo H, se define del siguiente modo:
H(x) = (g(ax) v ¢) A g(vx). [L.Monteiro (1965), (1969 b) 1.

Si H e hom*(L;Bj), en particular SM(H(L)) = Bj. Como

Bl es un 4dlgebra de Boole monidica simple, por III.3.2, pi=
= SM(H(L)) = SB(H(L)) = H(L). Tenemos asi que en este caso

hom*(L;Bj) es el conjunto de todos 1los L-epimorfismos de L
en Bj.

Observemos que L = L(n) es finita, desde que M = M(n)
lo es. Luego L tiene eje e.

Como H(L) = Bj, or 1IV.2.2 (3 y 5) podemos afirmar que
p p
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h = H/B(L) €s un epimorfismo booleano de B(L) en B(Bj) = Bj,
tal que h(ve) = 0
Si representamos con hom*(B(L);Bj) el conjunto de 1los

epimorfismos g de B(L) en B tales que g(ve) = 0, por
IV.2.2 podemos afirmar que la operacién de restriccidn

H — H/B(L) establece una biyeccién de hom*(L;Bj) en
Kom*(B(L);Bj), luego

IV.2.3. LEMA. hom*(L;BY) 4 hom*(B(L);BI), 1 < j < 2™

tienen el mismo nimero de elementos.

s

IV.2.4. LEMA. Seq C un dlgebra de Lukasiewics con cen-~
tro ¢ y S una L-subdlgebra de C, entonges SL(S,c) = C
87 y solo s< B(C) C s.
DEM. Necesaria: Supongamos que SL(S,c) = C, como (ver 1.5)
SL(S,c) = {x e (C: x = S; A (52 v c), donde S195, € S}, si

b e B(C) C¢C

SL(S,c) , b = S; A (52 vV c) con $;55, € S,

luego b = aAb = As, A (A52 v 0) = As; A As,

Suficiente: Como B(C) € s ¢ SL(S,c) y c € SL(S,c), entonces
por 0.3.11 podemos afirmar que SL(S,c) = C.

€ S,

Si H e hom*(L;Tk), 1 <k <3", en particular

SM(H(L)) = T*, luego por II1.3.2 SL(H(L),c) = T*. Como H(L)
€s una L-subdlgebra de Tk y SL(H(L),c) = Tk, entonces por
IV.2.4: B(T®) C H(L). Si fuese B(T*) = H(L), entonces
SM(B(Tk)) = SM(H(L)), pero B(Tk) €s una M-subdlgebra del
dlgebra monddica Tk, luego SM(B(Tk)) = B(Tk) y, por lo tan-

to, tendriamos SM(H(L)) = B(Tk) # Tk, contradiccién.
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Hemos demostrado as{ que si H € hom*(L;Tk),
(I) B(T®) C H(L). Sea h = H/p(Ly » luego h es un homomorfis
mo booleano de B(L) en B(Tk). De (I) resulta, por IV.2.2

(3), que h es un epimorfismo booleano de B(L) en B(Tk).
Observemos ademis que h(ve) # 0. En efecto, si h(ve) = 0,
entonces H(e) = 0, lo cual equivale de acuerdo a IV.2.? (5)

a que H(L) C B(Tk) y contradice (I). Como B(Tk) = Bk de

2

ahora en adelante usaremos estg notacién.

Representaremos por hom#(B(L);Bk) el conjunto de todos
los epimorfismos g de B(L) en BX tales que g(Ve) # 0. Te-
nemos asi la correspondencia H — H/B(L), de hom*(L;Tk)
en hom#(B(L);Bk), que es evidentemente inyectiva., Si
g € hom#(B(L);Bk), por IV.2.2 (6) sabemos que g se extien-

de a un dnico L-homomorfismo de L en Tk. Obviamente H(e)#0,
Ya que caso contrario tendrfamos g(Ve) = H(Ve) = VH(e) =

= V0 = 0. Ademds, 0 < H(e) = (g(be) v c) A g(Ve) =

= (0 vc) Ag(Ve) =c A g(Ve) < c y por lo tanto 3 H(e)=c.

Probemos que SM(H(L)) = T*. En efecto B = g(B(L)) C H(L)C
S SM(H(L)). De H(e) € H(L), resulta ¢ = 3 H(e) € SM(H(L)).

Luego SM(H(L)) es una L-subdlgebra de Tk tal que B(Tk) =
= Bk € SM(H(L)) vy c e SM(H(L)), por 1lo tanto, por 0.3.11,

podemos afirmar que SM(H(L)) = T

Acabamos asi de probar que 1la correspondencia
H— H/B(L) establece una biyeccifén entre hom*(L;Bk) y
hom” (B (L) ;B¥) .
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IV.2.5. LEMA. hom*(L;BY) 4 hom' (B(L);BY), 1 < k < 3P

tienen el mismo niumero de elementos.

9

Los resultados 1IV.2.3 y IV.2.5 muestran que nuestro
problema se reduce a calcular el nimero de epimorfismos boo
leanos que, en uno de los casos, transforman el elemento
Ve en 0 y, en el otro, en un elemento diferente de 0. Por
lo tanto, vamos a considerar el siguiente problema: Si B
y B' son dlgebras de Boole finitas no triviales, b € B

icudl es el nidmero de epimorfismos h: B —s B' tales que
1°) h(b) = 0, 2°) h(b) # 0 2

Es sabido que podemos representar cada elemento de B
por el conjunto de los 4dtomos de B que lo preceden. Sea P
el conjunto de los &4tomos de B, B es entonces representado
por el conjunto P(P) de todas las partes de P, supondremos
identificadas las dlgebras B y P(P) y andlogamente B' y
P(P'), donde P' es el conjunto de todos los &dtomos de B'.

Es bien conocido que toda inyeccién f: P' —— P defi-
ne un epimorfismo h: B = P(P) — B' = P(P') por h(a) =

= fnl(a), para todo a € B, y que todo epimorfismo h:B —s B
es definido de esta manera. Por lo tanto, el ndmero de epi

morfismos de B en B' es igual al ndmero de inyecciones de

1

' = S . = 1y =
P" en P, esto es VS’t TsotyT donde N(P) s y N(P'")=t,
con la convencidn Vs £ = 0 s1i s < t.

Fijado b € B = P(P), observemos que h(b) f_l(b) =@
si y solo si £f(P') C P - Db = C(b. En consecuencia el ndmero
de epimorfismos de B en B' que anulan b, coincide con el
ntimero de aplicaciones inyectivas de P' en (b, que es

VS_r ¢ donde r = N(b). Luego el nimero de epimorfismos de

B en B' que no anulan b, es Vs - VS

’ _r’t.
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A.Monteiro, én un trabajo no publicado, demostrd que
el dlgebra de Lukasiewicz trivalente libre L = L(n), con n

generadores libres es isomorfa a B(zn) X T(3n_2n). Luego
todo elemento x de L puede representarse en la forma
(xl,xz,...,x3n), donde X, € B, 1 <i < 2", y x; € T, para
241 < i < 3. E1 eje e de L tiene por coordenadas x; =0,
para 1 < i < 2", Yy X; = ¢, para 241 <1 < 3, luego ve

tiene por coordenadas y. = 0, 1 < i < 2@ e y; =1,

2"+1 < i < 3™. Como x (x;) € B(L) si y solo si x. = 0
1 1

n
0 X; = 1, entonces B(L) tiene 2(3 ) elementos, esto es
n
B(L) = B(3 ), luego el conjunto P de todos los 4tomos de
B(L) tiene s = 3" elementos.

Los dtomos de B(L) que preceden a Ve son de la forma
b = (yi), donde

y; = 0, para 1 < i < 2",
y; =1, para algin iO tal que 2%+1 < io< 31,
yjo= 0, para j#i_, 2™4+1 < § < 3®,

luego Ve es precedido por exactamente r = 3%-2" Atomos de

B(L). Como el conjunto de los dtomos de BY, 1 < j <29, tie

ne t=j elementos, aplicando lo anterior vemos que hay V 0
27,3

epimorfismos de B(L) en Bj, 1 <3 <27, que anulan ve. Con

cluimos entonces:

IV.2.6. LEMA. N(Hom*(M(n);Bi)) = v L. 1< <2
2™, 5

k -

B B(Tk), 1 < k < 3%, tiene exactamente t=k dtomos ,
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luego hay Vv n -V epimorfismos de B(L) en Bk,
3%,k 2™k

n -
T <k <37, que no anulan Ve. Tenemos asi:

IV.2.7. LEMA. N(Hom* (M(n);T¥) = v -V ,
o 3%k 2"k
1<k <37,
Observemos que si 2%+1 < k < 3", entonces
N(Hom*(M(n);Tk)) =V n _»> Y3 que en este caso V = 0,
3%k 2™,k

Calcularemos ahora 1los denominadores de las fracciones

(A).

IV.2.8. LEMA. Sea S un dlgebra monddica simple. H es

un automorfismo de S si y solo si H es un L-automorfis
mo de S.

DEM. Es evidente que la condicién es necesaria. Para pro-
bar que es suficiente basta demostrar que H(3x) = 3 H(x),
cualquiera que sea x € S.

Sabemos que K(S) = {0,1} 6 K(S) = {0,c,1}. Como H es
un L-automorfismo, H(0) = 0, H(1) = 1, H(c) = c, luego
H(k) = k, cualquiera que sea k € K(S). Entonces podemos
afirmar que H(x) < H(3Ix) = Ix e K(S). Si H(x) < k', con
k' € K(S), como k' = H(k'), entonces H(x) < H(k'), de don-
de resulta por ser H inyectiva que x < k', luego H(3I x) =
= 3x <3k' = k'. Acabamos asi de probar que H(3 x) es la
menor constante de S que sigue a H(x), esto es 3 H(x) =
= H(3 x).

IV.2.9. COROLARIO. N(Aut(Bd)) = j! , 1 <j < 2@,

DEM. Los automorfismos de BJ, coinciden de acuerdo con

IV.2.8 con los automorfismos booleanos de BJ. Como el nime
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ro de tales homomorfismos esti dado por el nime.o de inyec

.ciones de los &dtomos de BJ en 1los dtomos de BJ, su nimero
es V., . = 3!,
Js] J
IV.2.10. LEMA. 57 C es un dlgebra de Lukasiewicz con
centro ¢, H un L-automorfismo de C, entonces la corres

pondencia H — H/B(C) establece una biyeccidn entre
Aut(C) y Aut(B(C)).

DEM. Como B(C) € H(C) = C, entonces (Iv.2.2 (3)) H es

/B(C)
un automorfismo de B(C). Si g e Aut(B(C)), por 1IV.2.2 (6),
g se extiende a un Gnico L-homomorfismo H de C en C. Veamos
que en este caso H es biyectiva. Si H(x) = H(y) entonces
H(Ax) = AH(x) = aH(y) = H(Ay) y andlogamente H(vx) = H(vy),
esto ‘es, g(Ak) = g(ay) vy g(vx) = g(vy), luego, como g es
inyectiva, Ax = Ay y Vx = Vy, esto es, x=y,

Como B(C) = g(B(C)) € H(CQ) y H(C) es una L-subidlgebra
de C que contiene al centro, ya que ¢ = H(c) € H(C), enton-
ces (0.3.11) H(C) = C.

De acuerdo a IV.2.8 los automorfismos de Tk, 1<k < 3%,

coinciden con los L-automorfismos de TK y por IV.2.10 el

nimero de tales L-homomorfismos esti dado por el nimero de

automorfismos booleanos de B(Tk) = Bk, luego:
IV.2.11. LEMA. N(Aut(T*)) = N(Aut(8%)) = k!,1 < k < 3°.
Por los resultados precedentes podemos afirmar que:

. )
) = N(Hom* M(n);BJ) _ 2%, _ gn

N (M3 :
N(Aut (89)) it J

B
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% -V
ky _ 3%k 2"k 3B 2" n
N(MT)‘ K _(k)—(k)’1<k<2’y
Vn n
NMy) = Sk 3y 2"+ < k < 30,
k! J

Por lo tanto

n 2 n 30 2 n 3n
2 - (5) 2 G -G ) 3 (. )
M) =TT 819 " TT kg™ 7k = gk k)
i=1 k=1 k=2"+1
Y €n consecuencia
n n n n
A I N A Y b I LN ¢,
NM()) = T Tr2d1d "x T7T7 3% x T T [£3%]
=1 k=1 k=2"+1
Entonces N(M(n)) = Zs(n) X St(n) , donde
2" n, , 2 n n
. ! 2%-1)12
s(n) = J j 2 _ § ( )n .
i=1 it2"-3)r =l (G-1)!1(2"-j)!
2% n 2%-1  .n
= 21‘1 z (2-11) = 2 Z‘ (21 1) -
i=1 i=0
N ,02%4n-1]
311 n 21'1 n
tn) = } k 3% . k (2) =
k=1 k ) kzl (k )
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3" k(3n)' 3t (3n_1),3n
= ] ———-s@m) = ] ' - s(n) =
k=l r(stiyye k=l o1y (3foyy
3" .o 301 )
= L G -sm =301 A D) -
k=1 r=0

30y 2[37-11_ ,[2%+n-1]

IV.2.12, PROPOSICION. E1 dlgebra de Lukasiewicz mond-

dica libre M(n), con n generadores libres, tiene:

(2%4n-1) n o (3%-1) (2%+n-1)
2[2 ] X 3[3 .2 -2 1 elementos.

Por ejemplo: N(M(1)) = 2* x 3% = 104.976 .

32

NM(2) = 232 x 32-272

. NM(3)) = 21-024  55.888
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CAPITULO Vv
REPRESENTACION FUNCIONAL DE ALGEBRAS MONADICAS

V. 1. CONSIDERACIONES PRELIMINARES.

En este capitulo probaremos que toda dlgebra monadi-
ca A se puede representar isomérficamente por un dlgebra

funcional monidica A C LE (I.1.1). Mi4s precisamente, A se-

ra un dlgebra funcional rica en el sentido que toda funcién

Eie A tiene midximo y minimo, esto es, existen j's j" € E

tales que

(W Ba= "V a(G) =aG) y (2 wa= N ag) -=agm.
JeE jeE

(Es fdcil ver que (1) y(2) son equivalentes).

El teorema de representacién que probaremos generaliza
al teorema correspondiente para las 4dlgebras de Boole monji-
dicas (P.Halmos (1962)). Su demostracién sigue la pauta de
la demostracién dada por A.Monteiro [ (1960 a) , (1960 b)1]
del teorema de Halmos Y S€ apoya esencialmente en esa idea.

Expliquemos brevemente la idea que conduce al teorema
de representacién. Si el producto estd resulto cada elemen
to a de A es representado por una funcién a: E — L, en
particular a los elementos k € K = K(A) corresponden funcio
nes -constantes, pués i = 3k = Eli, siendo Eli la funcién
con valor constante v ﬁ(j). La imagen K de K es una L-sub

jeE
dlgebra del dlgebra de todas las funciones constantes de LE
la cuél es L-isomorfa a L de una manera evidente. Si ocurre

que K coincide con el conjunto de todas las funciones cons

tantes de LE ,es LT KK y podemos suponer entonces iden



tificadas L y K, de modo que la funcién k sea identifica-
da con la funcién identicamente igual a k.
Conviene entonces considerar por razones de simplici-

dad el problema resuelto en el caso particular siguiente:

(&) E1 dlgebra A es isomorfa a un dlgebra funcional moni-

dica A C KE, por un isomorfismo A: A —s A, tal que

si k € K, entonces k = k.

En nstas cond1c1ones cada j € E determina el L-homo-
morfismo a — a(J) de A en K = K(A) y por lo tanto el
L-homomorfismo j*: A — K(A) definido por j*(a) = a(J),
el cual tiene la propledad de dejar invariantes 1los elemen
tos k € K; j*(k) = k(j) = k. Esto conduce a estudiar to-
dos los L-homomorfismos de un dlgebra monddica A en K(A)
con esta propiedad, con el propésito de constituir con

ellos el conjunto de puntos E de nuestra representaciodn.
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V.2. CARACTERES.

V.2.1. DEFINICION. Un L-homomorfismo h: A — K = K(A)
se dice un caracter del dlgebra monddica A, si h es

un prolongamiento de la identidad sobre K, esto es, st
h(k) = k para todo k € K.

Hemos dicho que si A c K" €s una representacidn de A
en las condiciones (§) indicadas en V.I, cada j € E deter-
mina un cardcter j* de A. Es inmediato verificar que el con
junto & = {j*: j € E} es un conjunto separador de caracte-
res en el sentido de la definicién siguiente:

V.2.2. DEFINICION. Un conjunto & de caracteres del 41-
gebra monddica A se dice separador si dados a,b € A,
a #b existe h € & tal que h(a) # h(b).

V.2.3. LEMA. Para que & sea un conjunto separador de

caracteres de A es necesario y suficiente que si a#l
exista h € & tal que h(a) # 1.

DEM. Es evidente que la condici6én es necesaria. Si a#b, en
tonces (1) a € b 6 (2) b £ a. Si ocurre (1), tendremos

(3) va £ vb 8 (4) aa £ ab. Consideremos el caso (3), luego
~va v vb # 1 y por lo tanto existe h € & tal gue

~Vh(a) v vh(b) = h(~va v vbh) # 1, luego h(a) # h(b). En

los restantes casos la demostracidén es similar.

V.2.4. TEOREMA. Sea A un dlgebra monddica y & el con-

. . . &
Junto de sus caracteres. La aplicacidén A: A — K

definida por ;(h) = h(a), para todo h € &, a € A, es-
: . e

tablece un L-homomorfismo de A sobre A C K" tal que,

para todo k € K, k = k.

b ~
S7 & es separador, A:A —> A es un isomorfismo y A
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un dlgebra funcional monddica.
ST & verifica la condicidn: "Para todo a € A existe
h €& tal que 3Ja < h(a)”, & es separador y AT A es

rica.
DEM. (4 v B)(h) = h(a v b) = h(a) v h(b) = a(h) v b(h) -

= (a2 v b)(h). En forma analoga se prueba que <3 = ~a y
a = va, luego A: A —> A €s un L-homomorfismo de A sobre A.

<1

Veamos que: (1) Si k e K(A) = K CA, k es la funcién’
identicamente igual a k. En efecto k(h) = h(k) = k, para
todo h € &,

Si & es separador, dados a,b € A, a#b, ex1ste h € & tal
que h(a) # h(b) luego a(h) = h(a) # h(b) = b(h) lo que

A

prueba que a # b Luego A y A son L- isomorfas.,

(2) Dado a e A, existe V a(h) = da,

he&
(i) a(h) < 3 a, para todo h € &,
En efecto de a < 3 a resulta a(h) = h(a) <h(3Ja) = 3a.

(ii) Si a(h) k € K, para todo h € &, entonces 3 a < k.
Como, por hipétesis, a < k POT ser A un L-isomorfismo es
a < k, luego 3a < k.

Por (i) y (ii) se tiene (2).

(3) Ta - I3,

Resulta 1nmed1atamente de (1) y(2) (Hla)(h) =\ ;(h) =
= Jda = ( Sa)(h) het

Si Jac< ho(a) para dlgdn hO € &, se sigue que a(ho)=
= da, puesto que 3 a < ho(a) = é(h ) < 3a, lo que prueba

que el supremo 3 a de la funcisn a es_alcanzado precisamen-

te en h o2 _luego A es rica.

Veamos finalmente que en este caso A también es inyec-
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~

tiva, para lo cual basta probar que si a = 1, entonces
a=1.5i a(h) = h(a) = 1 para todo h € &, ~h(a) = h(~a) =
= 0, para todo h € &. Por hipbtesis existe h € & tal que

3 ~a < h(~a) = 0, luego I ~a = 0, esto es, ya =11y en
consecuencia a 1.
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V.3. SISTEMAS DEDUCTIVOS LIBRES E INDIVIDUOS.

Vamos a probar mds adelante que las hipStesis del teo-
rema indicado en el pdrrafo anterior son verificadas en el
caso en que el dlgebra de Boole B(A) N K(A) es completa.

Precisaremos de las siguientes nociones y resultados:

V.3.1. DEFINICION. Un sistema deductivo D de un dlge-
bra monddicg A se dice libre si pava todo X € A,

dx = 1. Esto es equivalente a afirmar que D N K(A)={1}.
Un s.d. D mazimal entre los sistemas deductivos libres

se dird un ultralibre.

Mediante la aplicacidén del lema de Zorn se deduce de
inmediato que todo sistema deductivo libre se puede exten-
der a un ultralibre.

V.3.2. LEMA. Para que un sistema deductivo D sea Libre
es necesarto y suficiente que cada clase de equivalen-
cia médulo D contenga a lo sumo una constante.
DEM. Necesaria: Sean kl,k2 € K(A), tales que kl = k2 (D),
luego k1 A d = kz A d, con d € D. Entonces k1 =k, A1 =
=k, A id = H(k1 A d) = 3(k2 A d) = k2 A dd =k, A1 =
= k%
Suficiente: Como D es una clase de equivalencia médulo D
y 1 € D, entonces D n K(A) = {1}. Luego D es libre.

V.3.3. DEFINICION. Un sistema deductivo D se dice. un
individuo si toda clase de equivalencia médulo D con-

tiene una y sola una constante.

Las nociones de individuo y cardcter se relacionan es-
trechamente, dado que:
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V.3.4. PROPOSICION. Un sistema deductivo D es un indi-
diduo si-y solo si D es el nicleo de un (y un solo) ca

rdcter,

DEM. Suficiente: Si h es un caridcter de A, sabemos que D =

= N(h) es un sistema deductivo de A. Si y € A, luego h(y) =
= k € K. Como h(k) = k, se tiene h(y) = h(k) o sea

y = k (méd D). Esto prueba que cada clase de equivalencia
médulo D contiene una constante. Si kl,k2 € K(A) son tales

que k; =k, (D), entonces ky = h(k)) = hik,) = k,.

Necesaria: Si D es un individuo, existe un cardcter h de A

-1

tal que D = N(h). Basta considerar h = (w/K) o ¢ donde

¢ es el epimorfismo natural de A en A/D.

V.3.5. LEMA. Todo individuo es un ultralibre.

DEM. Sea D un individuo, por V.3.2 es inmediato que D es
libre y por V.3.4 D = N(h), donde h es un cardcter de A.
Si U fuese un sistema deductivo libre tal que D C U, exis-
tiria y € U-D. Luego 1 # h(y) = k € K. Como h(k) = k = h(y),
entonces k =y (D), esto es, existe d € D tal que k A d =
=y Aad, luego k =k A 1 =%k 34d = 13 (k A d) = 3 (y A d).
Como y,d € U, y o d € U, luego k = 3 (y Ao d) = 1. Contra-
diccidn.

V.3.6. OBSERVACION. Ni aGn en un dlgebra de Boole moni
dica B, un ultralibre es necesariamente un individuo. Pero
A.Monteiro ([ (1960 a), (1960 b)] ha probado que ello ocurre
en el caso en que el dlgebra de Boole K(B) es completa, es-
te teorema nos serd dtil luego.

Veamos ahora la relacién que existe entre los sistemas

deductivos libres de un dlgebra monddica A y los filtros



99

libres del dlgebra de Boole monddica B(A).

Si D es un sistema deductivo libre de A, es evidente
que D* = D N B(A) es un filtro libre de B(A). Ademds se ve
rifica sin dificultad que dado un filtro libre D* de B(A),
D = F{D*) es un sistema deductivo libre de A tal que
D N B(A) = D*. Poniendo ¢*(D) = D N B(A), se tiene que:

V.3.7. LEMA. ¢* define un tsomorfismo de orden entre

la familia T de sistemas deductivos Llibres de A y Lla
familia T* de filtros libres de B(A), ordenados por
inclusidn. Ademds ¢©* pone en correspondencia biyectiva:
a) los conjuntos de ultralibres de A y B(A) respecti-
vamente y b) los conjuntos de individuos de A y B(A)
respectivamente.

DEM. Es inmediato que ¢* es un isomorfismo de orden de T
en T*. Luego es obvio que los elementos maximales de las
familias T y T* se corresponden por ¢*. Sea D un individuo
de A, luego D* = ¢o* (D) es un filtro de B(A). Sea b € B(A)
tal que b € |x|

luego b € |x] como D es un individuo

D*? D’
existe k € K(A) tal que k = x (D), luego k = b(D) y
Ak = b (D), en consecuencia Ak = b (D*) y, como
bk € K(A) n B(A), en cada clase de equivalencia médulo D*
existe una constante de B(A), tal constante es dnica pues -
to dque D* es libre (V.3.5).

Reciprocamente, si D* es un individuo de B(A), entonces
D = F(D*) es un sistema deductivo libre de A.

Sea S = |J ile, luego (1) K(A) € S. Se prueba sin

keK(A)

dificultad que (2) S es una L-subdlgebra de A. De (1) y (2)
resulta: (3) S es una M-subdlgebra de A.

Veamos que (4) B(A) € S. Si b € B(A), entonces b = k (D*),



con k € K(A) Nn B(A), luego b = k (D) y, por lo tanto,b € S.
De (3) y (4) resulta (III.3.5) A = SM(B(A) U K(A) €S, 1lue-
go S = A, lo que prueba que en cada clase de equivalencia

médulo D, existe una constante y, como D es libre, una sola.

Como corolario de este lema y del teorema de A.Mo-teiro
(V.3.6) resulta que:

V.3.8. PROPOSICION. En un dlgebra monddica A taql que
K(A) N B(A) es un dlgebra de Boole completa, los indi-

viduos coineiden con los ultralibres.

DEM. Sea U un ultralibre de A, luego U* = U N B(A) es un
individuo de B(A), ya que K(A) N B(A) es un dlgebra de
Boole completa. Por lo tanto (V.3.7), U es un individuo
de A.

V.3.9. OBSERVACION. Es también corolario de V.3.7 que
la intersecci6n de los sistemas deductivos ultralibres de
un dlgebra monddica A se reduce a {1}. En efecto, esto ocu
rre para los filtros ultralibres de un 4lgebra de Boole no
nddica, A.Monteiro [ (1960 a), (1960 b)J1, luego para B(A) Y,

mediante la aplicaciédn ¢*, ocurre en A, desde que ¢*({1})=
= {1}.

Estamos ahora en condiciones de probar el resultado

enunciado al principio de este capitulo.
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V.4, TEOREMA DE REPRESENTACION.
Comenzaremos con un caso particular:

V.4.1. TEOREMA. Seq A un dlgebra monddica tal que
K(A) n B(A) es un dlgebra de Boole completa. Entonces

A es representable por un dlgebra funcional ricq A,

tal que 1°) A C k&

rdcteres de A y K = K(A); 2°) ¢1 isomorfismo A:A —s A

» donde & es el conjunto de los ca-

verifica k = k, para todo k € K.

DEM. En virtud de V.2.4 basta mostrar que se cumple la con
dicién siguiente: Para todo a € A existe un cardcter h de A
tal que Ja < h(a).

Si ello ocurre, para un h € & se tiene h(3a) = I 53 <

< h(a). Notemos que esta condicién es equivalente a Cualquie
ra de las condiciones siguientes,

(1) vh(3a) < Vh(a) y ah(33) < Ah(a)
(2) h(~v3a v va) = 1 y h(~a3a v pa) = 1
(3) (~v3Ia v va) a (~43a v pra) e N(h).

Luego, dado a e A, es natural considerar el elemento

X, = (~v3avva) A (~ada v ba), el cual es libre. En efec

to Ix_ d~v3a v (~v3a A aa) v (Va A ~a3a) v pa] =

= ~V3a v (~v3a a Ada) v (vdaa~p3a) v padga

=~V3da v O0v (via A~Ada) v Adg =

(~V3avv3aVA3a)A(~V3aVAE|aV~A3a)
=1 A1=1,
Como X, es libre, D(xo) €s un sistema deductivo libre,

luego existe un ultralihre U tal que D(xo) €Uy, por lo
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tanto, X e U,

En nuestro caso podemos afirmar, por V.3.8, que U es
un individuo, luego existe un cardcter h de A tal que
U = N(h). Entonces h(xo) = 1, de donde resulta por las equi

valencias indicadas anteriormente que Ja = h(3a) < h(a),
con h € &,

V.4.2. LEMA. S7 A es una M-subdlgebra de un dlgebra mo-

nddica Ao Y Ao es representable en las condiciones:

1°9) Ay S KE K, = K(A)

(o]

2°)Y k =k s, para todo ko e K

o o 4

(o}
entonces 1) la aplicacidn A — A es una representacidn
de A, verificando k = k , para todo k € K ; 11) S< Ao

es rica, A también lo es.

Indiquemos finalmente la representacién funcional en
el caso general. Si A es un dlgebra monddica no trivial,
A es (a menos de isomorfismo) una subdlgebra de un dlgebra
monddica Ao = P tal que K(P) es completa en P (III.1.4).

Luego K(P) N B(P) es un dlgebra de Boole completa y, en con
secuencia, P es representable por un dlgebra funcional rica.

Luego, por V.4.2, A también lo es, por lo tanto:

V.4.3. TEOREMA. Toda dlgebra monddica es representable

por un dlgebra funcional monddica rica.
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