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TEORIAS MATEMATICAS FORMALI ZADAS

1. INTRODUCCION

Una teoria matemdtica formalizada es una teoria mate-

mdtica axiomdtica con un lenguaje estrictamente descripto

y significados légicos definidos estrictamente.

Destacamos tres aspectos en la definicién de una teoria
matemdtica formalizada:
LENGUAJE FORMALI ZADO
LOGICA
AXTOMAS

Vamos ahora a detenernes en la explicacién informal de
estos aspectos:

I - LENGUAJE FORMALI ZADO:

Es cosa sabida que el lenguaje corriente es, ademds de
ambiguo, contradictorio. Héy, en efecto, muchos ejemplos
de contradicciones encubiertas en el lenguaje usual; se les
suele llamar "paradojas l1ldégicas". Veamos una de ellas, co-
nocida como la "paradoja del barbero".

En un pueblo hay un barbero que afirma:

"Yo afeito a todas las personas de estepueblo que no se
afeitan ellas mismas",

La dificultad aparece cuando uno se pregunta:ESe afeita
el barbero ?

Mds precisamente, la afirmacidén del barbero puede expre-

sarse asi:



"el barbero afeita a x equivale a x no afeita a x"

Si x es en particular el barbero, tendremos:

"el barbero afeita al barbero equivale a el barbero
no afeita al barbero".

Lo que muestra que la arirmacidén del barbero es, en
realidad, contradictoria.

La tendencia a excluir el uso del lenguaje corriente
es caracteristica en las matemdticas. Asi, en un libro de
aritmética elemental encontramos gran parte de su texto
ocupado por férmulas sustituyendo a enunciados cuya formu-
lacidn en términos del lenguaje corriente seria igualmente
posible. En una teoria matemdtica formalizada se excluye
completamente el lenguaje corriente substituyéndolo con un
lenguaje construido expresamente para el tratamiento de la

teorfa en cuestidén: un lenguaje formalizado .

En un lenguaje formalizado distinguiremos:
1) Alfabeto
2) Términos (nombres)

3) FPérmulas (sentencias y funciones proposicionales).

1) Alfabeto

Es un conjunto fijo de signos. Estos signos son usados
con diferentes finalidades de denotacidén, lo cual nos per-
mite clasificarlos en las siguientes categorias:

a) Variables individuales: Signos para designar indivi-

duos (elementos) no especificados.
b) Funtores: Signos para designar funciones (de cual-
quier numero de argumentos) de individuos a individuos.

c) Predicados: Signos para designar relaciones (bina-

rias, ternarias, etc. ...) entre individuos.



d) Conectivos 1légicos: Signos que corresponden a los

conectivos 1légicos del lenguaje corriente, por ejemplo

MoeooUsoss corresponde a MeeoesBocoa

" " it " ”

-ooonoono OOO.y.OOO

"ooao")oooo" " " "Si.o‘o’ en‘tOnceS...."
" —o0ee " " n "I’lO.. oo "

e) Cuantificadores: Signos que corresponden a las si-

guientes expresiones del lenguaje corriente:
"Para t0d0 X, eeeo
"Existe un x tal que, ...."

Usaremos, respectivamente, para las expresiones ante-
riores los signos: "CD", "%g", donde la "x" subscrip-
ta es una variable individual. Asi pues, a cada variable
individual "x" corresponde un cuantificador " G)", llama~-~

do cuantificador universal, y un cuantificador "‘{ ", lla-

mado cuantificador existencial.

f) Signos auxiliares: "(",")", ",", Paréntesis inicial

y final y coma.

Observacidn: ILas constantes individuales (designacio-

nes ‘de objetos distinguidos) pueden ser consideradas como
funtores de cero argumentos (designaciones de funciones
constantes).

Como un ejemplo clasifiquemos los siguientes signos en
un texto de aritmética elemental:

a) "x", "y", "gz", “"a", "b", "e¢",... son variables indi-
viduales.

b) "g", "iv, “2r, "3n ... son constantes individuales.

c) "+" y "." son funtores.

d) n:"’ " _- N, " s ] son predicados.



Puede ocurrir, en particular, que alguna de las clases
de signos enumeradas antes’sea vacia (por ejemplo que no
haya funtores o0 no haya predicados).

El alfabeto es el material para la construccidn del

lenguaje formalizado.

2) Términos
Sucesiones de signos del alfabeto que designaridn indi-

viduos especificados o0 no, seran llamadas nombres o términos.

Las variables individuales y las constantes individua-
les son, en particular, términos.

Sea "¢ " un funtdor, por ejemplo de dos argumentos. Como
"¢ " corresponde a la designacién de una funcidén de indivi-
duos a individuos, si "x", "y" son dos términos, esto es
designacidén de individuos, " ¢(x,y)" designa un individuo
(valor de la funcidén). As{ pues, sucesiones de signos del
tipo " f(x,y)", serdn, en particular, términos.

Por ejemplo en la aritmética "x + y", "x . y" son tér-
minos. Por costumbre se adopta en los textos la notacidn
"X + y" en lugar de "+(X,y)" ¥y "x . y" en lugar de ".(x,y)".
3) Férmulas

Ciertas sucesiones de signos se hacen corresponder a
enunciados o afirmaciones del lenguaje corriente. Asi por
ejemplo si "P " es un predicado designando una cierta rela-
cién binaria entre individuos y si X,y son términos, la su-
cesién de signos " p(x,y)" corresponde a la expresidén del
lenguaje corriente "la relacidn P vale entre los indivi-
duos x e y".

Si "t " es un predicado, denotando por ejemplo una rela-

cién ternaria, cabe considerar la expresidn:



"Si T vale entre x, y, z entonces p vale entre x e y",
cuya traduccidn en términos de nuestro lenguaje formalizado
seria

T(x,5,2) » p(x,y).

Sucesiones de signos de este tipo se dicen fdérmulas.

Con la introduccidn de conectivos légicos y nuevos pre—
dicados cabe considerar fdérmulas mds complicadas, por ejem-—
plo:

(T (x5,2) = p(xy))u Alx,2))V p(y,x)

Anteponiendo a una fdérmula un cuantificador obtendremos
también una férmula, por ejemplo:

3 (P (xy,2)— o (x,))

A titulo de ejemplo consideremos las siguientes férmulas
en la aritméticas:

(x =y)
(x=y)
() ((x = y)=(x=7))

() \S,J (((x+2 = )N (y < 5))=(y = 2)))

X

Por un lenguaje formalizado, entenderemos un sistema

& = <S,TyF> donde S es el conjunto de signos (alfabeto),

T el conjunto de términos y F el conjunto de fdérmulas.

IT - LOGICA
Desde un punto de vista intuitivo, decimos que una sen-

tencia < es una consecuencia de un conjunto A de senten-

cias cuando, de la hipétesis de que todas las sentencias de
A son verdaderas, debemos inferir necesariamente que o es
verdadera.

Esta nocidn de consecuencia deberd ser establecida estric-

tamente en un lenguaje formalizado de modo de respetar su



sentido intuitivo. Aclararemos este punto mds adelante.
Si A es un conjunto de férmulas, designaremos por

C,(4) al conjunto de todas las férmulas o que son conse-

cuencia del conjunto A de férmulas.

Cn es entonces un operador del conjunto 2F, de todos

loe subconjuntos A = F, en 61 mismo.

Este operador Cn serd llamado operador de consecuencia.

Llamaremos un gistema deductivo al par <:£,an> .

IITI - AXIOMAS

Fijado un conjunto A de férmulas de £ diremos que la

terna Z’A = <£,Cn,A> es una teorf{a matemdtica cuyos
axiomas son las férmulas de A.

Toda férmula perteneciente al conjunto Cn(A) se dird un
teorema de la teoria Zh’ 0 que es una férmula derivable

en la teoria.

2. DESCRIPCION EXACTA DEL LENGUAJE

1. Vamos a precisar agui las nociones Presentadas en la
introduccidén. Digamos pPreviamente, que 86lo trataremos el
caso de las asi llamadas "teorfas elementales"(o de "primer
orden", es decir teorias en cuyo alfabeto se presentan los
signos enumerados antes. Se estudian también otras teorias
"no elementales"(o de "orden superior"), en cuyo alfabeto
hay otros signos por ejemplo cuantificadores para predicados
Yy funtores.

Sea dado un conjunto S de signos que suponemos deseom-
puesto en partes disjuntas de las siguientes categorias;

a) Variables individuales

b) Puntores (incluso counstantes individuales)

c) Predicados




d) Conectivos 1ldgicos

e) Cuantificadores

f) Signos auxiliares

Supondremos que a) el conjunto de las variables indivi-
duales es infinito, b) el conjunto de los funtores puede
ser vacio y ¢) el conjunto de los predicados no es vacio.

Con cada funtor ¥ estd asociado un entero m =0 tal que:

Sim=0, Y es una constante individual.

Sim >0y XqsXpyeoeyX,  SOT variables individuales

qi(xl,xz,aae,xm) es lo que llamaremos un término elemental.

Segin sea el entero m >0, cabe distinguir funtores de
£ =

0,1,2,.00.5, etc., argumentos.

DEFINICION: Bl conjunto T de los términos es el mds

pequano conjunto de sucesiones finitas de signos, tal

que

i) todas las variables individuales y funtores de O-ar-

gumentos (constantes) son términos.

i1) si Tq, _Toyseoe, T, €Ty ¥ es un funtor de n—argu-

mentos entonces

\Pg tly;CQ’onog ,tn) € To

Con todo predicado P estd asociado un entero m > Q
(m se dice el numero de argumentos del predicado). Si
X19XpyeesyXy SON variables individuales P(Xl’x2""'xm)

es lo que llamaremos una férmula primitiva.

DEFINICION: EI1 conjunto F de férmulas es el mds pequelno

conjunto de sucesiones finitas de signos, tal gue




Si_ p(X7yseesXp)_es una férmula primitiva y

i)

_tl’_tQ""L tm SOI’l tél"mil’los, P( tl,_tg,.oo, T;m) < Fo
ii) Si_«,p € Py "." es un conectivo 1ldgico binario

( 0( ° ’5) e F.

iii) Si = € F, (= ) € F,

iv) Si = e F y x es una variable individua’

(G =), (=) er

Consideremos el lenguaje formalizado £ = <S,T,F> . Sea
= una férmula de £. Supongamos que < contiene entre sus

signos un cuantificador, por ejemplo fQ , en un lugar tien

de

ot

crminado de X, a esa aparicién del signo (;\ se llama

ura ocurrencia del cuantificador (;\ en la férmula <,

Se sigue de la definicidn de fdérmula que ests ocurren—
cia del cuartificador (;) estd precedida inmediatamente por
un paréntesis inicial "(", y seguida inmediatamente por una

férmula f (subférmula de ) y, siguiendo todos los signos

[o]

e P, un paréntesis final ")". Esto es, que el aspecto de

X eg el siguiente:

En particular podria no haber ningin signo precediendo o

siguiendo a (CD P) en =

T,

la férmula ﬁ se dice el alcance de la ocurrencia en cues-—

tidn del cuantificador CD .

Concideremos una determirada ocurrencia de la variable
irdividuel x en la férmula « y una determinada ocurrencia

del cunantificader CD . Si esta ocurrencia de x estd en la

férmula F y 2lcance de la referida ocurrencia de (Xl, pero

’

"0 cgtd en el alcance de otra ocurrenciz cualguiera en f



D

(aiferente) de los cuantificadores C) 6 {il’ diremos

que dicha ocurrencia de x estd ligada por la ocurrencia
de (;) en cuestidn, y andlogamente para el cuantifica-

L
& \_ °
dor %

Si una ocurrenciz de x no estd ligada por ninguna ocu-

rrencia de lcs cuantificadores (;\ v %g ce dice que la

ocurrencia es libre.

Ilustremos estas nociones con la fdérmula siguiente

(1) (2)(3) (4) (5)
(CR O (CRMx=x)) u(x=y)))) U (x=2))

Los numeros (1),(2),... =e han colocado sobre ciertos
signos de la férmula con el objeto de referirnos mds cla-
ramente a las ocurrencias de estos gignos.

El alcance de la ocurrencia (1) del cuantificador GD

es la férmula

(§ (G (x = %)) ulx = y)))

El alcance de la ocurrencia (2) del cuantificador CD
:s la fdérmulas
(» = x)
La ocurrenciz (3) de la variable individuval x estd 1li-

gada por la ocurrencia (2) del cuantificador (;\ .

La ocurrencia (4) de la variable x estd ligada por la

ocurrencia (1) del cuantificador (;\ .

La ocurrencia (3) de la variable x no estd ligada por

la ocurrencia (1) del cuantificador (;\.

ILa ocurrencia (5) de la variable x no estd ligada por

ningin cuantificador, (;\ é \i)’ es, pues, Una ocurrenci:

libre de la variable x.
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2. E1 sistema deductivo <£, C, >

Veamos ahora cémo se introduce en £ =<S,T,F> el ope-
rador C, de consecuencia, para constituir el sistema de-
ductivo <£€,Cp > .

La forma usual para caracterizar Cn es la siguiente:

a) Se da un conjunto de férmulas especiales a las que

llamaremos axiomas légicos.

b) Se indican ciertas reglas de inferencia, esto es,

esquemas fijos de la forma:

-0(19 o(z,onogdn

P que signifi-
can que (3 se infiere directamente a partir de =i, %o,...
cooy Npe Indiquémoslo explicitamente:

a) Axiomas ILdgicos:

Adoptaremos como axiomas 1ldgicos las férmulas en £ cons—
truidas de la forma siguiente:

Sea Y una férmula del cdlculo proposicional, ¥ es una
sucesidén finita de signos donde intervienen variables propo-

sicionales @j,85y¢se8y..0, ¥ cCOnECtivos 1l8gicos —, N, U, —,

n
Substituyendo en Y cada variable proposicional aj,855s.e4,8p
por férmulas X11 Forecoy Hopeo. de £, se obtiene una suce-
8ién de signos de S, Y', que es una férmula de F. Por ejemplo

X = ((al‘“’az) U 33)
X'=((ql_9q£leﬁ

Adoptaremos como axiomas 1l6gicos a todas las substitu-

ciones ¥' efectuadas sobre tautologias Y del cdlculo pro-—
posicional cldsico.

Observacidn: ILa introduccidn como axiomas de las tauto-

logias del cdlculo proposicional intuicionista, darfa lugar
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a otro operador de consecuencia Cé.
De acuerdo a la definicidn, las siguientes, entre otras
férmulas, son axiomas ldgicos:
(p—p)
(((=p) N K)— p)
((0 p)—f)
(= (f—==))

b) Reglas de inferencia

i) La regla "Modus Ponens"

(=P, =

P

ii) La regla de substitucién para variables individuales:

Sea <X una férmula y X)9XpyeeesXy variables individuales
(pudiendo aparecer o né en =) y 1y, TQ,..., L, términos
de nuestro lenguaje £.

Consideremos en << todas las ocurrencias libres de las
variables X19XppeeoyXy QSélo ocurrencias libres de estas
variables!).

Reemplazando simultdneamente las variables XiyseesXp

por los términos T;, Ty,..., T,, respectivamente, en la

net
férmula, =, obtenemos una fdérmula ', Es claro que < ¥y
X ' presentan los mismos cuantificadores. S6lo en el caso
en que cada ocurrencia de cada cuartificador en «' ligue
exactamente las mismas ocurrencias de variables individua-—
les que en *, diremos que oK' es una substitucidén de

T respectivamente en <,

xl,xz,...,xn pOI‘ tl, T‘2,.o-9 n,

Ia regla de substitucidén para variables individuales se

expresa en la forma:

=y
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Por ejemplo:

<= QU x =) vy = 2)

b’

La Unica variable que puede substituirse en « es la
variable libre y.

No se obtiene una substitucidn "licita" si reemplaza-
mos'y" por el término 'z+t" pues en

K = G)(( CD (x = z+t)) U(z+t = 2z))

la ocurrencia inicial de (;\ liga ocurrencias de z que no
se presentan en <X,

iii) La regla de introduccidén de cuantificadores exis-—

tenciales:

(2= F)
(Y =)= P)

donde @ no contiene ocurrencias libres de la variable in=-
dividual x.

iv) La regla de introduccidn de cuantificadores univer-

sales:
(== (D P))

donde < no contiene ocurrencias libres de la variable in-
dividual x.

v) La regla de eliminacién de cuantificadores existen-

ciales:
(Y =x)=p)
(<~ )

donde F no contiene ocurrencias libres de la variable

1

individuval x.
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vi) La regla de eliminacidn de cuantificadores univer-

sales.

(== () P))

<><-—,{3
donde = no contiene ocurrencias libres de la variable indi-
vidual x.
Sea B un conjunto de férmulas, B<= F,
El conjunto B se dice cerrado respecto de la regla de infe-

renciag

Si de ql,o(Q’ooqun

e B, se tiene que f<&B.

Definamos ahora C.,:

Para cualquier conjunto A de férmulas C,(A) es el conjun-—
to mds pequeno de férmulas tal gque:

cl) A = ¢Cph(4)

02) Ch(A) contiene todos los axiomas 1ldgicos.

03) Cn(A) es cerrado con respecto a las reglas de

inferencia i)sii),iii),siv),v) y vi).

Tal conjunto existe porque es la interseccidn de la fami-
lia de todos los conjuntcs de férmulas gque verifican Cl) 02)
03), familia que no es vacia desde que contiene a F, el
conjunto de todas las férmulas.

Si =€ Cn(A) diremos que <t es una consecuencia del

conjunto de hipdtesis (o premisas) A.

El conjunto A puede, en particular, ser vacio. Cp({) es
el conjunto de fdérmulas "absolutamente ciertas", esto es,
férmulas que deben admitirse comc verdaderas con prescinden-—
cia de toda hipdtesis, o, como se dice, verdaderas por su

forma légica.
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Co(#) juega en £ el papel de las tautologias en el
cdlculo proposicional,

l=s férrulas de Cn(ﬁ) se llaman también predicados

tavtoldgicos.,

71 lenguaje & mds la 1dgica introducida en £ mediante
Ty constituye el sistema deductivo <&,C, .
Tl conjunto Cn(A) puede también ser caracterizado de la

marera indicada en el teorema siguiente:

TEQORENVA 1: Una fdrmula << es una consecuencia de A

.

(es decir = €C,(A)), =i y solo si existe una sucesidn

finita de fdérmulas =Xy, X5,..., S,,_tales que

1) <, ==

2) Para cualguier j(i = 1,2,...,0) 6 bien Xj € A,

0 bien =<j es un axioma 1légico, o bien “*j se obtiene

de algunas fdérmulas de la sucesidn yooey N

> , (=1
11, i2 1k’

con il,iz,...,ik-<:j, mediante alguna de las reglas

de inferencia i) ,ii)e.evi) asumidas.

(Una sucesidn HpeserX en las condiciones 1)92) se di-

ce una prueba formal de << relativa a las hipdtesis A4).

Temostracidén: Sea K(&) el conjunto de todas las férmulas

« para las cuales existe una prueba formal relativa a A.
Veamos que K(A) = Cn(A).
a) Si < € K(A), «€Cu(A), esto es, K(A) = Cp(a).
Ia prueba es por induccidn sobre el nlmero de férmulas
en la prueba formal de <4,
Sin=1 S =< de acuerdo a la condicidén 1) o bien

< € A 8§ % es un axioma 1ldgico, de acuerdo a la condicién 2).



De una u otra forma =<eC (£%).

Sea Xqy FNoyeeny Hpgeeey X (=%, = =) vna prueba for-
mal de <.

La sucesidn parcial X1y Toyeeey Xy es, evidentemente,
una prueba formal de e

Supongamos que para todo k =1u es <<, € C

nl
§ (2
o,

g 000y l!‘ con

e
o= n es uu

K k).
Para <<, se tiene, o bien (1) =< ¢ A )
axioma 1d6gico, 4 (3) existen °<il,‘*i2
115ip9eeeyi =< n tales que <X, se obtiene de °<j1,...,°<ir
por alguna de las reglas de inferencia i)-vi):

iy Tipreeen Ty

n

En los casos 1) y 2) x_ e Ch(A); en el caso 3) también

n
=5 € Cn(A), porque Cn(A) es cerrado respecto de las reglas
de inferencia i)-vi) y, por hipdtesis inductiva, Q*il,...

o.o’qir ECn(A).

b) Si =< <C (4), <= €K(A), esto es, C,(4) = K(&).

Basta observar que K(A) es cerrado por las reglas de in-
ferencia i)=~iv) , gque A = K(4A), y que todos los axiomas
16gicos pertenecen a K(4).

Sea 0(1, 0«2’...’0'(1'

=N

una cierta regla de inferencia.

Supongamos que N Fogeeey € K(A).

1? r

Entonces si
= =4 = =
1,17 1,2 1,3 l,kl

= = =
2,10 T2,20 2,310 2,ko
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= > < eece =<
r,1' r,2' r,3’ ' ork,.

gon pruebas formales de cxl, °§,...,<Xr, respectivamente,

es fdcil ver que

q d * e o * e 0
1,17 Tq,20 T T2,1 2,200t T2,k

¢

.Q.q q ® 8
"“r,1’ r,2’ ' r,k

r
es una prueba formal de <. Esto es que << <K(4)

Si =< es una férmula de A § un axioma ldégico, la suce-
sién cuyo Unico elemento es <X es una prueba formal de =,
luego <t € K(A). Probamos asi que A< K(A) y que K(4)

contiene a los axiomas légicos.

3. INTERPRETACION DEL LENGUAJE

Vamos a ver ahora que cuando se da una "interpretacion"
a los signos del lenguaje £, las reglas de inferencia se
traducen correctamente, desde el punto de vista intuitivo,
como reglas que permiten pasar de ciertos enunciados ver—
daderos a otro enunciado verdadero.

Sea J # ¢ un conjunto fijo de elementos, a los cuales

podemos llamar individuos.

A cada predicado P de m argumentos de £ hagamos corres-

ponder una relacidén r de m argumentos definida en J.

A cada funtor ¢ de m argumentos de £ hagamos correspon-
der una funcidn f de m argumentos de J en J (es decir una

funcidn f e J xJ X .0 X J en J)

m-veces
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Decimos gue se ha dado una interpretacidn I de £ cuando

se han fijado J y las correspondencias entre predicados y
funtores con relaciones y funciones del modo indicado pre-
cedentemente.

Dada una fdrmula < del lenguaje £, reemplazando en <
los signos de predicados y funtores por las designaciones
de las funciones corresporndientes en la interpretacién I
y las variables individuales por signos variables que
designen elementos no especificados de J, obtenemos una
funcidn proposicional concreta C*I (;0& no estd en £ ! ).

Supongamos por ejemplo que la fdérmula < de £ sea como
sigue:

P( \Pl(xiy)f “Pg(xyy))

y sea J el conjunto de los enteros positivos.

Interpretando p como " = ", ?1 como "+"y ¥, como
".", tenemos =7

(+(x,5)) = (. (x,5))
0 bien con la notacidn habitual,
(x+y) = (x.y)

De una funcidn proposicional concreta decimos que es
verdadera, relativamente a la interpretacidén I fijada,
si las proposiciones que resultan al substituir las ocu-
rrencias libres de variables por designaciones de indi-
viduos cualesquiera de la clase J # @, son todas verdaders

Esta nocidn puede precisarse mds en la forma siguiente:

Sea, Y(xl,...,xn) una funcidn proposicional concreta,
donde se han puesto en evidencia las variables libres xj,
XogeeesXpe

Sea B el dlgebra de Boole de 2 elementos A, V,
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Si reemplazamos XjyXoye..,X, respectivamente por

n
designaciones de individuos bien determinados ji,Jjoseceydp

Y(jlvj2’--0ujn)
serd una proposicidn bien determinada, verdadera o falsa.

Escribiremos:

\/, si ¥(391dpseeerdy) es verdadera
Y(jlyj29°0-)jn) =

/\, si X(jl,...,jn) no es verdadera

Se verifica sin dificultad, teniendo en cuenta el valor
de verdad que se atribuye a las proposiciones concretas que
si  ¥p, Yé son funciones proposicionales concretas relati-
vas a una misma interpretacidén I del lenguaje £,

( Yl—» Yé) = Xi—ﬁ Kz

©

(¥ u¥,) = ¥ u ¥
(\/lﬂ\(2) = \(l N YZ
(=Y = =%

Los signos —, VU, N, -~ en los segundos miembros son los
signos de las operaciones en el dlgebra de Boole B.

cee YKX) una furcidén proposicional concreta, donde he-
mos puesto en evidencia la variable individual x, que es

libre en ka). La funcidn prorosicional concreta

(kiJ X(x))
(es decir, existe un x tal que ka) es verdadera si y

solo si =xiste, efectivamente, un J € J tal que ij) es
verdadera,
Asimismo:

() ¥ )
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es verdadera si y solo si para todo j € J, X/(j) es ver-—
dadera.
Tenemos en consecuencias
(Y Yo' =375 Y
EI¥iT =500 Yy
Los signos (W,LJ a la derecha son los signos de inter-
seccidn y unidn en el dlgebra de Boole B de 2 elementos.
Sea I una interpretacidn de £, J # ¢ el conjunto de
individuos.
Una regla de inferencia

O<11 °(2:---9°<n

§

debe satisfacer el siguiente requisito (conforme a la in-

tuicidn):

Si c%ll,csz,...,=<nI son verdaderas, entonces FI es
verdadera. Es decir, si =< = \/ S = \/,...,<%° = \J

17 ' 21 ny

entonces ’31 = V.

Las reglas de inferencia i),ii)e.vi) satisfacen esta
exigencia, como es fd4cil constatar,

Veamos a titulo de ejemplo la verificacidn para la re-
gla iii),

(x—=f)
(=)= p)

donde f no contiene ocurrencias libres de Xx.

Escribamos c*(x) en lugar de <= para indicar la, eventual,
aparicidén de la variable x en <%,

Sea

(%(x)™ F)} =\
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"f)Iz (X)I fI -
Esto es, en B:
(X)I rI
Esto significa que, para todo j € J:
=
(D= 11
Luego:
U «° °
jeg (O I’I
Esto es:
) =V
jed (J)I PI ’
0 seas

(Y *g)= 1= Vs

con lo que la verificacidén termina.

Supongamos que las férmulas de un conjunto A sean ver-
daderas en una interpretacidén I.

El conjunto Cn(A) contiene Unicamente férmulas verda-—
deras en la interpretacién I. En efecto, los axiomas 1l6gi-
cos son siempre verdaderos, independientemente de la inter-
pretacidén I, en cuanto "provienen" de tautologias del cdlculo
proposicional., El conjunto x&(A) de todas las férmulas ver-
daderas en la interpretacidén I es cerrado respecto de las
reglas de inferencia segun hemos visto y como Ac:\Ji(A),

y \&(A) contiene a los axiomas légicos es Cn(A)C:\/i(A)'
como queriamos demostrar,

En particular, si A = @, el conjunto de los predicados-
tautoldgicos Cn(¢) contiene sélo férmulas verdaderas en

cualquier interpretacién I.
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Se plantea naturalmente el muy importante§problema

de saber si, dada una férmula = verdadera para cualguisr

interpretacidén I, serd o< un predicado tautoldgico.

La respuesta es afirmativa, pero la prueba no es simple.

La veremos mds adelante.

4. OTRAS REGLAS DE INFERENCIA EN <£,Cp>

Conviene indicar otras reglas de inferencia para sim-
plificar las deducciones en £. Estas reglas no son reglas
nuevas en rigor,sino gque se obtienen de las ya indicadas
i) - vi). La introduccién de ellas no alterard el operador
Cn pues son mds bien abreviaciones de un proceso que puede
obtenerse también utilizando exclusivamente las reglas
i) - vi).

vii) La regla de generalizacidn:

_—
(V=)

Esta regla no varia el operador Cn’ basta observar que
Cn(A) es cerrado respecto de la regla vii).

En efecto, sea <A 6Cn(A), Consideremos el axioma 1légi-
co

K= (f =)

y sea {3 una férmula de C,(A) gque no contenga ocurrencias
libres de x (egiempre es posible elegir una férmula f en
tales condiciones pues el numero de variables individuales
en £ es infinito).Por la regla de "modus ponens"

A, S @ = =)
F —» =X

Como o(,(O(—e(,%——zr =<)) & Cn(A) es ((’—’0\) € Cu(h).



Por la regla de introduccion de cuantificadores univer-
sales,
(p—)
(p = (=D
Como ( f——>°«) e C (4), ((3—’(@%)) e C (&) (i/f no contie

ne ocurrencias libres de x ! ).

Aplicando la regla de "modus ponens":

falf— ((Q=))
(=)

Como ‘36 Cn(A) vy (g— ((;\o<)) & Cn(A) resulta que
(fx\cx) e Cn(A)

viii) Regla de reemplazo de partes equivalentes:

Sean <, (%, Y férmulas y sea la férmula (3 una parte
de la férmula «(X se obtiene de agregando algunos,
0 ningun signos Fl' (52 a izquierda y derecha, respecti-

vamente, de [3)

== f [ P2

La regla es la siguiente:

XL,(P—> ), (K“*’fL
S

Donde
& = fl ¥ (32
Se puede probar, que Cn(A) es cerrado respecto de la
regla de reemplazo de partes equivalentes,
No damos la demostracidn que es algo engorrosa.
A los efectos de este curso asumiremos la validez de

la regla viii).
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ix) Regla de substitucidn generalizada para variables

individuales.

Observemos en primer lugar que una férmula del tipo

( G;\OQ) es equivalente a una férmula ((;\;:), donde y es
una variable individual gque no aparece en (CD X)), §y X
se obtiene de & por substitucidn (regla ii) de las ocurren
cias libres de x en X (o sea ocurrencias ligadas de x por
la ocurrencia inicial de /;\ en ((;FCK))por la variable ¥
Es decir que
() =D =) « (), ¥
(PX)= (D =) € cp(d) 5

en efecto: la fdérmula

(D)= (=) € c_(#)

pues es una substitucidn de la tautologia (al—eal) del
cdlculo proposicional.
Aplicando la regla de eliminacidén de cuantificadores

universales, tenemos

(P e)==) ¢ c_(9)

Aplicando la regla de substitucidén para variables indi-
viduales a la férmula anterior, substitucidén de x por y,

donde y es una variable que no aparece en <X, obtenemos

(x> X) € C(g)

Aplicando la regla de introduccidn de cuantificadores
universales:

(=)= (N =)) < cp()

Como < se obtiene de <« por substitucidén de la varia-
ble y (necesariamente libre en ) por la variable x, pode-

mos con el mismo razonamiento probar que

(PR =) € ¢ ()
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De manera similar se prueba la equivalencia de (%{/q)
v (%/‘;) donde <X y = tienen el mismo significado indi-
cado precedentemente.

Veamos ahora la regla de substitucidn generalizada pa-
ra variables individuales. Sea dada una férmula =, donde
el cuantificador /;\ tenga una cierta ocurrencia, y sea P
la subférmula de X,alcance de esa ocurrencia del cuantifi-

cador (;\ :
X = Pl(QP) (32

Sean Xj,XsyeeesXy variables individuales y tl, t2,...

ceey Uy términos.
Consideremos una variable individual z que no aparezca
en = y en ninguno de los términos tl’ Toyeaey T (una
tal variable existe pues hay una infinidad de variables
individuales en el lenguaje £, y las variables individua-

les en X, Tiy..., T_ gson en ndmero finito).

n
Con la notacién anterior, obtenemos la férmula:

= = PP Fy

Procediendo de esta forma es posible, paso a paso, "cam-—
biar" los cuantificadores en <% por cuantificadores suscrip-
tos con variables ZyZ79Zpress QUE no aparecen en <\ y en
ninguno de los términos tl’ tz,..., [

Obtenemos asi una férmula <X, tal que si "(;\" aparece
en <%,, t es una variable que no aparece ni en <<, ni en
Ty [2,..., U . En este momento, substituimos en =,

X{seee9Xy POT t, t2,..., U, respectivamente, obteniendo

la férmula .

ILa regla de substitucidén generalizada para variables
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individuales se expresa escribiendo:

==

—<°
<" ge dice una substitucidén generalizada de X19XoseeerXy
por tl’ t2,..., tn’ respectivamente, en <X,
Notemos que esta substitucidn es siempre posible pero
no estd univocamente determinada.
Probemos que Cn es cerrado respecto de esta regla de
inferencia, es decir, que si °<€Cn(A), entonces <><°€Cn(A).
De ‘N-écn(A), resulta | C,(A) aplicando la regla
de reemplazo de partes equivalentes (por la observacién

preliminar (/;\ £y ( CD F) son equivalentes)
QY= COYEN, (D D)= (L))

e
1

Por sucesivas aplicaciones de la regla de reemplazo de
partes equivalentes tendremos <X, € Cn(A).
Finalmente aplicando a <X,, la regla (ii) de substitu-—

cién de variables individuales para la substitucidn X]yeeesXy

por L, 52,..., tn

.

<><

De =X, € Cn(A) resulta C<°éCn(A).

Observacidén: E1 proceso previo de "cambiar" en o< los

cuantificadores por cuantificadores con variables suscrip-
tas que no aparecen en < ni en los términos tl""’ tn
tiene por finalidad hacer posible (1licita) la aplicacidn

de la regla (ii) de substitucidn de variables individuales.

Sea <X’ una substitucidn generalizada del término ' por
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la variable individual x en la fdérmula <« .
Notemos que las fdérmulas sigu.. *es son predicados tau-
toldgicos
(<= (=)
((Q =)= <)

En efecto:
(U )= (Y =0 e o (o

Eliminando el cuantificador
(x= (=) « c ()

For lea regla de reemplazo de partes equivalentes
(== (L =)) e c (¢

Donde <<, se obtiene de ok segun el método, indicado

anteriormente,; de substitucidn de cuantificadores.

Realizando la substitucidén de x por T en la dltima

férmulia obtenemos:
: U = e
("= (Y=)) e c ()
Del miemo modo se prueba que

(=)= < < o ().

AT

o RULACION Tk IGUALDAD

En casi toda teoria matemdtica formalizada aparece el
tredicado "=" caracterizado por los siguientes axiomas.
Escribiremos (x = y) en lugar de =(x,y), respetando la
costwrnbre.

El) X = X

P ((x = 2)=((y = 2)—(x = y)))

EB> Para todo predicado F de m—argumentos asumimos,
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como axiomas
(((xy =y Nx, =y5) Moo Nx =y ))—
( P(X19x2’---vxm)"’ P(yl’yzvoaosym)))

E4) Para todo funtor ¥ de m-afgumentos asumimos, como
axiona:
((xy =y )0 (x5, =y,)N e N{x =y ))—
(P (xppeeenx)) = F(ypseceyy))

Estos axiomas serdn llamados & -axiomas, y designare-
mos con & al conjunto de todos los & -axiomas,., Notemos
que .en E3), E4) tenemos tantos axiomas como predicados y
funtores aparecen en la teoria.

Desde un punto de vista intuitivo, x = y expresa el
hecho de tener un mismo objeto dos designaciones distin-
tas "x", "y".

Ejemplo: Teoria del orden parcial

Variables individuales: X19Xp0Xgpeee X ees (una infi-

nidad numerable),
Funtores: No existen funtores.

Predicados: "= "; " = "

Conectivos légicos: —, N, U, - ,
Cuantificadores: §7 ’ %H y» uno por cada variable X5
i i

Signos auxiliares: (,)

Férmulas primitivas: X, = X, 4 X, = X,
i J i J

Términos: E1 conjunto de los términos coincide con el
de las variables individuales puesto que no aparecen fun-
tores en la teoria.

El conjunto A de los axiomas estd constituido por 1las

férmulas siguientes: i) a vi).
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1) €-axiomas

1) xp =x
11) ((x3 = x3) =({xy = x3) =(x3 = x5)))
iii) (((Xl = X2) N (X3 = X4))""((Xl = X3)~—-'(x2-£._ X4)))

2) Axiomas especificos de la teoria

iv) X] =Xp
v) (%7 = x5) —=((x5; =x3)—=(x) =x3)))
vi) ((x;= x5) —=((xp = x;) =(x; = x;)))

6. ALGEBRA DE LINDENBAUM DE UNA TEQRTA MATEMATICA FORMA~
LIZADA.

Sea © =<&, Cps A> una teoria matemitica formalizada
arbitraria.

Consideremos el conjunto F de todas las férmulas de G,

F es un d4lgebra abstracta respecto a las operaciones
—, U, N, - , (conectivos ldgicos en £).

Podemos considerar a F como un dlgebra de Boole proce-
diendo a la identificacién de férmulas equivalentes de F,
mds precisamente:

la relacién =~p definida por la condicidn: ( =—f ),
(fp—=) ecC, (L), es como se verifica sin dificultad una
relacién de congruencia sobre F,

El 41gebra de Lindenbaum L = F/~ de la teoria G en
cuestidn consiste en el conjunto de todas las clases de
equivalencias

= {f; 8 ~ =,
algebrizado por las operaciones:

j=<Julpl= [(= v )l
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[ | nfpi= ((=xn ()]
- == (-x)]
| %=1 pl= (<= p)]

Ia demostracién de que L es un dlgebra de Boole res-
pecto de las operaciones asi definidas es exactamente
jgual a la andloga del cdlculo proposicional.

Veamos qué relacidén existe entre la cuantificacidn y

lag operaciones booleanas de unién e interseccidén infinitas.

.Obgervacién: Notemos previamente que si Fl’ /% son
dos substituciones generalizadas de una variable indivi-
dual x por un término 6 en 1la férmula =, entonces
( Fl-ﬂ PZ) v ( P2—+ Pl) son tautologias, esto es

(pr— Pa)s ( Py Py € Cu(f) = Cn(a)

De donde resulta:

l Pll = ‘le

Escribamos < de modo de poner en evidencia las varia-—
bles Y11V 0reeesVp suscriptas a los cuantificadores de <

y la variable libre x.
X = O\(xvyl1°°09yn)

Con Pi = 2NX,t7yee0y%,) indiquemos la férmula obte-

nida de =< al substituir yj,...,y, por variables tyyeceyty
. t

que no aparecen ni en < ni en U. f2 = C&(x,sl,...,sn)
tenga significado andlogo.

Sean fi = CK(‘E,tl,...,tn) y f2.= % (T y87yeeeysp)
substituciones generalizadas de x por 1 en <X,

Se pasa de fl a F2 por un cambio de variables subs-—
criptas a cuantificadores del tipo visto en 4 (ix), de

modo que fl y Fz'son equivalentes.
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Con la notacién < indiquemos una substitucién gene-
ralizada de la variable x por un término U en la férmu-
la =<,

Probemos que

(1) (Y =] = o 1=

.

Donde el signo U en el segundo miembro de la igual-
dad es la unidn infinita en el dlgebra de Boole L, y T
indica como antes el conjunto de todos los términos.

De acuerdo a la observacién precedente el elemento
{o& | € L estd univocamente determinado.

Hemos probado en 4 que la férmula siguiente es un pre-

dicado tautoldgico:
(= — (Y =) e c (g

(allf escribfamos < en lugar de <)

De agui resulta

| <y ()| = =g I = (Y =) =V

esto es, para todo T €Te

(1) [ =] =],

Supongamos que, para todo T ¢ T

(11) e I =1 p |
y veamos que

Y =) =1p1

f tiene 86lo un nimero finito de variables individuales
y asimismo <; luego existe una variable individual y’que
no estd rni en f ni en =4,

Para T =y en (ii)

|y =1¢ |
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é, lo que es equivalente,
(o= ) € Cpla)
Por la regla de introduccidén de cuantificadores exis-—

tenciales:
(=) = pecy(a)
Esto es equivalente a:
U =
(Y <) =1p]
Pero

(Y =1 = 1Y =]

pues (S{ €<y) es una substitucién de x por y en (E{ <),
Luego:

(Y=l =1p]

En consecuencia [(\EJ<K) es el supremo de la clase de
elementos IC*t), donde U recorre todos los términos, es

decir la igualdad (1) es vdlida.

7. REALIZACION DE UN LENGUAJE

Consideremos un lenguaje £; y sean J un conjunto no va-
cfo-y B un dlgebra de Boole completa, no degenerada ( A # V),
Como una generalizacidén natural del concepto de interpreta-

cién introducimos el concepto de realizacidn:

Sea .11 una transformacién que asocias

1) con cada predicado de m-argumentos P de £ una bien
determinada funcidn Pﬂ\ de m-argumentos de J en B.

2) con cada funtor de m—-argumentos ¢ de £ una bien de-~

terminada funcién fn7 de m-argumentos de J en J.

DEFINICION: Ia transformacién 111 se dird una realizacidn
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del lenguaje £ en el conjunto J y el élgebra de Boole B,

En particular si B es el élgebra de Boole de dos elemen-
tos: V,A\ la realizacién se dice semdntica y coincide con
la nocidn de interpretacién ya estudiada. _

Fijada una realizacién 11 de £ en J y B,podemos asociar
a cada férmula <« de £ una funcidén O“TP de variag variables
en general, de J en B en la forma siguiente:

(1) Reemplazaremos en X los funtores | y predicades P,
respectivamente per las funciones ?n\y Pn], consiéérande
las variables individuales como variables "recorriendo" J.

(2).Consideraremos que los eignos conectivos légices,

N, U, 2>, = de X designan las operaciones de Beole intere
seccién, unidén, codiferencia y complementaciéh, respectiva-
mente en B.

(3) Reemplazaremos los signos cuantificadores,

Q y ka por m ’

xXed XeJ
designando ahora la interseccidn y unién infinitas en B.
Sea, por ejemplo,

== () Prlx, $1(5, 2 =Y polxizs Po(2)))
=M= ((yQJ Pl’m(x’ ?1Tr§y’z)))ﬁ(y¥jJ an‘]x’Yv ‘fgn,ﬂz))))

) es una funcién de dos variables =xn{x,z).

Si una férmula <X contiene a Xy1XpyeeerXg como uUnicas
variables con ocurrencias libres en << la funcién cxn7es
una funcidén de I xJ x ... XxJ(8 veces) en B.

Desde un punto de vista técnico.es conveniente censiderar
las funciones cxn]como funciones de un numero infinito de
variables; mds precisamente:

Sea V el conjunto de las variables individuales de &£;
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vamos a considerar las funciones <y como funciones de Jv
en B.

Cada punto v ¢ JV serd llamado una valuacidn. Con Vy
indicaremos la coordenada correspondiente al indice x ¢ V
del punto v & JV.

E1l valor de la funcidn canen el punto v serd designado
O(m’v .

Si <« contiene las variables libres xl’X2’°"’XS’ en <y
seglin se ha indicado antes, figuran explicitamente las s
variables xl"“’xs°°wﬂ,v es el elemento de B que se ob-
tiene al substituir las variables X1,X5,...,Xy DPOT las

yeeesVy resgpectivamente.
8

coord.enadasvxl,vx2
De acuerdo a la definicién dada si ‘*’ﬁ son férmulas
(x— P )m’v = qm’v-a Fm,v
‘(o‘ ”f‘)m,v =m,v " /STn,v
(1)
(= v (S)Tn,v = C><T)’l,v Y Fm,v
(- = )mvv - _qmyv

Sea j € J, v una valuacién y sea x una variable indivi-
dual fija, v:j una valuacidén definida de la siguiente forma:
j si y=x

y .
vy 81y £ x

Con esta notacidn se tiene

' = M -
en M,y = §ea~mvi
(Y

(2) L
= )m,v = j éJO\-m,V‘j

Observacidn: El requisito: "B es un dlgebra de Boole

completa" se explica técnicamente, pues pueden no existir
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los supremos e Infimos infinitos de las igualdades' (2)

en un dlgebra de Boole cualquiera.

DEFINICION: Dada una realizacidn fija 1l(en J y B),

diremos que una valuacidn v e IV nace vélida la fér—

mula =X en M si es

=V e B

N -
m,.v

Respecto de una realizacidn fija M, una férmula

se dice vdlida en dicha realizacidén si toda valuacidn

v _hace vélida la férmula <, esto es, si

anv =V para todo v € JVv
9

Un conjunto A de férmulas se dice gque es satisfactible

en 7n , S8i existe una valuacién v tal que hace vdlidas

en YT], todas las férmulas de A simultédneamente. Esto

es, si para algin v € Jv

“m.y = V, para toda = € A.
]

Si la realizacién 1l es una realizacidén semdntica, esto

es respecto de un dlgebra de Boole de 2 elementos, decir
que < es vdlida en I equivale a decir que <X es verdade—
ra en la interpretacidén correspondiente. Decir que <X es
satisfactible en I equivale a decir que (-<X) no es verda-
dera en la interpretacidn correspondiente.

Sea'Tn una realizacidén de £ en J y B. Sea h un homomor-
fismo booleano completo de B en un dlgebra de Boole comple—~
ta B!,

Con el simbolo th designemos la siguiente realizacidén

de £ en J y B':
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1) 8i p es un predicado; Phqng ho o

2) Si ¥ es un funtor: (?hYn = ?yﬂ

LEMA 1: Para toda fdérmula «, y toda valuacidn v

= = n(o,, )
th,v m,v

DEMOSTRACION: ILa demostracidn - como muchas demostra-
ciones en légica matemdtica - es por induccién sobre la
longitud de las fdérmulas. Dejaremos a cargo del lector este

tipo casi automdtico de demostraciones.

DEFINICION: Supongambs dados dos lenguajes £ y £', Di-

remos que £' es una extensidn de £ si y solo si

l) £ y £' tienen exactamente los mismos conectivos 16—

gicos y signos auxiliares.,

2) Los conjuntos de variables individuales, de cuanti-

ficadores asociados a variables individuales, de predi-

cados y de funtores de £ son, respectivamente, una par-

te de los correspondientes conjuntos de signos de £°'.

Sean M y M' realizaciones de £ y £' (extensién de £),
respectivamente, en J y B,
Diremos que M' es una extensién de M si
'l)f3y”| = Pyy » para todo predicado p de £
2) Yy = Yvn » para todo funtor Y de £,
Si V,V' son los conjuntos de variables de £, £' respecti-
'

. . . \
vamente, V< V', diremos que la valuacidén v' e J es una

extensidén de la valuacidén v e JV si
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Vy Ve para toda x v

-
LEMA 2:5i £' es una extensidn de £, M es una exten—

sidn de'mq y v' es una extensidn de v, entonces, para

toda férmula < de &£

“m,v = v

La demostracidén es por induccidn en la longitud de la
fdrmula <.

Vamos a definir ahora una realizacidén de cardcter muy
especial y que jugard un papel importante en lo gque sigue:
Sea G = <£,Cn,A>‘una teoria matemdtica formalizada y
L su dlgebra de Lindenbaum. I no serdi en general un dlge-
bra de Boole completa pero puede siempre considerarse sub-—

dlgebra de un dlgebra completa B.
Sea h el isomorfismo de Boole candénico de L en B.

Hemos visto que en L se tiene:
Y=l = o

(=] = [ 1%l

En general el isomorfismo h no respetard las igualda-

)

ot |

it

L)

des (l), a menos que h sea un /(—isomorfismo en relacidn
al conjunto ({) de igualdades.

BEsto tltimo puede asegurarse por lo menos en los dos
casos siguientes:

a) B es la extensidn minima completa de L. En este caso
h respeta todos los supremos e infimos infinitos de conjun-—
tos en L.

b) Si £ contiene una infinidad numerable de signos. En

tal caso el conjunto F de todas las fdrmulas de I es nume-
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rable y, en consecuencia, es numerable el conjunto de

igualdades (£).

Ya hemos probado (ver "Algebras de Booléﬁ gue en este

Ultimo caso existe un f_isomorfismo h de L en el cuerpo

B de todos los subconjuntos de un conjunto fijo X.

Consideremos la siguiente realizacidn:
Sea J = T, conjunto de todos los términos de &£.

Sea B un dlgebra de Boole completa, para la cual exis-

ta un ‘Z—isomorfismo h de L en B.

W se define por las siguientes condiciones:

i) Si ¥ es un funtor de m argumentos

—~

‘P’m(tl’tz""’tm) = ‘P(Llatgs---’!’m) €T
ii) Si F es un predicado de m argumentos
Pm(tlvt21°0°”tm) = h( }P(tl’ t2v0-oytm)l) € B

~

donde 51,52,...,Lm e T.

La realizacidn VH asi{ definida se dice la realizaciédn

candnica determinada por h y por el conjunto A (axiomas

de 6 ).

El siguiente Lema se prueba por induccidn sobre la lon-

gitud de la férmula < :

LEMA 3: Sea VW la realizacidn candnica determinada

por h y A. Para cada férmula =« y cada valuacidn

v € TV!

“m,v = Bl

Donde <X, es una substitucidn generalizada de todas las

variables libres de X : Xj,Xpje..,X, pOr l10S términos

1 = vxlf/EZ = vxz,...,'in = Vy o respectivamente.
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DEFINICION: Con respecto al conjunto ™ diremos gue

V., € ™V es la valuacién candnica si para todo x € Vi

0

Ox

Como Corolario del lema 3, tenemos que

si W Y Vo son candnicas, LXWV = n([=x]).
'Vo

MODELOS

DEFINICION: Una realizacién ], en un conjunto J y

un dlgebra de Boole B, del lenguaje £, se dice un

modelo para el conjunto A de férmulas, en J y B, si

X1, = V para cada férmula < e A, También diremos

que M es un modelo en J y B de la teoria ( =
=<& Cpy A).

En otros términos,una realizacidn i”_es un modelo pa-

ra el conjunto A de férmulas, si todas las férmulas de A

son vdlidas en dicha realizacidn.

El caso mds importante es aquel en el cual B es el 4l1-

gebra de Boole de 2 elementos B = {A,V) ;}W se dice en-

tonces modelo semdntico en J para el conjunto A de férmulas.

Observacidn: TLos légicos usan la expresidn "modelo"

para designar lo que nosotros llamamos agui modelo semdntico

IEMA 4: 1) Si'M4 es un modelo para A en J y B, entonces
todo teorema « de la teorfa & =<&, Cp, A> (% € Cp(A))
es una férmula vdlida en W.JNW( = V).

2) Si existe una férmula que no es un teorema de la
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teoria 6 , entonces existe un modelo M4tal que para
toda férmula /A ¢ Co(A), B mo es vdlida en 1.
Y + 1

DEMOSTRACION: 1) Ia clase de todas las férmulas vdli-
ias en WW contiene A, por definicidn de modelo ?W, ¥ puede
rerificarse sin dificultad que es cerrada respecto de to-
las las reglas de inferencia i)essyvi). Por tanto esta
clase contiene a la clase C,(A) como subconjunto.

2) Supongamos que < ¢ Ch(4).

El 4lgebra de Lindenbaum L de la teorfa 0 = {&€,Cp,A)
es entonces no degenerada. Sea h un zf—isomorfismo de L
en un algebra de Boole completa B respectoﬂdel conjunto

C[) de férmulas.

]

C
K
o

I =)
1) =)

(£)

n
S
El

Tal —f~isomorfismo existe siempre. Podemos asumir, en
efecto, que B es la extensidén minima completa de L y h
el isomorfismo candénico de I en B.

Sea M« la realizacidn candnica determinada por h y A.

Aplicando las conclusiones del Lema 3, y con las nota-—
ciones alli usadas, tenemos, para cada férmula & y toda
valuacidn v € Tv:

O(M,v - h(‘ o‘vl)

Si X € A E;Cn(A), entonces, por la regla de substitu-
cidn generalizada, K, € Cn(A), por consiguiente:

lo<v}=VeL

V e B

g n(| = 1)
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Bs decir X = \/ para toda valuacién v ¢ T, esto

y V
es, qu \/.

W] es entonces un modelo para A (en J = T y B). Supon-
gamos, ahora, que f ¢ Cn(A) y sea v, la valuacidén canéni-
ca, entonces

F}n,vo = (] £ ).

Como f¢Cy(a), [pl# Vel

luego, puesto que h es un isomorfismo

Py, = 2IF 1) #V e B

Esto quiere decir que la valuacidén v, no hace vdlida
a f en el modelo lM(que es la realizacién canénica deter-

minada por h y A), esto es, que (3 no es vdlida en el mo-

delo &H.

Sean 0 = {&,Cpyhy , T' = <£',C yAydos teorias con el
mismo conjunto A de axiomas,pero sea el lenguaje £' de G'
una extensidén del lenguaje £ de G.

Sean J un conjunto no vacio y B un dlgebra de Boole com-

pleta.

IEMA 5: Si ' es una realizacidn de £' (en J y B) que

es una extensién de un modelo J/l/{(en los mismosJ y B)

de la teorfa G, J{' es un modelo de la teoria z".

DEMOSTRACION: En efecto, basta probar que cxnv= \/para
toda férmula < € A, lo que se sigue del lema 2 inmediata-
mente, pues para toda valuacidén v' € JV' y existe una valua-

cién v € JV de la cual v' es extensién, luego

qm.v’v' = o‘—m’v =V
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Nota: Si tenemos en £ el predicado "=" (lo que es

usual) y por lo tanto los £-axiomas son una parte de
A (€ = A) un modelo /] para la teoria (= <£,Cn,A>
debe asociar al predicado®="una funcidén a dos argumen-
tos (relacidn) xEy de J en B.

La funcidén E debe ser tal que para cada £ -—axioma <X
CXM4== \/ . E1l caso mds importante se presenta para los
modelos semdnticos (B = {A,V} ), entonces xEy es uno de
los valores V,A €& B,

Se puede definir sobre J una relacidn de equivalencia
" "por

X ~Yy si y solo si =xBy = V

Del conjunto ¢ de los ¢E-axiomas se sigue, ademds,
que "~"es una relacién de congruencia sobre J, en el
siguiente sentido:

a) Si X)~ Fqr Xo ™~ YoreeesXpy ~ ¥y ¥ si f es un fun-
tor de m-argumentos de £:

"Pm(xlyxgy- o 9Xm) ~ “Fm (yl’yg’ e 9Ym)

b) Si x] ~ Y1r Xp ~ForeeesXy oy ¥y osi p es un
predicado de m—-argumentos de £:

an(xl,...,xm) =V siy solo si th(yl,...,ym) =V

En general "~" no es la relacidn de identidad usual.
Si es el caso que ~ es la identidad en J, diremos que

1) es un modelo semdntico ordinario. En los textos de 16-

gica éstos son llamados simplemente modelos.

Sea J' = J/~ , se prueba por un procedimiento tipico
en el 4lgebra, que si 77]es un modelo semdntico de la teo-
ria G en el conjunto J existe un modelo semdntico ordina-

rio de la teoris Z, en el conjunto J' (J' de numero cardi-
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nal menor o igual al numero cardinal de J).

9, TEORIAS CONSISTERTES

DEFINICION: Une teoria G = <£,C_,A>_se dice consis-

tente si hay alguna férmula que no es teorema; es de-
cir si C (A) # F,
n

Dicho de otra manera 6 es consistente si el dlgebra
de Lindenbaum L de & , €8 no degenerada. Decir que 4
es consistente equivale decir que para cada férmula <<,
no es teorema alguna de las férmulas: o<, (= ).

En efecto si para alguna férmula <, X € Cn(A) y
(=x) e Cn(A)’ veamos que Cn(A) = F,

De la tautologia del cdlculo proposicional

a;—~((-a;)—a,),
se infiere que, cualquiera sea la fdérmula f,
x> ((= ) = p) € C (B)
De X € Cn(A), por "modus ponens" .
(=)= € C (a)

De (-~ X) € Cn(A), por "modus ponens"

peCpl) |

Iuego toda férmula f ¢ F, pertenece a Cn(A).

Es trivial la reciproca{ si G no es consistente,, para
alguna férmula X,X y (- ) son teoremas, pues siendo
Cn(A) = F, para cualquier férmula ,% y (- ) pertenecen
a F; luego son teoremas.

Diremos también que A es un conjunto de férmulas consis-
tente del lenguaje £ cuando G= <&, C» A) es una teoria

consistente.
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TPORERA 1: @1 A es un conjunto de férmulas no_consis-

tente de £, entonces A contiene un subconjunto finito

A, gue es también no consistente.

DEMOSTRACION: Supongamos que A es no consistente; esto
significa que existe <XeC (A), tal que (-ot) ¢ CA(A).

Sean 1, foreees fp = S, ¥ ¥y, 3&,..., X, = (=)
pruebas formales de X y de (- <) respectivamente a partir
de las hipbtesis A.

Sea Ao el conjunto de las férmulas de A que aparecen en

f’l, Fz,..., fn, Xl""’ Xm.

Este conjunto es finito, evidentemente y X,(- %) ¢ Cn(AO)
norque fl’ fz,..., Pn ¥ Xi, Y2,..., ¥, son respectiva-
nente pruebas formales de < y (- ), a partir de las hi-
pdtesis Ag-

Esto significa que Ao es no-consistente.

B1 teorema 1 puede enunciarse también en la siguiente
forma equivalente:

Si todo subconjunto finito AO de un conjunto de férmulas

A es congistente, A es consistente.

TIOPENL Oy Tns tecrian 6= <€, C., A> es concistente

si y solo si 6 tiene un modelo WA,

,
TAMOSTRACION: 1) Supongamos que 7” es un modelo de la
teoria Z': <£, Chs A) , en J y B, y probemos gue Z’es
necegariamente consistente.
Consideremos una férmula <A cualquiera de £ y veamos

1ue
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~—

3i <« eC_(A) entonces (- ) ¢ Cp(4)

o
e

Si (=) e C,(A) entonces “i% Cn(A)

3]
0

suficiente probar a), pues b) se sigue inmediata-

mente de a) considerando la tautologia
(%= (=(~ =))) € Cy(F) =, (a)

a) Sea m‘ecn(A), entonces
“m = Ven
luego (= Xy = -(%m) = N#V
esto significa que (-) ¢ C,{A), porgue M es un modelo
de G y si fuese (-«) € Cp(A) seria (- d)m =V, lo que
no sucede.

2) 5i [4 =‘<£, Cn’ A> es consistente, entonces existe
un modelo M dge G.

Se sigue del punto 2) del Lema 4) ya probado.

TS0REMA 3: Si un lenguaje £' es una extensidn del len—

guaje £ entonces la teoria & = <&, C,, A> es consis-

tente si y solo si la teorfa ¢' =<£&', Cp, AP es consis-

tente. Ademds si K os una férmula de £,<X es derivable

en 6 si y solo si = es derivable en G'.

DEMOSTRACION: Sea G consistente; por el teorema 2, G tie-
ne un modelo DW , en cierto conjunto J y cierta dlgebra de

N (
Boole complasta B, sea Wﬂ'una realizacidén de £' de J y B,

£

extensidn de la realizacidén W de £.

%ﬂ' es como hamos observado (Lema 5) un modelo de la

1

teorfa & , Pero, por teorema 2, &' es, entonces, consis-

tente.
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Ta reciproca es también cierta:

Supongamos (' cousistente.

Si G no fuese consistente existiria una drmula o de
£ tal que X ¥y (- <) son derivables en 5, esto es, existi-
rian sendas pruebas formales para X y (- <), pero éstas
serian también pruebas formales de X ¥y (- =) en G, Luego
serfa &' no consistente lo que contradice la hipdtesis.

0 es, en virtud del absurdo,consistente.

Probemos ahora la 2° parte del teorema:
§i = es derivable en &6, es derivable en C', pues una
prueba formal de < en G es también prueba formal de
en G'.

Si < no es derivable en 2;, veamos que < no es deriva-

ble en Z'.

Por el lema 4,3e « no derivable en G concluimos que

existe un modelo }W en J y B, de G tal jue X no0 es va-—
lida en 7/1/(:
q/m,V 7 VGB’
para alguna valuacidn v € g,
La extensidn W' de ] es un modelo de ('. Sea v'e gV

una extensidn de v, entonces (Lema 2)
X, - X
M/I9V ,I/V",V'
luego @W“ . #V para un modelo M' y una Valuaﬂién v,

y por lo tanto = no es v4lida en el modelo M'; por el le-

ma 4) < no es un teorema en G'.

DEFINICION: Una fédrmula <« se dice refutabls en la
teoria G = {&,

Cpy A si (=) es un teorema. Y ge

dice que < es irrefutable si no es refutable, esvo
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es, si (=) no es teorema.

TEOREMA 4: Si un lenguaje £ es numerabls, ( es

decir , si el alfabeto es numerable),y la teoria

G = <&, Cps A> es consistente, entonces G tiene

un modelo semdntico MW en un conjunto J numerable.

Ademds, dada una fdrmula =, irrefutable, podemos

encontrar un modelo WM de G en las condiciones

anteriores, tal que <, es satisfactible en W (esto

es X =V para alguna valuacidn v).

0O
Myv

TEMOSTRACION: Sea I el dlgebra de Lindenbaum de é 3
esta dlgebra de Boole es numerable y por consiguiente exis-—
te un f!—isomorfismo hg Gge L en el cuerpo de todos los
subconjuntos de un espacio X.

Si <, es una férmula irrefutable, es |- =1 7 V e 1,
4, lo que es equivalente, kxol # A ¢ L. Entonces
ho(lcﬁol) no es vacio, esto significa que existe un
€ e ho(l=x e X

En relacién a % , sea hy el homomorfismo de 2X sobre
el 4dlgebra de Boole B de dos elementos A ,V, definido

de la forma siguiente:

V, si €e2z
/\, si % ¢72

Este homomorfismo conserva, evidentemente, todas las

uniones e intersecciones de 2X.

n(2) =

Entonces h = hy-h,y es un A -nomomorfismo de L en B.
Consideremos la realizacién candnica W determinada

s0r Ay h (en el conjunto numerable J = T de los términos



47

de £) y probemos gque 7” es un modelo (semdntico por
cierto) para la teoria C en el conjunto J.
Sabemos que, para cada valuacién vy cada férmula =,
se tiene:
*p,y = ull =)
Veamecs que si q.ccn(A), para cualguier valuacidn v,

O<7Wyv = VeBR

En efecto,; si <X ¢ Cn(A), por la .regla de substitucibn
geveralizada, la substitucidn X, € Cp(A), luego
l<xv! = Vel
y como h es un isomorfismo

g = nllx 1) = Ve

lo gque prueba que 77]@5 un modelo.

la conclusién adicional es inmediata, de la demostra-
cién de la primera parte del teorema. 51 <, es una fér-
mula irrefutable, definiendo M en relacidn a =y como
se ha indicado, tenemos para la valuacidn candnica vy

=g Vo = a( 1 %o]) = hy=ho([=41)

como g E'ho(\o(o‘) ag
h (ho( =) =V

Esto es, para la valuacidn candnica Vv,

U\O = \/
Wy Vo
lo gue prueba que <\ es satisfactible en m.

Lo esencial en la hipdtesis del teorema anterior es

que el conjunto A de axiomas de la teoria Z sea numerable:



TZOREVE 5:  (G8del ~ Skolem - LBwenheim) Si A es un
conjuntc numerable de férmulas y G o= <£9 Chs A es

consistente entonces Z tiene un modelo semdntico UZ

en un conjunto nunerable J. Ademds dada una férmula

irrefutable o<, existe un modelo 70@ en las condicio-

nes precitadas, tal que <, es satisfactible en Yﬂ.

DEMOSTRACION: Consideremos un lenguaje &£, conteniendo

sdlo las variablss individuales, los predicados y funtores
gue aparecen en todas las férmulas de A y en la férmula,

irrefutable en Z?‘* Ademds,contenga 80 conecti-

o°
vos 1ldgicosycuantificadores y signos auxiliares. £ es,

o &, ©s numerable pues A

contiene un conjunto numerable de fdrmulas, y en cada fdr-

entonces, una exbensidn de £

mula hay un ndmero finito de signos.
Ta teoria Zb = <£O, Cos L) es consistente (primera
1

parte del teorema 3). La fdérmula X, por hipétesis irre-

futable en 29 eg irrefutable en Z%O Porque si <X, fue-
) . - \ e
se refutable en (b? (_cxoj seria teorema en Zo7 luego

(2a. parte del teorema 3) (= =,) seria teorema en Z, esto
es,‘xo refutable en Zy lo gue contradice la hipdtesis.,

Aplicando a Z el teorema 4, se prueba que existe un

- ©

modelo semdntico 7%, Dara Zq en un conjunto numerable J,

8

tal que =, 28 satisfactible en W%‘

A . . ’
Sea /M uns extensiocn de ZO%g en J y B, entonces por Le-
ma 5, }” s un modelo para la teoria G en J.

Del Lema 2, si v es unz extensidén de la valuacidn v

(® ©

que hace vdlida la férmula X, en 21 modelo 79@, ge. gigue

que v hace vdlida la férmula = =n el modelo MW (es decir

o

que X es satisfactible en 1)
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WWQ,V - O(WO,VO = V.

Nota: ILa hipdtesis del teorema 5 puede aun debilitar—

se exigiendo sélo que en A aparezcan funtores predicados
£ q P

en cantidad nwnerable,

Con log resultados obtenidos eg fdcil probar el siguien-

tes

TEOREMA 6: (G8del) las siguientes proposiciones son

equivalentoess

(i) =% es un predicado tautcldgico (X € Cp(¥) )

(ii) = es vdlica en toda realizacidn /] de £.

(iii) X es vdlida en toda realizacidn semdntica de £.

-

(iv}) <A ez vdlicda en cualquier realizacidn sobre unu

conjunto numerable J.

(v) = es vdlida en cualquier realizacidn semdntica

sobre un conjunto numerable J.

DUFOSTRACION: i)=» ii) Toda realizacidén !7] de £ es un
modelo para el conjuntc vacio de férmulas, en J y B, esto
ec, rars la teoria Z = <£, Cn,g> . Por la primera parte del
Iema 4, i = € C, (¢), resulta que = ez vdlida en cual-
quier realizacidn W,

Tas implicaciones siguientes son evidentes:

(3i)=(4i13)
(ii)=>(iv)

(1ii) =(v)
(iv) = (v)
(v) =(1)
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Supongamos que <\ no sea un predicado tautoldgico,
= ¢C (f) y veamos que para alguna realizacidn cemdn-
tica en un conjunto numerable J,X mno es valida.

Aplicando el teorema 5, con A = ¢ a la férmula irre-
futable < = (- <) (pues es evidente que - =X =
= —~(-=) ¢ C,(¢), resulta que existe un modelo M gea
conjunto vacio de férmulas,en un conjunto numerable J,
tal que

(=g y = =) =V
para alguna valuacidén v,
Esto equivale a decir que

“ v =

para esa valuacién.

N

En consecuencia « no es vdlida para el modelo 772,

realizacidén semdntica en J numerable.

Observacidén: Los conceptos de realizacidn semdntica

e interpretacidén son idénticos. El teorema de G8del ante-
rior afirma, en particular, gue "las férmulas vdlidas en
todo modelo son derivables en la teoria Z¢ =<{&, Cp, ;2(> ",
lo que estd en buen acuerdo con la intuicidn que nos dice
que las férmulas verdaderas en cualquier interpretacidn
deben coincidir con los predicados tautoldgicos.

Vamos a generalizar los resultados anteriores:

Lema de Hasenj#ger. Hipdtesis:

1) Sean £, £' dos lenguajes, donde £'es una extensidn
de £ conteniendo mds funtores que £, pero exactamente los

mismos signos que no sean funtores.
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‘Contenga £' por lo menos tantos funtores que no sean
de £ como serdn necesarios para la construccidén de la
sucesidén especificada en (3).

2) Consideremos la sucesidén transfinita H de férmu—
las del tipo

(fogexg)ﬁ«fg , 0= %< £

donde c*g es una férmula de £', conteniendo como Unicas
cecurrencias libres las de las variables:

XgyoXgoreeer¥g
y = eventualmente - la variable xg%"g’ es una substitucidén

generalizada de =, especificada en (4).

3) Estd asociada a cada férmula cxg, un funtor fg de
£' y no de £, tal que
a) fe tiene g argumentos
b) feg es distinto de todo f), con Nn< £
c) fg es distinto de todo funtor que aparezca en
cvalquier férmula ,, con n= %,
'

4) ng es una substitucidn generalizada de la variable

x.g por el término fg(XélyXEZ,.oc,Xgmg? en g.

Tesis: Si una teoria G.= <&, Cy, %>nes consistente,
entonces la teoria &' =w<£', Cps AiJH>'es también consis-
tente.

Ademds si ﬁ es una férmula en £ irrefutable en 23, en—

tonces F es también irrefutable en & '.

Demostracidn: QObservemos en primer lugar

que es suficiente probar el Lema en el caso en que A es
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un conjunto finito de férmulas.
Para una férmula # de £, supongamos que la implica-
cidn:
"Si (5 es refutable en Z', entonces (% es refuta-
ble en G "
se verifica para A finito cualesquiera. Veamos que
vale en general.
Sea /3 refutable en G', esto es:
(~ F) e C,(A UH)
Como -13 , puede ser probada con una parte finita Aouﬁo
de A UH:
AGUH, = A, UH,
(_‘3 ) e Cn(Ao uH)
Esto significa que
f es refutable en CE', Cp, AQUHD
luego
(3 es refutable en <&, G, A°>

esto es (- f) e Cn(Ao),
lusgo (= p) € Cp(h),

lo que prueba que {3 es refutable en Z = <£, Chs A> .

Supondremos entonces que A es finito.

En este caso sabemos que existe un modelo gemdntico n?
para la teoria G = <&, Cpy & en un conjunto J (numera~-
ble ademds) tal que, para cada férmula [ irrefutable 'en
Gy p es satisfactible en M. Esto es me =V para al-
guna valuacién v,

Serd suficiente probar que Mpuede ger extendido a un
modelo M' para la teoria A y la conclusidn "(5 es satis-

factible en N ", resultard inmediatamente, pues
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A _ -
Sk T ﬁl%fv v
(donde v' es una extensidn de v).

De F satisfactible en M' resulta § irrefutable en

, ‘ . . —

Z =<&", Cs AUn> pues ,ﬁwqu =V , implica (_F)W(',\ﬂ =N\

para algin v, de donde (- f) ¢ C,(AUH).

Debemos probar entonces quee7n puede extenderse a un
modelo 7”' para . Con este objeto clasifiquemos los
funtores de £' que no estdn en £ en dos clases:

(A) Los funtores fy en la sucesién de la hipbtesis (3).

(B) Los restantes funtores.

Observacidén: A los predicados y funtores de &', f, f,
que son también predicados de £ asignemos las funciones
P = Pmor S = $m -

Asignaremos a los funtores f en (B), funciones fWM’
de igual numero de argumentos, arbitrarias, fijas.

Para los funtores fg en (A) definiremos las correspon-
dientes funciones recursivamente, de modo de hacer "verda-
deras" todas las fdérmulas de la sucesidn H.

Supongamos que para todo ordinal n< % < '%o estd
definido fy, jvamos a definir fe ¢

consideremos la férmula Xg ; esta férmula contiene:

(a) algunos predicados p a los que corresponde la funcidn
Pm = Pms

(b) algunos funtores ¥ de la clase (B) a los que ?orres-
ponden funciones fyp1 ’

(c¢) algunos funtores de £ a los que corresponde f@n:= ?Tﬂ

(@) funtores fyn con ﬂ-<-§, para los gque suponemos ya
definidas las funciones quyn, (por hipdtesis (3) =g NoO

pruede contener funtores fy con wn = &),
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De acuerdo con (a),(b),(c),(d), estd bien definida (una
vez definidos los funtores f, con m< £ ) la funcidn Xg y.
correspondiente a o<§. .

Si v es una valuacién, v é:JV, tal que

4 <
P T i}
L e
b e
o o~
Sas”
f

o e
e
H

v(xg, ) =
gmg jl!lg
o<§,7/l/l,'v =0(g’m'(j,jlgcoo,jm_g)
Para definir f_g;quueremos que fg ’Mn,sea tal que
, -_
(g = = Iy = V
estc es que,
9 -
Para que se dé ésto debemos sélo cuidar que no se pre-—
sente el caso
U (=24 = V o ¥ =
Gee =g Mmyv y £ N\
Veamos cémo se define fg m para evitar este caso.
9
En primer lugar, para la valuacién (1),
= U - ~
(2) (§§j °('g)/m’!v j€d qg,'W\!(J,jlezv-”erg) ’
_es uno de los valores /\, \/ o
l) Si (g o(g)mv = A 9 haremos, fg’w‘(jl'jzya.e,jmg)
igual a un elemento fijo arbitrario de J. |
11) si (\UJ « ' v= \ , en cuyo caso por (2) existe
X.g g 'V
un jOeJ tal _q_ue q_%,m|(jo’jl,32,ooo,jm% ) = \/, haremos

fe, i3 dn ) = o
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Observacidén: 1) Si =g N0 contiene ocurrencias libres

de xg se define fg ﬂqparbitrariamente.
§

2) £, se define con el mismo procedimiento anterior.
Por induccidn transfinita, se puede afirmar que para
todos los funtores fg (0= =g <:'go), las funcienes corres—

pondientes fggyn!estén bien definidas,
Veamos que todas las férmulas de H son verdaderas en la
interpretacidn W';
en efecto,si
J =
(xg qg)m"v \/

Es

= jov

fg,m(;’l’j2"'°’jm§)
donde jo es tal qus
0‘_§,'VH| (Jovjlv“"?jmé) = \/

Pero esta Ultima expresidén no es sino X! '
g, M,y v

donde ' es una substitucidn generalizada de Xg POT

fé (x§17x§2’.°°’x§mg ),
luego
U : - -
( ngg)Wl,'v—’q’m',v Vo V=V
1o que nos dice gque el caso V-»A\no puede presentarse

en las férmulas de H.

Observacidn: En el caso que Xg no presenta ocurrencias

libres en <Xg es evidente que (%ocg)-; ! = (%éug)ﬁq

E L3

es vdlida en cualquier realizacidn.
la asi definida extensién ', es un modelo para el
conjunto H y también para el conjunto A de férmulas, en

cvanto es una extensidén de un modelo VVIpara A. Luego WW'
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es un modelo para la teoria G =<&",C ,AVHD .
Si f es una férmula de £ irrefutable en Z,P es
también irrefutable en &' pues
P, vr = ﬁwzgv =V,
para algin v' (precisamente una extensién de la valuacidn
v que hace vdlida f en M),

Lo que termina la demostracidén del lema.

TEOREMA 7: (G8del - Malcev) Si la teoria 6 = (£,C_,A)

es consistente, tiene un modelo semdntico M en un

conjunto J de potencia menor o igual al mdx { Ho,i] .

Ademds dada una férmule irrefutable f , el modelo Vno

¥

en las condiciones anteriores, puede ser elegido de tal

manera que > sea satisfactible en 1.
1

DEMOSTRACION: Es suficiente probar el teorema bajo la
hipdtesis que la potencia del conjunto F de las férmulas
de £ sea igual al mdx {ﬁ{o,A} . En efecto, la teoria
220 =<<£O,Cn,A> , donde £ es un lenguaje conteniendo to-
dos los signos que aparecen en A y, un conjunto infinito
de variables individuales de potencia menor ¢ igual que el
méx {t#o,ij y los signos auxiliares y conectivos ldégicos
de £, verifica evidentemente la condicidn que la potencia
del conjunto F_ de férmulas de £ es igual al mdx { Nq,i} .
Como £ es una extensidén de £o’ por el teorema 3, de la vali-
dez de la conclusidn para 80 se sigue la validez de 1la

conclusidén del teorema para G,
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Podemos, pues, suponer que si  #iy = max{ %ﬁo,i} es
F= H,.

Vamos a considerar un nuevo lenguaje &° extensidn de
£, obtenido por adjuncidén de una familia de potencia §§9
de nuevos funtores.

£' se compone entonces de un alfabeto con los signos
de £ mids ﬁ,) nuevos funtores.

Si F' es el conjunto de las fdérmulas de &'

Fr= H, + &, = .

Supondremos que entre los nuevos funtores agregados
hay funtores de cualquier numero de argumentos,

Consideremos todas las férmulas de £' de la forma
(/)3 hay ¥, de estas férmulas.

Sea Wy el primer ordinal de potencia ?*\), y consi-
deremos bien ordenado ¢l conjunto de dichas fdérmulas en
una sucesiodns

(K}.{/§<><§); 1= B < Wy

Construiremos por el siguiente proceso recursivo una

sucesidén de funtores fg de £' y una sucesion de formule

1]

g o

1) Sean xlyl’ xl’z,.aegxlgm las variables libres de
C*l, excepto la variable x4 que puede 0 no aparecer COmo va-

riable libre en C<1.

Sea fl un funtor de £' y no de £ de my

no aparezca en la férmula C‘l’

argumentos que

Designémos por o{! una substitucidn generalizada del

1
termino fl(xlgl9 x1,2’°’°’Xl,ml) en lugar de la variable

Xl en C&lo
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2) Sean x2,1’ x292,...,x2,m2 las variables libres

de =*2, con excepcidén de la variable x2-que puede ¢ no
tener ocurrencias libres en C*2.
Sea f2 un funtor de £' y no de £ de m, argumentos,

distinto de fl Yy qQue no aparezca en las férmulas <, y <

¥) Sean xg’l, Xg ,2,...,x-§,mé las variables iibresz
de =g 4 @ excepcidén de la variable Xg Que puede 0 no tener .
ocurrencias libres en 0(5 .

Sean fg un funtor de £' y no de £ de Mg argumentos, dis-
tinto de todo funtor fh con < g5 ya considerado antes y
distinto de todos los funtores que aparecen en las férmulas
=Xn con m= &,

Tenemos asi

1) Una sucesién transfinita de férmulas

H={(/ X ) o=y |1 = <y

2) Una sucesidn transfinita de funtores (fg )y ls=E< W,
bien definidos.

Consideremos la nueva teoria &' = <£',Cn,AL1H> .

Por el lLema de Hasenjliger de la consistencia de la teoria
G = <£,Cn,A> se sigue la consistencia de la teoria &
pues las sucesiones 1) y 2) estdn en las condiciones de la
hipdétesis del citado Lema,

Sea L' el dlgebra de Lindenbaum de la teoria 3! y s
el espacio de Stone del dlgebra de Boole L'. Sea ho ei iso-
morfismo de Stone de L' sobre el cuerpo de todos los conjun-
tos abiertos-cerrados de S°,

Veamos que, en este caso, ho conserva las siguientes unio-

nes infinitas:
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£, i_[(Uo( ).

Sabemos que para que ho conserve uniones infinitas

teT‘

es necesario y suficiente que éstas no sean esencialmen-

te infinitas.

_~— !
S L = .o (=14 =
Sea o fe (xé,l , xg,z,. ’xé,m ) ¥ Xg

= C*g, T una substitucidn generalizada de la variable

’Jo
Xg por el término to' Puesto que

(( kJ g )X g T, ) € H,

ugéagyﬁqgﬂo%=V,
de donde
|(KXJ§ g )| = lo‘g,toi -V
Tsto es
i) (<géqg>yé:q§”tJ
y como
ii) | = ’*téT g,t’

resulta de i) y ii):
’ S

g,T ! T TerT ‘cxg,t ‘

0
Aplicando las férmulas de De Morgan se prueba que las
intersecciones correspondientes a los cuantificadores no
son esencialmente infinitas,
Si F es una férmula irrefutable en G ella es tamfién
irrefutable en Z’, luego
g 1# N

esto es:

n(l 1) # g
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Tomando x e ho(‘F ), definiremos un homomorfismo h
de L' en un dlgebra de Boole de 2 elementos /\, V , €n
la forma siguiente:

Vsix eh([=])
n(= ) = > °
A si X ¢ ho(kx{)

h conserva todas las uniones e intersecciones infinitas
como es evidente.

Sea ahora /' la realizacidén candénica de £' determina-
da por AUH y h,

M+ es un modelo semdntico para la teoria g' y f es
por la definicidn de h, satisfactible en ne.

Tomando v como la valuacién candnica
Py =nl =V

si 11l es un modelo obtenido restringiendo //]' al len-

guaje £, entonces

f m,v = Fﬂ?',v =V,
por consiguiente, en este modelo 7” de Z} F es satisfac-—
tible,
Observamos finalmente que tanto M+ como 77l son modelos
en la clase T de términos de £' y por tanto |



