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le= LEME DE 1A DECISION

Le développement actuel des procédés de calecul méca-
nique et de la " cybernétique " amdne un grand nombre
de personnes & se demander si on ne peut pas prévoir une
époque ol les machines remplaceront entidrement 1thomme

pour tout travail intellectuel.

(1) Dans cet article, j'ai utilisé librement le contenmu
de divers exposés faits par les membres du Séminaire
de Logique de 1'Institut Henri Poincaré, et en par-
ticulier une conférence de D. Lacombe. Une premidre
version de cet article a &té publide (miméographide)
dans le Bulletin de l'Association Amicale de la
Statistique, n? 28 (oct.-déc. 1955) pp. 21-63 et
n® 29 (janv.-juin 1956), pp. %3=63.
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Je n'ail pas l'intention de traiter ici ce probléme gé-
néral - il semble, d'ailleurs, que nos connaissances ne
soient pas assez avancées pour qu'on puisse le traiter
de fagon réellement scientifique. Mon intention est de
me limiter 4 un probléme plus restreint, que l'on peut

énoncer en termes assez vagues, de la fagon suivante:

Existe-t-il un procédé mécanigque pour résoudre tous les
problémes mathématiques ?

Ce probléme 1a n'est pas né de la cybernétique; #1
avait été posé il y a plus de 40 ans par les créateurs de
la logique mathématique, et en particulier par Hilbert,
sous la forme suivante:s Etant donné une proposition ma=-
thématique queléonque, existe-t-11 un procédé mécanique
pour décider si une proposition est vraie ou fausse ?

Cl'est ce qu'on appelle "le probléme de la décision" (2)

On peut concevoir de la fagon suivante les rapports
du probléme de la décision avec la problime général né de
la cybernétique. S'il existait un “"procédé mécanique™ pour
décider de la vérité dtune proposition mathématique quel-
conque, alors on pourrait éonstruire une "machine" qui

applique ce procédéd; le rdle du mathématicien consiste-

(2) En allemand “Entscheidungsproblem® - terme que l'on
retrouve souvent dans la littérature logique.
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rait oniquement & énoncer des hypothéses et & demander a
la machine si lthypothése est vraie ou non. Mais si, au

contraire, un tel "procédé mécaniéue“ ntexiste pas, alors
la question reste ouverte de savoir s'il n'est pas pos~-

sible de construire une "machine" qui, sans 8tre capable
de décider de la vérité de n'importe gquelle proposition
mathématique, soit du moins capable de remplacer le cer-

veau d'un mathématicien. Je reviendrai sur ce point.

Si maintenant nous regardons 1l!'état des mathématiques
les plus classiques, 1l est immédiat que, d'une part il
existe des catégories de propositions qui peuvent &tre
ndécidées" mécaniquement, d'autre part nous ne connais-
sons pas de proéédé mécanique pour "décider" une propo-

sition mathématique quelconque.

Un exemple trivial d*une catégorie de propositioms
pour lesquelles il existe une méthode de décision est le
suivant: les égalités entre des expressions constituédes
par les représentatioﬁs habituelles des nombres entiers
(numérotation décimale), le signe " +* de l'addition, le
signe "x¥ de la multiplication et les parenthéses. La
méthode de décision est enseignée & 1'école primaire. Si
jtécris une égalité quelconque de ce genre, par exemple

13 x11 = (& x 25) +2
pour "décider" cette proposition, il suffit d*“effectuer®
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les opérations dans les deux membres et de comparer les
résultats; dans l'exemple donné on trouve
143 = 102

et la proposition est fausse.

Dtautre part, il est clair que nous ne connaissons
pas de méthode générale de décision pour des propositions
mathématiques quelconques puisque‘des problémes mathéma-
tiques posés depuis plusieurs siécles ne sont toujours
pas résolus. Soit par exemple la proposition suivante:
Il n'existe pas de quadruplet de quatre nombres entiers:
Xy ¥y Z, n, satisfaisant simultanément aux conditions
suivantes: ‘ .
Pyl = 2R
x21, y>21, z3>1, =nd)>2 ®

Cette proposition a été énoncée par Fermat au 173me
siécle et, malgré les recherches de plusieurs générations
de mathématiciens, on n'a pu ni la démontrer, ni démon-
trer sa négation. Or, .si nous possédions une méthode gé-
nérale de décision, il suffirait de l'appliquer 3 la pro-
position mise ci-dessus entre guillemets pour résoudre ce

probléme classique.

Maintenant, on peut se demander si nous ne nous trou=-

vons pas dans la situation suivante: Il existerait une
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méthode générale de décision, mais cette méthode serait
tellement compliquée qutelle serait pratiquement inappli-
cable, les calculs étant trop longs.- et alors om pourrait
espérer construire une machine qui marche assez vite pour
appliquer la méthode de décision de fagon pratiquement
utilisable.

En fait, une telle méthode générale de décision n'exis-
te pas, ainsi que cela a été démontré il y a une viﬁétaine
dtannées par les travaux des logiciensy, en particulfer de
Gdédel et Church. D'une fagon plus précise, les logiciens
ont étudié des classes plus ou moins étendues de propo-
sitions mathématiques; pour certaines de ces classes om a
démontré qu'il n'existe pas de procédés de décision, pour
d'autres on a démontré qu'il existe un procédé de décisionm,
bien que ce procédé soit quelquefois trop complexe pour

8tre applicable pratiquement par des procédés “manuels®.

Ce qui suit a pour but d’exposer quelques unes des
méthodes mathématiques utilisées par les logiciens pour

obtenir ces résultats.

Il faut bien souligner qu'il stagit 13 de travaux
purement mathématiques d'une nouvelle branche des mathé-
matiques sans doute, mais d'une branche des mathématiques

qui n'est pas essentiellement différente des branches



plus anciennes. I1 ne faut pas se laisser tromper par le
fait que, en France, "la logique" est considérée tradi-
tionnellement comme une partie de la "philosophie®: la -
logique mathématique n'a rien de plus philosophique que
ltalgebre par exemple, ou la topologie, et ses conclu~

sions sont acceptables § et acceptées) par des personnes
ayant les positions les plus diverses dans ies domaines

vraiment philosophiques.

Maintenant, reprenons l'énoncé du probléme de la.dé-
cision donné plus haut: "Etant donné une proposition
mathématique quelconque, existe-t-il un procédé méca-
nique pour décider si cette proposition est vraie ou
fausse?", Dans’éet énoncé on trouve les expressions de
"proposition maihématique" (et de "proposition vraie®
ou "fausse") et de "procédé mécanique'. Or ces termes
n'ont pas été définis. Si nous voulons traiter ce
probléme par des procédés mathématiques, il faut d'abord
donner une définition mathématique des termes utilisés.
Plus exactement, il faut transformer le probléme en y
remplagant les concepts concrets et vagues par des con-
cepts abstraits mathématiques qui leur soient "adé-
quats"., Ctest au fond ce qu'on fait en géométrie par
exemple quand on remplace le concept concret et vague
de “droite physique" (bord d'une rdgle, fil tendu,...)

par le concept abstrait de “droite euclidienne®™ ou par



celul de "géodésique'.

Ainsi, au concept vague de "proposition mathématique®
ou plutdt de "proposition appartenant & une certaine
classe de propositions mathématiques', nous substituerons
le concept (défini plus loin) de "formule d'un systime
formel®"; et au lieu de dire que "une certaine proposition
est vraie", nous dirons "une certaine formule d*un sys-

téme formel est une thdse de ce systéme formel® (3).

De méme, au concept vague de "procédé mécanique",
nous substituerons le concept abstrait de "procédé ré-
cursif®, qui sera défini plus loin. Et pour arriver 2
cette définition, nous utiliserons le concept abstrait
de "fonction récursive" - notion obtenue en somme comme
“sous-produit” des recherches logiques, mais qui a des
applications multipies hors du champ de la logique, car
elle correspond & la notion vague et concréte de "fonc-

tion dfentiers effectivement calculabletl

Alors le probléme de la décision prendra la forme

suivante: "Pour tel systéme formel, existe-t-il un pro=-

(3) I1 existe aussi un concept abstrait de "vérité formel-
le", dfi & Tarski, et qui sera laissé de cdté dans ce

qui suit. Voir Tarskis Logic, Semantics, Metamathemat-
ies (papers from 1923 to 19335, Oxford, 1956.



cédé récursif qui permette de décider si une formule
quelconque du systéme est ou n'est pas une thdse de ce
systéme®. Ce sera 1l& un probléme mathématique précis

pouvant &tre traité par des méthodes mathématiques.

Bien entendu, comme chaque fois qu'on veut appliquer
un résultat mathématique & un probléme concret, il res-
tera a savoir si les notions mathématiques utilisées
sont "adéquates™ aux notions concrétes qu'elles son€
censées représenter. Un probléme d'adéquation n'est ‘pas
un probléme mathématique, et ne peut &tre résolu que par
un appel plus ou moins direct & l'expérience. Ainsi, en
géométrie, chacun sait que les notions de la géométrie
euclidienne sont adéquates en p:emiére approximation
pour la descripiion de certaines propriétés de l'univers
réel, comme cela résulte de 1'expérience quotidienne;
mais on sait aussi que, en deuxidme approximation, cette
adéquation cesse, ainsi que cela résulte de la.théorie
de la relativité (donc, en définitive, des expériences
physiques qui confirmént la théorie de la relativité).
Il en est de méme en logique. Par exehple, nous admet-
trons que les "fonctions récursives" sont identiques aux
“fonctions effectivement calculables®, car cela semble
résulter (plus ou moins directement) de l'expérience;
mais ce n'est pas un théoréme mathématique. De toutes

fagons, il est important de bien séparer ces problimes
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dtadéquation (non mathématiques) des questions mathéma-

tiques qui ne concernent que les notions abstraites.

Si nous considérons le développement historique des
mathématiques classiques, nous voyons qu'un des aspects
de ce développement est la recherche de la "rigueur"}
Qu'est-ce que cela veut dire exactement? Cela signifie
que, au lieu de considérer les étres mathématiques comme
des étres concrets dont on examine empiriquement les
propriétés, on les considére comme des &tres abstraits
ayant par hypothése certaines propriétés d'od on déduit
d'autres propriétés. C'était déja, semble-t-il, le point
de vue d'Euclide: en géométrie élémentaire on démontre
certaines propositions qui seraient "évidentes" si l'on
considérait ces &tres géométriques comme des éfres con=-
crets. En fait, Euclide utilisait des propositions qu'il
n'énongait pas explicitement. Mais, sous la forme que
lui a donnée Hilbert, la géométrie euclidienne est deve-
nue tout & fait rigoureuse: on admet au départ certaines
propositions, dite "axiomes" d'od on déduit d'autres
propositions. Les "objets" étudiés par la géométrie eucli-
dienne sont, par définition, ceux qui satisfont aux

axiomes que de tels objets existent dans la nature ou non.
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C'est 1la la méthode "axiomatique"maintenant familiére &

tous les mathématiciens.

Mais qu'est-ce que " déduire " une proposition d'une
éutre (ou de plusieurs autres)? L'analyse du processus
de déduction, tel que les mathématiciens le réalisent
effectivement, a été l'une des téches entreprises pap

les logiciens de la seconde moitié du 1l9&me sidcle.

L'un des résultats de ce travail a &té d'isoler un
certain nombre de notions, utilisées dans les raisonne-
ments mathématiques et traditionnellement considérées
comme "logiques", et de les étudier mathématiquement.
Par exemple, on trouve souvent dans les ouvrages de
mathématique des propositions complexes des formes :iv-
antes (p et q étant des propositions plus simples):

p est une condition suffisante de q
ou : q est une condition nécessaire de p

ou

si p, alors q

ou p implique g

[ 24

(ces quatre propositions sont équivalentes).

Or, bien des parties de raisonnements mathématiques
peuvent &tre considérées comme les applications parti-

culiéres de la proposition suivante:
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"Pour toutes propositions p et q on a :

(p implique q) implique (non - q implique non - p)".

Des propositions de ce genre peuvent &tre systémati-
sées et le résultat de la systématisation est une partie
de la logique (or si l'on préfére, une partie des mathé-

matiques) connue sous le nom de "calcul des propositions®,

Il faut distinguer des propositions - logiques si l'on
veut - telle que celle qui est citée ci-dessus entre
guillemets, des régles de déduction. Une régle n'est pas
une proposition, mais une méthode pour passer d'une ou
plusieurs propositions déjd affirmées & l'affirmation d'une
nouvelle proposition. Un exemple est la régle suivante
(dite"régle de détachement" ou encore "modus ponens"):

- De "p" et “p implique q" , déduire ®g".

Le travail des logiciens du 198me sidcle a consisté,
non seulement a isoler et 2 étudier les noiions nlogiques"Y
utilisées par les mathématiciens, mais encore 3 décompo-
ser les raisonnements mathématiques de fagon & les rame-
ner a des suites d'applications de quelques régles pré-

cises, telle que la régle de détachement.

Ainsi, d'une part, ils ont développé de fagon abstraite

ces parties des mathématiques que l'on peut appeler
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"logique" car elles sont communes & des branches trés
diverses des mathématiques - nous en retrouverons cer-

| tafnes plus loin sous le nom de "calcul des propositions®
ot de "calcul des prédicats*, et il faut y ajouter la
"théorie des ensembles®. D'autre part, ils sont allés

au deld de la méthode axiomatique plus classique, en-eeci
qu'ils ne se. sont pas contentés de reconstruire certaines
branches des mathématiques & partir de propositions pri-
mitives ("axiomes") en utilisant des méthodes de déduc-
tion "logiques" supposées données par ailleurs mais ils
ont développé de la méme fagon les théories généralement
considérées comme "mathématiques" et celles considérées
comme "logiques", les unes et les autres étant consti-
tuées de propositions obtenues partir de “propositions
primitives" par l'application de ragles de déduction
explicitement formulées. - De plus, certains concepts
"mathématiques” fondamentaux peuvent &tre définis &
l'aide de notions "logiques"; par exemple, on peut défi-.
nir le concept de nombre entier & partir de la théorie
des ensembles. On arrive ainsi & la fusion compléte

entre "les mathématiques® et "la logique®, qui est carac~
téristique de 1'école dite “logistique'.

Le programme de 1l'école "logistique™ (Peano, Frege,
Russel, Whitehead, etc.) peut finalement se résumer

ainsi: reconstruire les mathématiques de fagon que tous
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les théorémes soient obtenus, & partir de certaines pro-
positions dites “primitives? ("axiomes” ou "postulats®
et‘“définitions") par l'application de certaines régles
de déduction.

La possibilité & priori de réaliser un tel programme
semble résulter du fait que les mathématiciens travaillent
déja a'une fagon analogue. Il se peut qu'il faille du gé-
nie (ou beaucoup de chance) pour découvrir une démonstra-
tion d'un théoréme; mais, une fois qu'une telle démons-
tration est découverte et publiée en détail, n'importe
quel étudiant peut la vérifier. La réalisation du program-
me logistique exige simplement qu'on puisse remplacer
1tétudiant par une machine.

En fait, la possibilité de réaliser ce programme ne
peut &tre réellement &tablie que par sa réalisation
effective. Et encore, il restera toujours de la place
pour la discussion et le désaccord, car on n'a pas 4éfini
avec précision ce que signifie l'expression “tous les
théorémes mathématiques® - et chaque mathématicien a sa
conception particulidre de ce qui "appartient® ou ®n'ap-

partient pas aux mathématiques®e..

Ce que 1l'on peut dire avec certitude, c'est qu'il est
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possible de reconstruire suivant les principes de 1l'éco-
le ,logistique, la plus grande partie de ce que l'on en=-
tend généralement sous le nom de "mathématiques®™. En ef-
fet, cela a été fait par Whitehead et Russel dans leur
livre ®Principia Mathematica®" et par leur successeurs
(en particulier Quine) qui ont éliminé certaines obscu-
rités, qui se trouvaient dans le systéme de Whitehead

et Russel.

Un autre exemple plus moderne, de reconstruction lo=-
gistique de la p}us grande partie des mathématiques est
constitué par les "Eléments de mathématiques® de Bourba-
ki (%).

Bien entendu, ni les trois volumes des "Principia®,
ni la vingtaine de fascicules parﬁs des "Eléments" de
Bourbakl ne contiennenf effectivement la plupart des
théordmes démontrés jusqu'ici; mais déns un cas comme
dans l'autre, il est assez clair que lfon pourrait pro-

longer ces ouvrages par d'autres volumes (ou fascicules)

R

(%) Les mathématiciens qui signent ®N. Bourbaki" s'abs-
tiennent, volontairement semble-t-il, de se réclamer
de 1'école logistique. Mais en fait ie programme
qu'ils essaient de réaliser est trés voisin de celui
de Whitehead et Russel.
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de fagon 3 intégrer dans le systdme la plupart des théo-
réges connus. C'est une question de travail - un travail
quton nta dtailleurs gudre de raison de faire, & partir

du moment ol on s'apergoit qu'il est faisable.

Maintenant, une fois que les mathématiques sont re-
construites suivant un procédé logistique, nous pouvons
les considérer d'un point de vue purement “formel®.
Oublions que les propositions énoncées ont un sens, et
regardons ce qui est sur le papier. Nous voyons des
lignes de signes typographiques, qu'on appelle des théo-
remes, les propdéitions primitives constituent une liste
donnée de telles lignes, et les rdgles de déduction sont
des préceptes qui permettent d'ajouter mécaniqugment de
nouvelles lignes & la liste. Tous les théordmes pour-
raient 8tre démontrés par quelqutun qui ignorerait com-
plétement leur signifiéation (9).

(5) Ceci est plus apparent dans les "Principia" ou dans
les travaux de Quine, que dans les "Eléments® de
Bourbaki, car les auteurs de ce dernier ouvrage ont
renoncé - pour des raisons qui restent inconnues au
lecteur - aux avantages du symbolisme précis élabo-
ré par les logiciens depuis une cinquantaine d'an-
nées. On gourrait aussi enseigner ltalgébre élémen-
taire en écrivant “le produit par trois du carré de
ltinconnu®, au lieu de "3x2n,
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Si on accepte d'assimiler “"les mathématiques® & un
systéme logistique déterminé, alors les "propositions
mathématiques" sont remplacées par certaines séquences
de signes typographiques, le probléme de savoir si une
“pfoposition mathématique® peut &tre démontrée est rem-
placé par le probldme de savoir si ume séquence détermi-
née de signes typographiques peut 8tre obtenue par une
suceession d'applications de certaines transformations
en partant de cgrtaines séquences donndes de signes ﬁy-

>

pographiques.

Des &tudes de ce genre sont souvent appelées “méta~
mathématiques® car elles peuvent &tre considérées comme
ayant "les mathématiques® comme objet. Ce terme tradi-
tionnel est assez malheureux car il semble indiquer que
ce domaine est aux mathématiques ce que la métaphysique
est & la physique. Or il n'en est rien, la "métamathé-
matique® pouvant toute entiére &tre considérée comme
une partis des mathématiques, & savoir, comme un pro-
longement de "l'analyse comblnatoire® bien connue des

taupinse.

En effet, dans ce qui précdde j'ai parlé de ¥séquen=-
ces de signes typographiques'. Mais rien n'oblige 2
considérer les véritables "signes typographiques*® qui
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sont des objets concrets; les raisonnements seraient
exactement les mémes si on considérait, par exemple,
des trous dans une carte & la place de taches sur le
papier. Les seules propriétés des "signes typographi-
ques" qui importent ici sont qu'ils sont pris dans un
certain “alphabet" donné d'avance et qu'on en considére
les “séquences®, autrement dit des "arrangements aveé
répétition®. On peut donc considérer qu'on a un certain
ensemble de base, 4, constitué d'objets abstraits {ou
non spécifiés) et que l'on étudie les arrangements avec

répétitions & éléments dans A.

Nous arrivons ainsi a la conception d'un"systéme for-
mel" ou "systéme logitique" abstrait, telle qulelle &
été élavorée par Hilbert et ses disciples.

Du point de vue le élus général, un systéme formel

est une structure mathématique constitude par:

12 - Un ensemble de base, A

28 - Un sous-ensemble, F, de l'ensemble des
séquences finies (arrangements avec ré-
pétition) & éléments dans A

32 - Un sous-ensemble, T, de F.
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Ceci est purement abstrait, mais comme les systémes
formels sont destinés & &tre adéquats 3 1!'étude des
mathématiques, on donne aux ensembles &, F et T des noms

qui rappellent leur origine concréte.

- 4 est dit "l'alphabet" du systéme formel ou “l'ensem-
ble des symboles"; mais ces "symboles" ne sont .pas
plus des signes typographiques que les "points dtun
espace topologique ne sont des marques sur le papier

ou des grains de poussidre.

- F est dit "lfensemble des formules" (6) du systéme
formel; dans une interprétation concréte, les for-
mules correspondront aux propositions; dans les sys-
témes formels dont 1'interprétation est la plus
immédiate, les formules correspondront aux séquen-

ces de signes qui ®ont un sens®.

= T est dit "l'ensemble des thdses" du systime formelj;
dans une interprétation concréte, les thdses corres-

pondront aux théorémes mathématiques.

(6) Certains auteurs appellent “formules" toutes les sé-
guences finies & 8léments dans 4, et appellent les
léments de F les "formules bien formdes'.
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Maintenant, si l'on veut qu'un systdme formel soit une
abgtraction adéquate 2 unethéorie mathématique®, il fau-
dra ajouter des conditions supplémentaires. En effet:

Dans une théorie mathématique, on sait toujours re-
connaitre si une suite de signes typographiques a un

séns ou non. Ajdutons donc¢ la condition suivante:

- €Cl. Il existe un procédé mécanique (ou %effectif") pour
reconnaitre si une séquence finie 2 éléments dans

A est ou non un élément de F.

Dlautre part, les théordmes mathématiques sont obte-
nus & partir des axiomes en appliquant les réglgs de dé-
duction; on sait toujours reconnaitre si une proposition
est ou non un axiome, et on sait toujours reconnaitre si
une étape d'une démonstfation est ou non l'application

d'une régle.
Ajoutons donc la condition suivante:

C2. Il existe un sous-ensemble (fini ou infini) de T,
solt T, (ensemble des thdses primitives), et un
nombre fini de transformations, Dl,Dz,...,D (les

“rdgles de dérivation”) tels que:
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-I1l existe un procédéd effectif pour reconnaftre si
une séquence finie & é1éments dans A est ou non un

élément de Tps

" =chacune des Dy (14 i £ n) est Meffective®, clest-
d-dire qu'il existe un procédé mécanique pour re-
connaitre si une formule donnée est ou non obtenue
4 partir d'autres formules données par une seuls

application de la régle Dj (pour i = 1,2,...4n).

-I est identique & l'ensemble des formules obtenues
& partir des T, en appliquant les transformations
D1jeceyDy un nombre fini (quelconque) de fois dans

un ordre quelconque.

Un systéme formel satisfaisant & Cl et 3 G2 sera dit
up “systéme formel effectift La définition d'un systéme
formel effectif a un défaut évidents nous avons parié de
Uprocédés effectifs" sans en donner la définition: En
fait, 11 stagit d'une notion vague qu'il faudra rempla-
c¢er par une notion précise abstraite. C'est ce qui sera
fait plus loin, quand on aura wvu la définition des "“fonce
tions récursives® et des "procédés récursifs"; en rempla-
gant dans Cl et C2 le mot "effectif® par le mot “récursif®
on aura une notion précise, celle de “systémes formels

récursifs®,
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Pour le moment, admettons que nous sachions ce que
ctest qu'un "procddé effectif”. Alors il est clair qu?
une reconstruction logistique des mathématiques conduit
4 une série de lignes de signes typographiques qui peut
8tfe considérée abstraitement comme un systéme formel
effectif. Le problédme de la décision prend alors la for=-
me suivante: Pour ce systome formel particulier, existe-
t-il un procédé effectif permettant de reconnaitre si

une formule donnée quelconque est ou non une thése?

Par ailleurs, ce probléme peut &tre posé pour chaque
systéme formel effectif. Si la réponse est positive, on
dira que le systéme formel en question est "décidable®
- Bien entendu, -tous ces problémes seraient résolus d'un
seul coup si l'on pouvait démontrer que tous les systémes
formels effectifs sont décidables; mais on verra qu'il

nlen est rien (7).

(7) Dtune fagon abrégée, on peut dire que Cl signifie que
"la notion de formule est décidable®, et que C2 signi-
fie gue "la notion de dérivation est décidable": le
systéme formel est dit décidable si "la notion de thdse
est décidable". Les formules et les ddrivations peuvent
8tre décidables sans que les thdses le soient; en effet,
par hypothdse on sait décider si une certaine formule,
mettons 4 dérive ou non de certaines théses primitives,
mettons Bj, BE et B3, par une suite donnée d'applica-
tions des régles de éérivation; mais cela ne nous donne
pas le moyen de savoir en général, si pour une formule
quelconque X, il existe une suite d'agplications des
régles de dérivations permettant de dériver X de cere
taines théses primitives (voir plus loin § 8).
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Dtautre part, il est clair que la notion de "systéme
formel effectif" est plus générale que celle de systéme
logistique concret. En fait, il est facile de définir
des systémes formels qui n'aient aucune interprétation
intuitive. Mais on peut aussi - et c'est cela qui est
intéressant - définir des systémes formels qui puissent
stinterpréter comme la description abstraite d'yne par-
tie des mathématiques; clest ce qu'on appelle "formali-
ser une théorie mathématique®. )

Par exemple,lon pourrait sans difficulté définir un
systéme formel adéquat pour l'arithmétique rudimentaire
considérée au § 1.

Il sera sans doute plus intéressant de donner la dé-
finition explicite d'un systéeme formel plus "naturel,
non pas construit pour les besoins de 1l'illustration, -

mais réellement étudié par les logiciens. Voici done:

3e= Y, FORMEL DU CALCUL DES PROPOSIT

Ce systeéme a pour but de formaliser la partie des
mathématiques (ou de la logique si l'on préfire) dans

laquelle on considére les propositions sans les analy-



23

ser. Jt'en donnerai la définition abstraite et ensuite
1ltinterprétation intuitive.

Ltalphabet A, est un ensemble infini dénombrable. Cer-
tains éléments de cet ensemble portent des noms spéciaux
et seront représentés ci-dessous par des signes spéciaux.
Plus précisément l*alphabet consiste en les éléments
suivants:
[ ] (dits "parenthéses formellesw)
- (dit ®"négation formelle®)
— (dit “implication formellet)
@1380ye0e8p 000 (Une suite infinie dénombrable
| d'éléments dits "atomes®)

Bien entendu, les signes typographiques éecrits ci-dgs~
sus ne sont pas les "symboles" (ou éléments de "1'alpha-
bet") eux-mémes, mais seulement des noms de ces symboles.
Ainsi la lettre "a® affectée de 1l'indice "17%, soit "ayot
eést un signe typographique complexe qui représente un 61é-
ment abstrait unique, qui n'est pas sur le papier car il
est abstrait. Exactement de la méme fagon, en arithmétique
élémentaire, "127*% est un signe typographique complexe qui
représente un nombre unique, lequel n'est pas sur le pa=-

pler.



L'engemble des formules, F, est un sous-ensemble de
1'ensemble des séquences finies & éléments dans 4, dé-

f£ini de la fagon suivante:

Fus

I1 faut remarquer que, dans les énoncés qui précédent,
les lettres #X" et ®"Y" non seulement ne sont pas des sym-
boles du systdme formel; mais encore représentent des sé-

quences de symboles et non des symboles individuels; ain-

Tout atome est une formule.

8i X est une formule, -X est aussi
une formule.

Si X et Y sont des formules [x—'Y] est
aussi une formule. ‘
Toute formule est obtenue & partir de;
atomes par applications répétées de

Fp et de Fj.

2Y

si par exemple "X* pourra représenter [ai;—>as] , ou bien

- a3. D'autre part, quand on dit, par exemple, "la sé-

quence [-x-’x] #, ¢'est un abus de langage pour: la sé-

quence obtenue en mettant bout & bout les séquences
u[-n,x,u._)n’xetu)ag

si ¥ X ® représente [aj—a, ]

alors .[-X-)X} est - { ayma,]-[s;—a, ) ]
(Remarquer que ® [-x-—-»x] " gtexprime avec 6 signes typo-
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graphiques, mais que si X est (_al—eaz] ’ [-X-)X] est

une séquence de 1% symboles).

I1 n'est pas absolument immédiat que la définition
de F donne un procédé effectif pour reconnalitre si une |
séquence est ou non une formule, mais c'est assez facile
a4 voir. En effet nget F3 sont des "régles de construc-
tion" qui conduisent toujours & des formules plus longues
que celles dont on est parti, dtol la méthode de décision

suivante:

- si une séquence ne contient pas d'atomes, elle nfest
pas une formule (4'aprds F; et F.); par exemple -[[-}]

ntest pas une formule.

- Si une séquence contient des atomes, appliquer les
rdgles de construction Fp et F3 2 partir de ces atomes,
de toutes les fagons possibles, jusqu'a ce que, ou bien
on obtienne la séquence en question (qui est alors une
formule), ou bien on obtienne des formules plus longues
que la séquence en question. Ainsi, considérons la sé-

. quence -{a; ; elle contient trois symboles, dont le
seul atome a) . Les régles Fp et F; donnent les formules:

-aq qui a 2 symboles
- =37 qui a 3 symboles
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(a3—aj) qui a 5 symboles

les applicatiéns successives des régles de construction
donneraient nécessairement des formules plus longues que
la séquence - [a;, qui n'est pas une formule - De la
méme fagon on démontrerait que

[a1—[a,—a,]] est une formule

L'ensemble des théses T, est défini comme l'ensemble des
formules obtenues 3 partir des thdses primitives par
ltapplication rébétée d'une seule régle‘de dérivation

(énoncée plus bas).

Les théses primitives sont définies de la fagon

suivante:

Si X, Y et Z sont des formules quelcongues, alorss
4y: [[X-][¥-2]] - [[x-¥) = [x>2]]]) est une thdse
primitive. |
4doe [X-*[Y—’XH est une thése primitive.
A3z [[-X—-¥] = [Y—>X]] est une thdse primitive.
- et 11 n'y a pas d'autres thdses primitives.

En fait les thése primitives sont définies comme des

séquences particulidres; mais on vérifie facilement que
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ce sont des formules (ctest nécessaire pour que lfon

ai& réellement défini un systéme formel).

Il y a une infinité de théses primitives dans ce
systéme formel: les énoncés A1, A, et A3 consistent
chacun & dire que toutes les formules qui ont une cer-
taine forme sont des théses primitives (8). Mais on -
vérifie facilement que le fait pour une formule dt&tre
une thése primitive est décidable.

La régle de dérivatign,unique (dite ®reégle de dé-

tachement®) sténonce ainsi:

Dys 81 X et [Xr*Y] sont des théses, alors Y est

aussi une thése.
Il est facile de voir que de cette fagon les théses
sont des formules. Il est facile de voir que la ragle

Dy est effective.

Donnons un exemple de dérivation formelle dans ce

(8) Un énoncé de ce genre est souvent appelé "schéma
dtaxiomes" lorsquton appelle “axiomes" les théses
primitives. ,
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systéme:

(1) a; est une formule (d'apréds Fy)

(2) [a;-2a;] est une formule (d'aprés (1) et Fj)

(3) [ax—2[a1a;]] est une formule (a'aprds (1) (2)
et F3)

(%) [ay-2{a;—a;]] est une thése (dtaprés (1) et A5)

(5) [al—-) [[al—tal] - a;]] est une thdse (dtaprds (1),
(2) et Ap)

(6) [lay~[[a1a1]=a; 1] »[fa; > [o,8,]][a, 2,11 )
est une thése (d'aprds (1), (2), et 43

(7) [[al—o[al-oél}]-»[al—valjj est une thése (d'aprés
(5), (6) et Dq)

(8) [_al-’a]_] est une thése (dtaprés (&), (7) et Dy)

On démontrerait de méme que pour tout atome ay s
fag—a;)est une thése.
- ot méme que, X étant une formule quéelconque, [X—X]
eést une these. |

Quant & l'interprétation du s stéme, on peut consi-
dérer les atomes comme des abstractions remplagant des
propositions non analysées, — comme une abstraction
remplagant le mot "implique", - comme une abstraction

remplagant le mot "non", les parenthdses formelles comme
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des abstractions remplagant les parenthéses; les formules

sont alors des abstractions correspondant aux propositions
w

composées A l'aide des propositions non analysées, de

l%implication et de la négation.

Dans cette interprétation D3 représente le "modus po-
nens", les théses primitives représentent certaines pro-
positions prises commé axiomes, et les thdses représentent
les propositions obtenues & partir des axiomes en appli-

quant le “modus ponens*,

On peut aussi remarquer que la traduction abstraite de
la proposition signalde au 8 2; “(p implique q) implique
(non=q implique non-p)¥ serait:

A3l [[x-¥] - [-¥- -X]]

Cecl ressemble au schéma A3, mais ce n'est pas le méme
schéma. En fait & partir de 43, 42, A3 et D; on peut dé-
montrer 131 » Mais & partir de Ay, 4o, A31 et Dy on ne
peut pas démontrer A3.

Par ailleurs, avec cette interprétation, le schéma
[X-X] est la traduction abstraite de la proposition
“p implique p¥ qui est parfaitement triviale ! Il est
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clair que la logique mathématique n'a pas pour but d'obte-
nir des “résultats" de ce genre... La dérivation de [X-X]
nta été donnée que comme exemple montrant le mécanisme de
la dérivation formelle. On pourrait domner la dérivation
de formnles dont l'interprétation soit moins triviale,
mais i1 faudrait plusieurs pages - et les résultats se-
raient encore triviaux en un certain sens, par le fait
que le §z§téme formel du calcul des propositions pur est
décidable. Aussi, pour traiter les probldmes particuliers
sé rapportant aux calculs des propositions, on se sert
toujours d'une des méthodes de décision (il y en a
plusieurs) et nén de la technique de la dérivation for-
melle. Par contre la technique de la dérivation formelle
sera irremplagable pour traiter les problémes qui se

posent dans un systéme formel indécidable.

On peut encore se péser la guestion suivante:; admet-
tons que les axiomes solent "intuitivement vrais" (il
est facile de s'en convaincre), alors les théses repré-
senteront des propositions intuitivement vraies; mais
est-ce que inversement, toutes les propositions (compo-
sées & 1taide des propositions non analysées, de l'im-
plication et de la négation) intuitivement vraies sont
repfésentées par des théses du systéme formel ? Comme
on n'a pas qutici défini les termes “intuitivement vrai®
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on ne peut pas traiter cette question mathématiquement,
mais seulement constater que chaque proposition intuiti-
" vement vraie. est représentée par une thése. Par exemple,
on peut admettre que la proposition: “(non non =~ p) im-
plique pY est “intuitivement vraie®; dans tous les cas,
elle est constamment utilisée en mathématique; or on peut
dénmontrer que, quelle que soit la formule X:
t? - X-*X] est une thése du systéme formel.

Du moins c'est ainsi que procédaient les logiciens du
début du sidcle. Il y a une autre fagon de traiter ce
probléme, qui consiste 3 donner un sens précis a la notion
de "formule ayant comme interprétation une proposition
vraie®. On peut alors démontrer que le systéme formel du
calcul des propositions qui contient comme théses toutes
les formules ayant comme interprétation des propositions

vraies; on dit que ce systéme est “complet".

Mais l'exposé de ces techniques, dites "sémantiques"

(8) sort du cadre du présent article. -

(8) Ce mot a au moins trois sens trés divers gu'il faut
bien distinguer. La "sémantique® 3 laquelle il est fait
allusion ici est la "sémantique formelle®, développée
par Tarski et divers autres logiciens: c'est une partie
des mathématiques. La "sémantique générale® de Korzybski,
trés populaire aux Etats-Unis, est une doctrine philoso=
phique. La "sémantique" des lingulstes est la partie de
la linguistique qui s'occupe de la signification des
éléments des langues naturelles (mots, etc...); c'est,
au moins en intention, une science d'observation.
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4.~ LES FONCTIONS RECURSIVES

Dans ce que précéde, j'ai utilisé plusieurs fois le
concept vague de “procédé effectif®. Je vais maintenant
eéssayer d'expliquer comment on peut substituer & ce con-
cept vague un concept mathématique précis. Pour cela on
utilisera une notion mathématique fondamentale, celle de

fonctions récursives.

Les fonctions considérées ici seront des fonctions
d'entiers, c'est-a-dire des fonctions d'une ou plusieurs
variables défini;s sur l'ensemble N des nombres entiers
positifs (O compris) et prenant leurs valeurs dans N. En
d'autres termes, une fonction d'entiers est une applica-
tion quelconque de N ou de N2 ou de N3 etcs... dans N.

On sait que l'ensemble de toutes les fonctions dtentiers
a la puissance du continu. Nous allons définir un certain
sous-ensemble dénombrable de cet ensemble. Pour cela nous
considérerons des "fonetions initiales" et des "procédés

d'engendrement" définis ci-dessus.

Les fonctions initiales sont par définition les suivantes:

a - la fonction “successeur", c'est-i-dire la fonction S,

d'une variable, définie par
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S (x) = x+1 (pour tout x appartenant & N)

b - Les fonctions "zéros", qui sont en infinités dénom-

brables:
La fonction "zéro" de n variables, Z, est définie par:

Z,(X350005%Xy) = 0 (pour tout Xjj,eeeyXp appartenant a N)

¢ - Les fonctions “identités" (ou "projections") qui sont
également en infinité dénombrable. Il existe n fonc-
.tions projections de n variables pour chaque valeur
‘de n =1. La p-dme fonction projection de n variables,
PP (1 £p £n) est définie par

Pg(xl,...,xp,...,xn) = Xp (pour tout Zj,..0yX, appar-
tenant & N)

= En particulier pour n = 1 il n'existe qufune seule
fonction projection,.
P% , définie par

P%(x) = x (pour tout x appartenant & n)

(d*od le nom de "fonctions identités" donné souvent
aux fonctions projections, par généralisation d'une
dénomination évidente dans le cas particulier précé-
dent).
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Les schémas d'engendrement sont les suivantss

d - Schéma de substitution (outde composition®): on dit

que la fonction h (& n variables) est engendrée par
substitution des fonctions £, f2"“’f§ (chacune &

n variables) dans la fonction g (& p variables) si

on as
h(x1,oo-9xn) - g(fl(xl,oce,xn) ’f2(xl’°°"xn)"'°"
ooofp(x:!.,ooésxn)>

pour tout Xj,...,X, appartenant i N)

@ - Schéma de récurrence: On dit que la fonction h (2

n+l variabies) est engendrée par récurrence A par-
tir de la fonction g (& n+2 variables) et a 1ltaide
de la fonction f (& n variables) si on a
h (03%)3Xpye0e9Xpy) = £(X)3Xp50009%p)
et  h (V+1,%,%550009%) =

= g(y, h(y,xl,xgg...,xn), X geeeyXp)

(pour tout Xj,..¢X,,y appartennant i N)

Il est facile de vcir que ceci généralise la notion
ordinaire de "définition par récurrence" couramment

utilisée en arithmétique.

f - Schéma - 4 : On dit que la fonction g (& n variables)
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est engendrée 3 partir de la fonction f (3 n +1
variables) par le schéma 4 si on a

g(X3,0409%,) = le plus petit y tel que f (xl,...,x#,y)=
= 0 (pour tout Xj,e..,%x, appartenant 2 N)

Cette derniére relation s'écrit généralement, pour

abréger:

g(x]_,.'..,:ﬁa) = gt y(£(X350003%pn,y) =0)
d'ol le nom de "schéma " (la lettre "t elle-méme
vient de "minimum®).

Maintenant, pour que le schéma 4« appliqué & une
fonction f conduise & une fonction dtentiers (ctest-a-
dire & une fonction partout définie sur N), il faut que

la fonction f obéisse & la condition suivantes

(K)s Pour tout Xj,...,X,, appartenant & N, il existe au
moins un y tel que

h o (XI,;oo,xn,Y) =0 (9)

(9) Par exemple si f est définie par £(x,y) = x24 y°
pour x>0 on n'aura jamais f(x,y) = O et

S Y(x2+ y2 = 0) ne sera pas défini pour x )O0.



36

Si la condition (K) est réalisée, je dirai que le
schéma 4+ est “normalement applicable®, une aﬁplication
des schémas .c & une fonction pour laguelle la condi-
tion (K) est réalisée sera dite une “application nor-

male" du s£héma s« .

On peut maintenant donner la définition suivantes

On appelle fonctions récursives les fonctions inif;a-
les et celles qui peuvent 8tre définies 3 partir des

fonctions initiales par un nombre guelcongue d!'appli-
cations des schémas de substitution et de récurrence

et _un nombre guelconque dlapplications normales du
schéma/Aﬁ; (définition de Kleene).

Il est équivalent de dire: l'ensemble des fonctionms
récursives est le plus petit ensemble de fonctions dten-
tiers qui comprenne les fonctions initiales et qui soit
fermé pour l'application du schéma de substitution,
ltapplication du schéma de récurrence et l'application

normale du schéma/;& o

On dit souvent "fonctions récursives générales" au
lieu de “fonctions récursives" tout court - ceci pour

les distinguer des "fonctions récursives primitives®
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qui sonts les fonctions initiales et celles que lton
peut définir 2 ltaide des fonctions initiales par un
nombre quelconque dtapplications des schémas de substi-
tution et de récurrence (sans utiliser le schéma ).
Il%est clalr que toute fonction récursive primitive est
récursive générale; on démontre (c'est loin d'étre tri-
vial ! ) qu'il existe des fonctions récursives (géné-
rales) qul ne sont pas récursives primitives. Je ntaurai
pas & me servir dans la suite, du concept de fonctions

»

récursives primitives.

Dtautre part, on peut se demander ce qui se passe si
on applique le schéma /;L quand la condition (X) n'est
pas réalisée. On obtient alors des fonctions qui ne sont
définies que sur une partie de N, ce quton appelle aussi
des "semi-fonctions® (10). On appelle semi-fonctions ré-
enrsives les fonetions (11) initiales et les semi-fonce-
tions quton peut définir & partir des fonctions initia-

les par un nombre quelconque dtapplications du schéma de

(10) Ce terme n'est pas classique. On dit, en anglais "par-
tial functionst®. :
Comme exemple de semi-fonction on peut citer £ définie
par: £(x) est la racine carrée entidre exacte de x

alors: £(1) =1
f ()+) p-—23 2 etc.ooo
nmais £ (2) , par exemple, n'est pas défini.

(11) Dtaprés les définitions précédentes, les fonctions
d'entiers (définies sur N) constituent un cas particu-
lier des semi-fonctions (définies sur une partie de N).
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substitution, du schéma de récurrence et du schéma s
(12). On a alors le résultat suivant, qui est loin
d'8tre trivial, malgré les apparences: Toute semi-~
fonction récursive qui est\hne fonction (ctest-&-dire
qui est définle pour toutes les valeurs entidres des
variables) est uge fonction récursive. On peut remar-
quer que, d'aprés le résultat précédent, la considé-
ration des semi-fonctions récursives (ctest-a-dire
lt'application duschéma _«c aux cas ol il nfest pas
normalement applicable) ne conduit pas & définir
d'autres fonctions (définies pour toutes les valeurs
des variables) que les fonctions récursives définies

plus haut.

Les fonctions récursives qui viennent d'&tre d&fi-
nies sont des fonctions d'un nombre quelconque de va-
riables. Il est intéressant de considérer & part les
fonctions récursives d'une seule variable. En fait,

on peut donner des fonctigns_xécqzsives d'une variable,

une définition qui ne fasse pas intervenir les fonc-
4

(12) Pour que cette définition soit correcte il aurait
fallu apporter quelques précisions & la érinition
de la substitution et de la récurrence a pliquée 2
des semi-fonctions, ainsi qu'i ltapplication du
schémaJ/~ quand la condition (K) n'est satisfait.
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tions & un plus grand nombre de variables.

Plus précisément, considérons les fonctions initia-

les suivantes:

la fonction successeur, §, définie plus haut;

la fonction "excds sur un carré® B, définie par’

E (x) = x =( valeur entidre & une unité prés -
par défaut de \/;;2 (pour tout x
appartenant & N)

et considérons les schémas d'engendrement suivantss

schéma de composition restreinte: h est définie par

composition & partir de g et de f si

h(x) ={g(f(x)) (pour tout x appartenant & N)
schéma d'addition: h est définie par addition 2 par-
tir de f et g si

h(x) = £(x)+ g(x) (pour tout x appartenant 2 N)

schéma de 4« -conversion: g est engendrée pax

Ft=conversion & partir de f si

g(x)= Aty (£(y) = x) (pour tout x appartenant & N)
(ctest-&-dire: g(x) = 1le plus petit y tel que f(y) =

=X)

On dira encore que la’/z-conversion est "normalement

applicable" & la fonction f si on as Pour tout x appar-

tenant 2 N, il existe au moins un y tel que £ (y) = x



{condition (K')).

On a alors le résultat suivant:

Les fonctions obtenues 3 partir de S et E par un
nombre gquelcongue dlapplication des schémag de
composition restreinte et dtaddition et un nombre,

guelconque d'apglications normales de la fL=conver-
sion, sont identiques aux fonctions récursives

d'une variable (13) (définition de J. Robinson).

La théorie des fonctions récursives est actuellement
en plein développement, et il n'est pas question dten
résumer ici méme les résultats essentiels. Les théorémes
cités ci-dessus sans démonstration, en particulier celui
qui concerne l'équivalence des deux définitions des fone-
tions récursives d'une ‘variable, sont des exemples suf-
fisants pour montrer que la théorie des fonctions réour-
sives est une partie de la théorie des nombres qui nt'a

rien de spécialement "logique".

(13) On remarque, en passant, que les fonctions récur-
sives d'une variable sont ainsi définies sans uti-
liser la récurrence. Ceci est une justification du
néologisme "rékursif", transcription immédiate du
mot allemand "rekursiv%, qui signifie "récurrent®
dans cette langue...
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Mais nous nous intéressons ici & ses applications 2
la*logique mathématique. Pour cela il faudra nous arrdter
un moment sur la proposition fondamentale suivante, dite
"Thdses de Church";

Les fonctions récursives d'une variable sont iden-
tigues aux fonctiong d'une variable entidre effec-

tivement caldulableg pour toute valeur de la variable.

Cette proposition ntest pas un théordme (c'est poure
qQuoi on l'appelle "thése" ce mot ayant ici un tout autre
sens que dans la théorie des systimes formels) car elle
compare le concept abstrait et précis de "fonection récur-
sive" avec le concept concret et vague de "fonction ef-
fectivement calculable". On ne peut pas démontrer une
telle proposition, on peut seulement en donner des Jjusti-

ficationsexpérimentales,

En fait, ces justifications se résument en cecis chaque
fois quton a défini de fagon précise une classe de fonc-
tions pour lesquelles nous possédons un procidé de calcul

effectif, on a pu démontrer que ces fonctions sont récur-

sives.

Lorsqu'on définit ainsi une classe suffisamment large
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de fonctions, on obtient toutes les fonctions récur-
si¥es, mais on n'en obtient jamais d!autres. En par-
ticulier, chaque fois qufon a essayé de préciser ce
que l'on entend par "procédé effectif de calcul" et
d'en donner une définition abstraite, on a pu démon-.
trer que les fonctions “calculables" par ce "procédé.
effectif abstrait* étaient identiques aux fonctions
récursives. Historiquement, on a dtailleurs commencé
par cette derniére méthode: Gédel a défini par l'in-
termédiaire d'un systéme formel assez compliqué, une
classe de fonctions "calculables® (qu'il a dtailleurs
appelées "récursives"); Church a défini indépendam~
ment, par l'intermédiaire d'un autre systdme formel
également compliqué, une classe de fonctions qu'il a
appelées * 7\-définissables" 3 Turing a défini, indé-
pendamment encore, des.fonctions ®calculables mécani-
quement"s; on a ensuite démontré que ces trois classes
de fonctions étaient identiques; Kleene avait découvert
quton pouvait définir cette classe de fonctions par
des méthodes arithmétiques simples (ctest la définition
donnée plus haut pour les fonctions récursives d'un
nombre quelconque de variables); enfin, on o découvert
diverses définitions équivalentes, en particulier la

définition donnée plus haut des fonctions récursives
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dtune variable, qui est due & Julia Robinson (Ik).

.Entrevpafénthése, on peut tirer de la revue histo-
rique qui précdde une sorte de morale. Le concept de
ufonction effectivement calculable® est familier &
tous les mathématiciens frangais depuis une cinguan-
taine d'années, Borel ltayant largement utilisé dans’
divers mémoires. Mais ni Borel, ni ses éldves n'ont
jamais réussi 3 substituer un concept précis 2 cette
notion vague. La définition, purement arithmétique,
des fonctions réqursives a été obtenue par des mathé-
maticiens qui - 3 1'inverse de Borel et des mathéma-
ticiens frangais, en.général, - ne répugnaient pas &
utiliser les idées les plus abstraites de la logique

mathématique moderne.

Pour en revenir & la thdse de Church, l'identifi-
cation des fonctions récursives avec les fonctions
effectivement calculables est sujette 3 la réserve

suivantes il faut considérer une fonction comme %ef-

(1%) Tout ceci n'est pas aussi nouveau que le lecteur

‘ frangeis pourrait l'imaginer: le travail fondamen=-
tal de ddel a été publié en 192#, celui de Church
est de 1936 et celui de Turing également. Des dé-
finitions données ci-dessus, celle de Kleene date
de 1936 et celle de J. Robinson de 1950.




fectivement calculable" si la valeur de la fonction
peut 8tre obtenue par un nombre fini d' "opérations
élémentaires”, le nombre des "opérations élémentairest
distinctes étant lui-m@me fini; mais un "nombre fini®
peut 8tre trds grand ! , plus grand, par exemple, que
le nombre d!'électrons existant dans l'univers - de
sorte qu'une fonction peut &tre Weffectivement calcu~
lable™ sans que nous ayons aucun moyen pratigue pour

la calculer... Il peut y avoir des mathématiciens pour
lesquels la notipn dtune fonction %“effectivement® cal-
culable mais non "pratiquement" calculable n'ait pas

de sens; ils devront se contenter des résultats suivant:
toutes les fonctionsvrécursives ne sont pas "pratique-
ment calculables®, mais toutes les fonctions "pratique=~

ment calculables" sont récursives.

Dans ce qui suit la thdse de Church sera appliquée
de la fagon suivantes chaqug fois qu'uhe fonction ap-
paraltra comme "effectivement calculable¥, on admetira
qu'elle est récursive. Un tel "raisonnement" nfest pas
rigoureux; mais ltexpérience montre quton peut toujours
lui substituer un raisonnement rigoureux (mais plus
long ! ) dans lequel la thése de Church ntest pas uti-
lisée. |
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Volci d'ailleurs un exemple de tel "raisonnement®
qui aboutit & préciser le rapport entre récursivité et
calculabilité effective.

Dans les définitions données plus haut pour les fqnc-
tions récursives, il a été précisé qu'une applicatioh
du schéma 4« (ou de la _At-conversion) & une fonction
récursive donnait une nouvelle fonction récursive seule-
ment si c'était une “application normale", c'est-a-dire
si la fonction & laquelle le schéma est appliqué obdis-
sait & une certaine condition K (ou K'). Mais étant don-
né une fonction récursive quelconque, peut-on trouver
un procédé mécanique qui permette de décider si cette
fonction obéit & la condition K (ou & la condition K!') ?
La réponse est négative, comme il suit du raisonnement

sulvant:

L'ensemble des fonctions récursiveé d'une variable
est dénombrable. Plus précisément, 1l est possible, par
des procédés classiques, de numéroter effectivement les
“procédés de définition", qui consistent en une suite
finile d'applications des schémas de composition restrein-
te, d'addition et de _/LL-conversion & partir des fonc-
tions S et E; un tel "procédé de définition" méne 2 une
fonction récursive si, pour chaque application de la

AL -conversion, la condition K' est satisfaite. Si nous



avions une méthode effective permettant de décider,
dans chaque cas, sl la condition K' est satisfaite,
nous pourrions numéroter effectivement les procédés

de définitions qui.conduisent 4 des fonctions récur-
sives - c'est-3-dire que nous aurions un procédé ef-
fectif pour numéroter les fonctions récursives dtune
variable. Soit donc fn la n-eéme fonction récursive |
obtenue dans cette numérotation; nous aurions un procé-
dé effectif pour calculer In (x), pour tout n et pour
tout x appartenant 3 N. Définissons une nouvelle fonc-

tion g, d'une variable par:

g (x) = £2(x)+1 (pour tout x appartenant & K)

La fonction g serait effectivement calculable, et
donc récursive d'aprds la thdse de Church. Mais,

dtaprds 1'égalité ci-déssus, on aurait
g (n) # £,(n) pour tout n

donc g ne pourrait &tre identique 3 aucune fonction
fny c'est-d-dire & aucune fonction récursive. Nous ob=
tenons une contradiction, ce qui montre que l'hypothdse

est fausse.

Dfune fagon abrégée, on peut dire que, bien que la
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notion de récursivité soit équivalente & celle de cal-
culabilité effective, cette notion elle-méme n'est pas
décidable. Quand une fonction d'entiers est donnée par
une définition faisant intervenir le schéma _sc(ou la
M =conversion), il peut arriver que nous puissions dé-
montrer que cette fonction est récursive - et alors
nous savons qufelle est effectivement calculable - ﬁ;is
nous n'avons pas de moyen général pour décider si une

telle définition définit une fonction récursive.

On peut remarquer que le raisonnement par lequel
nous avons obtenu ce résultat ressemble beaucoup &
celui du céldbre "paradoxe de Richard", dans lequel on
"définit® un nombre réel "non définissable". Mais le
paradoxe provenait de ce que la notion de "définition®
était vague. Dans la théorie des fonctions récursives,

il n'y a pas de paradoxe, mais seulement, la"réduction

a4 l'absurde" d'une certaine hypothdse.

Dans ce paragraphe il ne sera question que d'ensem-
bles de nombres entiers positifs (clest-a-dire de sous~

ensembles de N).



Définissons dtabord la fonction caractéristique d'un

ensemble. S1 A est un ensemble de nombres entiers posi-
tifs, on appelle fonction caractéristique de A la fonc-
tion d'entiers C, définie par

“CA (x) =0 si x appartient 3 4
et C, (x) = 1 si x n'appartient pas & A

On peut maintenant définir un ensemble récursifs ’

clest un ensemble dont la fonction caractéristique est
récursive.

Dire qufun ensemble A est récursif, ctfest-a-dire
qutil existe un.procédé effectif permettant de décider
si un nombre entier positif quelconque X, appartient
ou non & A. En effet, il suffit de calculer C,(x) et
de regarder si le résultat est O ou 1; le calcul effec-
tif de CA(x) est toujours possible puisque la fonction
c, est récursive. Réciproquement, si on a un procédé
effectif pour décider si un nombre entier positif quel-
conque appartient ou non & A, on en tire immédiatement
un procédé effectif pour déterminer la valeur de C,(x)
pour tout x; donc, d'aprés la thése de Church, la fonc-

tion C, est récursive, et l'ensemble 4 est récursif.

La notion "d'ensemble récursif" est donc une notion
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précise abstraite adéquate & idée vague 4! “ensemble dé-
cidable" - avec cette restriction que la notion de récur-
sisité ne stapplique Qu'aux ensembles de nombres entiers
positifs. Mais nous verrons au § suivant comment on

peut staffranchir de cette restriction.

Il est & peu prés immédiat que tout ensemble fini, est
récursif. Mais il y a des ensembles infinis (et dénom-
brables puisque ce sont des sous-ensemblesde N) qui sont
également récursifs; par exemple, l'ensemble des nombres
premiers est rééursif, de méme l'ensemble des carrés par-

faits est également récursif.

Considérons ce dernier ensemble. Quelle est la méthode
de décision la plus simple (en théorie) pour savoir si
un nombre, X, est ou non un carré parfait ? Clest évidenm-
ment dtélever successivement l, 2, 3 etc... au carré; au
bout d'un nombre fini dlessais on arrives ou bien & un
nombre y tel que y2 = X (et alors x est un carré); ou
bien & un nombre z tel que 22{ x et (z +l)2)x - et
alors x n'est pas un carré, car les carrés des nombres
>2z+1l seront >(z +1)2) x. 81 f est la fonction "carré
de”, c'est-d-dire la fonction définie par £ (y) = y2, on
voit que la méthode consiste & calculer successivement

£(1), £(2), etc... et 3 comparer les résultats avec le
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nombre donné x. L'ensemble des carrés parfaits est
¥
ltensemble des valeurs de la fonction f. On voit que

la méthode réussit parce que

a - La fonction f est récursive, et donc effecti-
vement calculable.

b - La fonction f est croissante, de sorte que
lorsqu'on a obtenu un nombre u tel que f(u) ) x,

le calcul est terminé.

Ceci peut &tre résumé dans le théordme suivant,
dont on pourrait donner une démonstration rigoureuse
(n'utilisant pas la thé&se de Church): l'ensemble des
valeurs d'unehfonction récursive croissante est un en-

semble récursif.

Mais que se passerait-il si la fonction considérée
était récursive mais non croissante ¢ 'La méthode de dé-

cision précédente est inapplicable.

Nous définirons donc une nouvelle notion:

On dit qu'un ensemble est récursivement énumérable

si clest ltensemble des valeurs d'une fonction récur-

sive dtune variable.
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Et nous aurons les résultats fondamentaux suivants

(dgnt je ne donne pas la démonstration):

Tout ensemble récursif est récursivement énumérable.

I1 existe des ensembles récursivement énumérablegf

qui ne sont pas récursifs. ”

On peut remarquer que la notion d'ensemble récursi-
vement énumérablg correspond & la notion d' “ensemble
effectivement énumérable", telle qu'elle est définie
par Emile Borel dans les "Legons sur la théorie des
fonctions¥, mais elle a lt'avantage d'@tre abstraite et
précise. Cet avantage est tout 3 fait sérieux, car
l'expression 4! "ensemble effectivement énumérable" a
8galement été utilisée par Borel et d'autres dans un
sens qui correspond pldtat 3 la notion d'ensemble ré-
cursif (15). Or il résulte de ce qui précdéde que ces

deux notions sont essentiellement distinctes.
\

(1%) Ainsi dans l'ouvrage intitulé "Eléments de la
théorie des ensembles"(Paris, 1949), Borel defi-
nit (pp.229-230) un ensemble dont il dit qutil
"ntest pas effectivement énumérable%; en fait
ctest un ensemble récursivement énumérable dont
nous ignorons s'il est récursif.
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Remarquons encore qu'il n'est pas possible d'obtenir
uné notion plus large que celle d'ensemble récursivement
énumérable en considérant des fonctions récursives de
plusieurs variables, ou méme des semi-fonctions récur-

sives. Plus précisément on a les résultats suivantss.

Ltensemble des valeurs d'une fonction récursive de
M

plus;eurs variables est un ensemble récursivemegt

énumérable.

L'ensemble des valeurs d'une semi-fonction récursive
.WW
est un ensemble récursivement énumérable.
M

En ce qui concerne les semi-fonctions récursives, on
a aussi le résultat suivant, d'une nature un peu diffé-

rente:

Etant donné une semi-fonction récursive dlune va-
M
riable, l'ensemble des valeurs de la variable pour
laguelle la semi-fonction est définie= est un enseme

ble récursivement &numérable.

Parmi les semi-fonctions récursives, on peut accor-

der une attention particulidre & celles qui sont défi-

nies sur un ensemble récursif et non pas seulement
W
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récursivement énumérable : une semi-fonction de cette
espéce particulidre est prolongeable (d'une infinité
k=

de fagons) en une fonction (définie partout) récursive.

Soit par exemple la semi-fonction f définie par:

f(x) est la racine carrée entidre exacte de x

»

Elle n'est pas définie que si x est un carré parfait.
Mais l'ensemble des carrés parfaits est un ensemble ré-
cursifs; la semi-fonction f est donc prolongeable (de

plusieurs fagons) en une fonction récursive.
Par exemple un prolongement naturel sera la fonction
g définie par:

g(x) est la racine carrée entiére de x 3 une unité

prés par défaut (pour tout x appartenant & N)

C'est une fonction (définie sur N) ‘dont on voit fa-
cilement qu'elle est récursive - Un autre prolongement

sera la fonction h définie par:

h(x) = £(x) si x est un carré parfait;

et h(x) =0 si x n'est pas un carré parfait.

- Clest ce qu'on appelle le “prolongement trivial"
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(15 bis) de £ - Pour voir que h est récursive, appli-
qugns la thése de Church: On a un moyen effectif pour
décider si un nombre X est ou non un carré parfait; si
x est un carré parfait, sa racine carrée est effective-
ment calculable; si x n'est pas un carré parfait,

h(x) =0, ce qui se "calcule" immédiatement. Donc h(x)
peut toujours 8tre calculé effectivement; donc h est
récursive - Ce qui précéde est d'ailleurs une "démons-
tration" (utilisant la thése de Church) générale du
fait que si une semi-fonction récursive est définie
sur un ensemble récursif, alors son prolongement tri-

vial est une fonction récursive.

La réciproque de la proposition que nous venons
dtétudier est d'ailleurs fausse: il existe des semi-
fonctions récursives, définies sur des ensembles ré-
cursivement énumérables mais non récursifs, et dont le

prolongement trivial est une fonction récursive.

Ces derniers résultats s'étendent & des semi-fonctions

de plus dfune variable.

Enfin, la thése de Church s'étend aux semi-fonctions

(15 bis) Cette expression ntest pas classique.
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de la manidre suivante:

"Les semi-fonctions récursives sont identiques aux
semi~fonctions définies sur un ensemble récursivement
énumérable, effectivement calculables chaque fois qutelles

sont définies.

9.- LES NUMEROTATIONS DE GODEL

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu les défi-
nitions des ensembles récursifs et des ensembles récur-
sivement énumérables, et nous avons vu en particulier
quton pouvait“assimiler la notion mathématique 4! “ensem~
ble récursif" 3 la notion vague 4°' "ensemble décidable
- mals avec cette restriction que tous les ensembles
étudiés au paragraphe 6 étaient des ensembles de nombres
entiers positifs { Or, au § 3, Quand nous nous sommes
demandés sikl‘ensemble des théses de tel ou tel systéme
formel est décidable, nous avions affaire & un engemble

de formules d'un systéme formel et non & un ensemble de

nombres entiers,

Pour pouvoir appliquer les notions définies au $ 6
aux ensembles tudids au § 2, il nous faudra établir

une correspondance bi-univoque effective entre l'ensenm-
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bl? des suites finies de symboles d'un certain systéme
formel et l'ensemble des nombres entiers positifs (16).
Une telle correspondance s'appelle une numérotation de
Gddels le nombre entier que cette correspondance assigne
3 une suite de symboles est le numéro de Gédel de cette

suite de symboles (dans la numérotation considérée).’

I1 existe un grand nombre de numérotations de Gédel
qui ont été définies dans la littérature logique. Je
commencerai par donner un exemple simple, avant de pré-

ciser la définition.

Supposons qu'on ait un systéme formel dont l*alpha-
bet soit fini; pour fixer les idées, supposons qu'il
contienne 2 symboles: a et b. On pourra définir une nu~-
mérotation des suites finies de a et b en prolongeant

le tableau sulvant:

(16) Plus exactement: un sous-ensemble récursif de N:
voir cl-dessous.
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TABLEAU I
o
Suites de symboles Numéros
a 1
b 2
aa 3Xl1’l=)+
ab 3x142=5
ba 3X2+l=7
bb 3 x2+2=8
2
aaa X 3 X143 x1+1=13
‘ 2
bbb 3 x243 x2+2=26
aaaa 33x1+32xl+3x1+1=1+0

o6 ® 600 080500000 etessONBOLE IS

En général, si on appelle Y (X) 1é numéro de la
suite X, et si Xu est la suite formée en ajoutant le

symbole u (qui est a ou b) & droite de la suite X, on a:

Y(XU) = Y(X) ° 3 % Y(u)
ce qui, avec: ¥(a) = 1
¥(b) = 2

définit par récurrence le numéro d'une suite quelconque.



58

Une telle numérotation a les propriétés suivantes:
i
1¢) Etant donné une suite, on a un procédé effectif pour
trouver son numéro (appliquer la formule de récurren-

ce) et ce numéro est unique.

22) Tout nombre entier positif ntest pas le numéro d'une
sulite; mais, étant donné un nombre entier positif
quelconque, on a un procédé effectif pour savoir
s'il existe une suite qui y correspond (dans l'exem-
ple, un nombre est le numéro d'une suite si son dé-
veloppement Suivant la base 3 ne comprend aucun

chiffre HOM),

32) Si un nombre est le numéro d'une certaine suite,
cette suite est unique, et on a un procédé effectif
pour trouver la suife qui y correspond (dans l'exem=-
ple, développer le nombre suivant ia base 3, rempla-

cer "lll par "all et l£2" par "bll).

Ces propriétés sont, par définition, les propriétés
caractéristiques d'une numérotation de Gbdel. Mais dans
1'énoncé des propriétés 12, 20 et 39, jtai employé le
mot "effectif" qui n'a pas été défini avec précision. Il

faut encore préciser.



Dtaprés les résultats du paragraphe précédent, la
propriété 292 peut s'énoncer ainsi:

LS
(X) Lt'ensemble des numéros de toutes les suites est

un ensemble récursif de nombres entiers positifs.

Quant aux propriétés 19 et 39, il est facile de vPir

qutelles sont équivalentes 3 la propriété suivante:

(A) 81 XY est la suite obtenue en ajoutant la suite Y
3 droite de la suite X, alors il existe une semi-fonc-

tion récursive ¢ telle que:

¥(XY) = ¢ ( ¥(X), ¥(V))

C'est une semi-fonction car elle n'est pas définie
que pour les nombres qui correspondent & des sui¥es;
mais c'est une semi-fonction qui peut se prolonger en
une fonction récursive, puisque, d'aprés (), l'ensem-

ble des numéros des suites est un ensemble récursif.

En définitive, on appelle numérotation de Gédel
pour un gystéme formel d'alphabet A, toute application
bi-univoque, ¥ , de l'ensemble des suites finies & 16~

ments dans A sur un sous-ensemble récursif de N qui
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satisfait & la propriété (_s ) (17).
.On peut ajouter les remarques suivantes:

- I1 est facile de trouver des numérotations de Gédel
qui appliquent l'ensemble des suites & éléments dans A
sur N tout entier (et non pas seulement sur un de ses

sous-ensembles récursifs) (18).

(17) La fonction récursive c¢ peut s'appeler “fonction de
concaténation". La %"concaténation" étant l'opération qui
donne la suite XY 3 partir des suites X et Y.

Pour voir que (_g ) équivaut a2 12 et 39, procéder com-
me suit: .

~ pour trouver le numéro d'une suite, abba par exemple,
utiliser la fonction ¢ pour calculer successivement ¥(a),

¥ (ab), ¥ (abb), ¥ (abba).

- pour trouver la suite correspondant & un numéro X,
ordonner l!'ensemble des suites comme dans le tableau I et
calculer leurs numéros en utilisant la fonction c¢j; au
boug d*un nombre fini d'essais, on trouvera la sulte du
numéro X.

(18) Pour le cas de l'exemple, on peut simplement nunéro=-
ter les séquences dans l'ordre suivant:

Séguences Numéros

a
b
aa
adb
ba
bb
aaa

L - R N * 80008 ¢

oy W

(les séquences de méme longueur sont disposées en ordre
alphabétique).
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- Dans ce qui précdde, on a traité le cas ol l'alpha=
bet A4 est fini. Dans le cas d'un alphabet infini dé-
nombrable (comme pour le systdme formel défini au §'3),
les notions précédentes peuvent s?'étendre au moyen Qe
quélques précautions, mais la définition explicite de

la fonction ¢ est plus compliquée (19).

8o~ APPLICATION DES FONCTIONS RECURSIVES AUX SYSTEMES
FORMELS .

A ltaide des numérotations de Gddel, on peut éten-
dre aux ensembles de suites de symboles les notions
définies au §.6 pour les ensembles de nombres entiers

positifs. En particulier, on dira que:

- Un _ensemble de suites de symboles est récursif si

ltensemble des numéros (des suites appartenant & l'en-

(19) On pe: par exewple utiliser les propriétés des nom-
bres preuiers, comme c'était le cas pour la numéro-
tation définie par Gédel dans son mémoire de 1931.
Voici une ramérotation dfun autre genre pour le sys-
téme formel du § 3:

b,({):l) X(1)=3, X(")‘-’-g, B’(-ﬁ)z'?,
¥(ay) = 2047, ¥(X¥) = (¥(X)+r ¥(¥))=
=(¥F(X)+ ¥(Y) -1) -2 . ¥(D)+2
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semble) est récursif.

- Un ensemble de suites de symboles est récursivement

énumérable si l'ensemble des numéros est récursivement

énuméradble.

On peut définir également ce qu'on entend par régle

de dérivation récursive.

Supposons, pour simplifier, que la régle de dériva-
tion considérée soit gemi-fonctionnelle; ceci signifie
que, quand la régle s'applique, le conséquent est déter-
miné univoquement par les antécédents. C'est le cas,
par exemple, pour la régle D; du systéme formel du cal-
cul des propositions pur défini au § 3 (régle de dé-
tachement): étant donné deux formules X et X' quelcon~
ques, la régle ne peut pas toujours s'appliquer; elle
ne s'appliquera que si X' est de la forme [X-ﬁY] (o
Y est une formule,quelconque cette fois); mais alors
le conséquent, ¥ est tout & fait déterminé par les anté-
cédents X et [X—s¥] - soit donc une telle régle D
qui, 3 paruvir de deux antécédents X et X' peut donner
un conséqg:ent Y, défini univoquement par X et X'; nous
dirons que cette régle est récursive si la semi~-fonc-

tion 4 définie par:
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¥(Y) =d (¥X), ¥ (X))

est une semi-fonction récursive. Il est évident que

cette définition peut se généraliser pour des regles
semi-fonctionnelles & 1, 2, 3...... antécédents. Par
aiileurs, dtaprds la thése de Church étendue ( 8 6),

dire gutune telle régle est récursive, clest dire qutelle

est "effective" au sens vague utilisé au § 2,

8i l'on considérait, comme on le fait quelquefois,
des régles de dérivation qui ne soient pas semi-fonction-
nelles, c'est-3-dire pour lesquelles les antécédents ne
déterminent pas entidrement le conséquent, on pourrait
encore, par un procédé un peu plus compliqué, définir
une notion de "récursivité" équivalente par la theése

de Church & la notion vague d! "effectivité",

Nous pouvons maintenant définir la notion de gystéme
formel récursif. I1 suffit de prendre la notion de *"sys-
time formel effectif" ( § 2) et de remplacer partout

Heffectif" par “récursifw,

Autrement dit, les conditions C; et C, du §2 de~-
viennent:
C!'l: I.'ensemble des formules F est un sous-ensemble
récursif de l'ensemble des suites & éléments

dans A.
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C'2: Il existe un sous-ensemble récursif (fini ou
infini) de T, soit Th (ltensemble des théses
primitives) et un nombre fini de transformations
récursives D1,...,D, (les régles de dérivation),

¥ tel que l'ensemble des thdses, T, est l'ensemble
des formules obtenues & partir du I, en appli-
quant les transformations DyjeesyDy un nombre

fini quelconque de fois dans un ordre quelcongue.

On définit encore la notion de systéme formel décidable.

Clest un systéme formel obéissant & C'l et i:

C'3: L'ensemble des théses, T, est un sous-ensemble

récursif de l'ensemble des formules, F.

Maintenant, le résultat essentiel est Gue, dans un

systéme formel récursif, l'ensemble des théses est ré-

cursivement énumérable,
Il est assez facile de "démontrer" ce résultat (en
utilisant la thése de Church) quand les régles de déri-

vation socnt semi-fonctionnelles.

Il suffira de montrer comment on peut énumérer
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effectivement toutes les théses. Dans ce qui suit, Jje
supposerai qu'il n'y a qu'une seule regle de dériva-
tion D, & deux antécédents. Mais le raisonnement se
généraliserait facilement.

"

Remarquons d'abord que les théses primitives conse-
tituent un ensemble récursif, et donc récursivement
énunérable. Considérons donc cette énumération comme
effectuée, et soient py, PoyseeyPp, les thdses primi-
tives. Ensuite on définit successivement des ensembies

de thdses de plus en plus largese.

Considérons d'abord p,; la régle D étant effective,
il est possible de voir si elle s'applique au couple
(P1, pl)-

Dans tous les cas, nous avons un premier ensemble

de théses:

et éventuellement t, = résultat de l'application de
D au couple (py, py)

Ajoutons, enfin & la suite = Py (nl = 2 ou

tnl
3 suivani les cas).

On a ainsi une premidre suite de th&ses: Ty,ece,ty
1
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Considérons 1la suite: ty,.e.,ty 3 OB peut énumérer
tous les couples de ces théses dans l'ordre suivants
(g t1)seees(tyy i )sltay £)yeees(B2y Bpygdyeee
jusqu'a (tnl, tnl); pour chague couple, on peut déci-
deb si 1a régle D s'applique ou nonj; dans les cas ol
elle s'applique, numérotons les théses obtenues dans

1tordre oh elles sont obtenues: tp;+1, Tpy + 250
Ajoutons enfin, & la suite: tn, = P3

Considérons la suite: tl,...,tn2 et recommengons

ainsi indéfiniment.

Finalement la suite tj,e.e,ty;... contient toutes
les théses (20) -~ et on voit que le procédé précédent
permet de déterminer effectivement la thése numéro x,

quel que soit x (21).

(20) Avec le procédé exposé, les mémes théses sec.ont ob-
tenues plusieurs fois: on pourra avoir par exemple tyn=
= ts,. On pourrait modifier la numérotation en convehant
de %2 pas récrire les théses déja écrites. Ceci est un
cas particulier d'un théoréme général: Tout ensemble ré-
cursivement énumérable peut &tre énuméré rdcursivement
sans rEBEtitiog ({ c'est & dire par une fonction récur-
sive qui ne prend pas deux fois la méme valeur).

(21) A moins que ltensemble des theses soit finij; mais
dans ce cas, l'ensemble des thdses est encore récursive-
ment énumérable - car tout ensemble fini est récursif,
et par suite récursivement énumérable.
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La_réciprogue de la proposition précédente est vraie,

plus précisément: soit un alphabet A, un ensemble F, de
suites finies & éléments dans A, et T un sous-ensemble
récursivement énumérable de F, alors il existe un sys-
t&me formel récursif ayant pour alphabet 4, pour for-

mules les F et pour théses les T

On peut donc dire que la définition donnée plus haut
pour les systémes formels récursifs est équivalente &
la suivante: c'est un systéme formel satisfaisant aux

conditions C!'l (donnéesplus haut) ets

C"2: L'ensemble des théses, T, est un sous-ensemble

récursivement énumérable de l'ensemble des formules, F.

I1 suit que, comparer les systémes formels récursifs
aux systémes formels décidables, cela revient & compa-
rer les conditions C"2 et C'3, cela revient donc & com-
parer les ensembles récursivement énumérables et les
ensembles récursifs. En appliquant les résultats du

§ 5, on a lumédiatement:

- Tout systéme formel décidable est récursif; maiss

- Il existe des systémes formels récursifs gqui ne
sont pas décidables.
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I1 serait facile de donner un exemple de systéme
formel récursif indécidable dont la définition soit assez
simple, mais dont l'interprétation ne serait pas immé-
diate. Au paragraphe suivant, je donnerai au contraire
lai @éfinition dtun systéme formel indécidable, le "cal=-
cul des prédicats pur®, dont la définition est assez
compliquée, mais qui joue un rdle central dans la logique

mathématique moderne.

Maintenant, tout ce gqui précéde découle de 1'exten=
sion aux ensembles de formules de notions (récursivité
etes..) définies pour les ensembles des nombres entiers.
Ceci dépend donc des numérotations de Gédel. Mais on
peut définir plusieurs numérotations de Gédel pour le
néme systéme formel. Tout ce qui précéde a été défini
par une numérotation particulidre fixée au début, et
on peut se demander ce qui se passe si on change de nu-
mérotation. En fait, il ne se passe rien. 3i un ensem-
ble de formules est récursif (ou récursivement énumé-
rable) par rapport & une nuwérotation de Gédel, il est
récursif (respectivement: récursivement énumérable)
par rapport & n'importe quelle numérotation de Gédel
et 11 en est de méme pour les autres notions utilisées
dans le présent paragraphe. Donc les résultzts énoncés

ci-dessus sont invariants par rapport aux numéruvtations
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de Gdédel (22).

9.- LE SYSTEME FORMEL DU CALCUL DES PREDICATS PUR

4

Au §3, j'ai donné la définition du "systéme du cal-
cul des propositions pur®, systéme dont on peut dire
qu'il formalise la théorie des propositions non-ana-.

lysées.

Si on veut, au contraire, étudier la structure in-
terne des propositions utilisées en mathématiques sans
pourtant s'attacher & ce qui différencie les proposi-
tions des diverses branches des mathématiques, on est
conduit & étudier de pré&s les notions de "propriétés"
ou de "'relations" ainsi que la notion de "variable" et
les expressions "il existe un objet tel que..." et
fpour tout objet on a...". Considérons la proposition

arithmétique suivantes.

- tout nombre entier est divisible par su moins un

(22) Dans le cas d'un systéme formel & alpnabet infini,
il faut prendre quelques précautions supplémentaires;
mais la conclusion soulignée reste vraie.
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nombre premier;

4Si lton veut énoncer cette proposition plus simple=-
rent sans utiliser de pronom ni &tadjectif indéfini,

on est amené 3 écrire la phrase équivalente:

- pour tout X, x est un nombre entier, iumpligue gue
il existe un y tel que y est un nombre premier et

que y divise Xxg

- Cette phrase est barbare si l'on veut, mais on y voit
apparalitre plus clairement la structure de la proposi-
tion. Ceci sera encore plus clair si on 1ltécrit en abré-

gé de la fagon suivante:
- 2t x (x entier —»EBEx. y (y prem. et y div. X))

On voit que lg phrase est constitude par des éléments

assez simples.
On y distingue:
- Des mots gui relient des propositions entiéres, tels

cue "implique", “et"; ces mots représerntent des notions

qui ont déja été étudibes, car elles sont lfobiet du
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tealcul des propositions'.

S )
- Les expressions "Tt# et H"Ex" suivies de variab-
les - ces expressions sont appelées traditionnellement

(et assez improprement) des “quantificateurs®.

- Enfin des propositions 8lémentaires constituées par
ltattribution d'une propriété & une variadble (par exem=-
ple: "x prem.") ou par l'énoncé d'une relation entre
deux ou plusieurs variables (par exemple: "x div. y")

- propriétés et ielations sont appelées, en logique
moderne, des "prédicats"; “prem." est un prédicat a un

argument et "div." est un prédicat & deux arguments.

Or, tout ce qui est"spécialement arithmétigue" dans
la phrase précédente est contenu dans la nature des
prédicats utilisés. Mais on peut étudier les rapports
existant entre les divers éléments des phrases, indé-
pendamment de la nature des prédicats. On a ainsi une
classe de propositions que l'on peut appeler "logiques™
en ce sens quton les rencontre dans toutes les branches

des mathématiques.

Par exemple, il est facile de voir que, quelle gue

soit la relation (prédicat a deux arguments) R, on a:
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Ex.x (Tt.y (xRy))=—Tt.y (Ex.x (xRy))

«L'étude des propositions de ce genre est l'objet
dtune partie des mathématiques (ou, si l'on préfere,
de la logique) que l'on appelle "calcul des prédicats'.
Le M"systéme formel du calcul des prédicats pur® est un
systéme formel, au sens du $ 2, qui peut s'interpréter
counme une description abstraite de cette partie des

mathématiques.
Pour définir ce systdme formel, je définirai succes-
sivement l'alphabet, l'ensemble des formules et l'ensem-

ble des théses°

L'alphzbet 4 est un ensemble infini dénombrable qui

comprend les éléments suivants:

Les éléments [ ] , dits "parenthdses formelles"

Ltélément - , dit "négation formelle®

Ltélément —, dit “implication formelle"

F W e
1

Ltélément \/ dit "quantificateur universel®
(22 bis)

(22 bis) Le signe "\/" qui est un & renversé, provient
de l'allemand tallet.
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5 = Une suite infinie (dénombrable) dtéléments dit

i "variables": Vi, VyyeessVpyeee; Vp Sera appelée
"la n-&me variable".

6 - Une suite double infinie (dénombrable) 4télé-

ments, dits "prédicats“:

® 6 0000 0000

On appelle Pg‘ (n21, & 20) "“le n-éne prédicat de

degré av.

On remarque gque j'zi donné & certains de ces élé-
ments les mémes noms qu'd certazins éléments de ltalpha-
bet du "calcul des propositions pur" et que Jje les ai
représentés par les mémes signes typograpniques. Ce
ntest pas un hasard; comme on le verra, le calcul des
prédicats pur est un "extesnsion" du calcul des proposi-

tions.

Ll'ensenmble des formules., ¥ est un sous-ensemble de

ltensemble des suites finies & 8léument dans &. Pour le

définir, cormengons par définir une notion auxiliaires
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On appelle formule satomicue une séquence compcosée

dl'an prédicat guelcongue suivi par des variables en
nombre égal au degré du prédicat, ces variables pouvant
&tre identiques ou différentes les unes des autres -par
exenmple:

2

sont des formules atomiques. Comme le degré d'un prédi-

cat peut &tre 0,

o )
Pl ) P2 €tCeven

sont également des formules atomiques.

On définit ensuite l'ensemble des formules par ré-

currence de la fagon suilvante:

Fl - Toute formule atouigue est une formule
F2 - 81 X est une formule -X est également une formule

F3 - 81 X et Y sont des formules, [X-aY) est également
une formule

Fi - Si X est une formule et si a est une variable,
\VQX est une formule

F5 - Toute formule est obtenue 3 partir des formules
atomiques par applications répétées de F2,F3,Fk.

Si on compare ce systéme formel avec celui qui a &té



