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EQUATIONAL CHARACTERIZATION OF NELSON ALGEBRA

by
DIANA BRIGNOLE

1. INTRODUCTION. H. Rasiowa in [81 and [9] has introduced
the notion of N-lattice which plays a role in the study of
the constructive logics with strong negation considered by
David Nelson [7] and A. Markov [4]. Not all axioms used by
H. Rasiowa to characterize N-lattices, here called Nelson
algebras, are equations. A paper published in collaboration
with A. Monteiro, [3], gives a characterization of these al-
gebras by equations but the proofs are heavily based on re-
sults indicated in [6] which have been obtained using trans-
finite induction. The purpose of this work, done under the
guidance of Dr. A. Monteiro, is to indicate a purely arith-
metical proof of that result. We reproduce here known re-

sults with the object of making this paper self-contained.

2. THE DEFINITION OF H. RASIOWA. Let us consider, in first
place, the following definition:

2.1. DEFINITION. 4 system (A, 1,~,A,V ) constituted by

1°) a non empty set A, 2°) an element 1 « A, 3°) a unary oper
ator ~ defined on A, 4°) two binary operations, A and Vv, de-
fined on A, will be called a quasi-boolean algebra, [11, or

a Morgan algebra, [51, <f the following conditions are veri-
fted:



N1, x v 1 =1

N2, x A (x vy) =x

N3, x A (y v z) (z Ax) Vv (y A x)
N4, ~~ x = Xx

NS, (x Ay) =w~x Vvay

A system (A,A,v) verifying axioms N2 and N3 is, according to
M. Scholander [10], a distributive lattice, from N1 we dedu-
ce that 1 is the last element of A. We can prove:

N'2, a Vv (a A b) a
N'3. a v (bac)=(cva)a(cyv b)
N'S., ~(a v b) = ~a Ao ~b

and that 0 = ~1 is the first element of A,

We shall use the following properties of a distributive
lattice with last element 1.

(@) a A a
(B) 1 A a
(¥) a A (aab)
() a Vv (a Vv b)

H
o5}

a Ab

a Vvob

We shall write a < b to indicate that a = a A b. Let us
consider not the definition of N-lattice introduced by H. Ra
siowa in [8] and [9]:

2.2. DEFINITION. gz system <A,1,~,1,+,A,V> constituted by
1°) a non empty set A. 2°) an element 1 €A. 3°) two unary
operators: ~, 1 defined on A. 4°)  three binary operations:

> A,V defined on A, will be called a Nelson Algebra if the



following axioms are verified:
Axiom A1, (We write a < b to indicate that a - b = 1)

(1a). a < a
and

(1b). if @ < band b < c then a < ¢

Axioms A2. The system (A, 1,~,A,Vv) 45 g Morgan algebra, and
on the other hand the relation < defined by

(E) a <b Zf and only if a < b and ~b < ~a
coincides with the order relatinn of the lattice (A,A,v)

Axiom A3, If a < ¢ and b < ¢ then (a v b) < ¢
Axiom A4, If ¢ < aagnd c < b then ¢ < (a A b)
Axiom A5, ~(a + b) < (a A ~b)

Axiom A6. (a A ~b) < ~(a > b)

Axiom A7, a < ~7a

Axiom A8, ~7a < a

Axiom A9. (a A ~a) < b

Axiom A10. a < (b » c) if and only if (@ Ab) <c¢

Axiom A11, a = a » 0, where 0 = ~1

In this definition, more than 11 axioms are really involved.
Using the compact definition 2.1 of Morgan algebras the axiom
A2 is equivalent to 6 axioms.



3. THEOREM. 1f €A,1,~,1,A,v,>) <s a Nelson algebra then the

following properties are verified:

N1, avi1l-=1

N2, a A (a v b) a

N3. a A (bvey

(c A a) v (b aa)
N4, ~~a = a

~a v ~b

NS. ~(a A b)
N6. (@ A~a) A (bva~b) =aaA-~a
N7. a>a =1

N8. (@ >b) A (~avDb)=~avh

N9. a A (a~»b) a A (~a v b)

N10. a » (b A ¢)

(@ »b) A (a~+c)

N11. a > (b » ¢) (a A b) » ¢

Proof. Properties N1 - N5 are immediately verified since

CA,1,~,A,v)is a Morgan algetra, according to axiom A2.
PROPERTY N6. (a A ~a) A (b Vv ~b) = a A ~a
This was established by H. Rasiowa [9], p. 79, whose proof we
reproduce here:

Replacing b by (b v ~b) in axiom A9 we obtain
(1) (@ A ~a) » (b v~b) =1

and using this result we can write

(2) (b VvV ~b) > ~(aAr~a)=(ban~b) > (@ave~a)=1



From (1) and (2) we obtain by axiom A2, a A ~a < b v ~b,
PROPERTY N7, a » a = 1
It follows from axiom A1,
PROPERTY N8. (a - b) A (~a v b) = ~a v b

This formula has been established by H. Rasiowa in [91, 2.4
(d). From axioms A5 and A7 we obtain

(1) ~(a > b) <a A~b< ~Ta A~Db = ~(la v b)

By axiom A1, a » 0 < a > 0, from which we obtain, by A10,
aArn(a~>0)<0, i.e. a A Ja <0

As 0 < b, by A1, a A la < b from which we obtain, by A10,

(2) la <a >b

from b A a < b we obtain, applying again A0,

(3) b<a->b

From (2), (3) and A3 it follows that

1) la vb<a-+>bp

From (1) and (4) we get, by A2,

(5) la vb<a=>»



Now, we will prove that ~a < 1a.
and then it follows, by A10,

(6) ~a < a > 0= a

Now, considering axiom A8

(7) ~la < a = ~~3

From (6) and (7) we obtain, by A2,

(8) ~a < Ta

From (5) and (8) we finally obtain ~a v b <a > b

PROPERTY N9. a A (a -» b)

This has been established in [3].

(M) aA(~aVb)saA(a—>b)
We now proceed to prove that

(2) a rn (a~>b) <anr (~av b)

We have, by A9,

a A (~a v b)

(~a A a)<0’

We shall now give a more
direct proof, Making use of property N8 we have:

which is equivalent to the two following inequalities

(2a) a A (a~>b)<aan (~av b)

(2b)  ~(@a A (~a v b)) > ~(a A (a-~ b))

By AT, a > b < a » b, by A10, a A (a ~» b) < b, and therefore



(3) aan (a~>Db)<~avh

On the other hand a » (a > b) < a, then we get, from (3)
and A4

(2a) aAr (a~+b)<anan (~avb)
From N3, N'3 and N4 we obtain
(4) ~(a A (~a v b)) =~av ~(~a v b) =~a v (a A ~b)
By axiom A6,
(5) a a~b<~(a=>b)
From a A (a » b) < a » b we obtain
(6) ~(a>Db) <~(anr (a~+ b))
From (5) and (6) we obtain
(7) a An~b< ~(aa (a~+ b))
From a A (a2 + b) < a we obtain
(8) ~a<~(anr (aa~ b))
Applying A3 to (7) and (8) we obtain
~8 v (a A ~b) < ~(a A (a = b))

and, therefore, by (4),



(2b)  ~(a A (~a v b)) <~(anr (a~Dh))

which is what we wanted.

PROPERTY N10. a » (b & c) = (@a~+Db) A (a »~ c)

This formula has been established in [3].

(A) ~(@~>Db)r (a~>c))<~(a~>(bnrc)

Using A6, A2 and A5 we obtain
~(a+b)<aA~bSaA~(bAc)<~(a->(bAc))

Then, by A1, we can write

(1) ~(@ ~>b) <~(@@~> (bac)

Replacing b for ¢ in (1) we obtain

(2)  ~(@~>c) <~(@~> (bac)

From (1) and (2), by axiom A3,

~((a+b)/\(a+c))=~(a+b)V~(a+c}<~(a+(bAC))

(B) ~(@a~> (bac))<~((a>b)a (a~c))

By axiom A5, we have:

(1) ~(@a~> (bArc)) <aar~(Dac)

By axiom A6, we can write



(2) aa~b<~(a~>b)

(3) a A ~c < ~(a ~>c)
From (2) and (3) we obtain , using A3,

(4) a A (b Vv ~c) <~(a=~>b)Vv~(@~>c)

(5) a A~ arc)<~((a~>>b)Ar (a~>c))
From (1) and (5) we finally obtain
~(@ > (b Arc)) <~(a~>b) r (a~>c))

(€C) a~»> (bac)< (a+>b)Ar(a~c)

In first place let us prove that:
(1) if X <y then a »x < a~>y
which is equivalent, by A10, to:
(1') <f x <y, then a A (a »x) <y

From N9 and N3 we obtain

anrn(a>x)=anr(~avx)=(anr~a)v (aa x)

By A9, (a A~ ~a) < (a A x), so we can write

a A (a»x)<anArxc<x
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Then, if x < y: a o (a » x) < Y. From b A c < band bac < b
and b A ¢ < ¢ we obtain, using (1).

(2) a~> (bac)<a->h»n

(3) a > (bac)<a->cg
From (2), (3) and A4 we obtain
a~>(barac)<(a~>0>b)a (a » ¢)
(D) (@>b) A (a>c)<a- (b A ¢)
By A1, a >+ b < a » b; then, by A10,
(M) a A (a+D>b) <b
In the same way:
(2) aaA (a~+c)<c
Applying A4 to (1) and (2) we obtain
a s (a~>Db)a (a-~> c) <bac

which is equivalent, by A10, to

(@a~>b) A (@a~+c)<ao> (b A ¢)

From (A), (B), (C) and (D) we obtain N10.

PROPERTY N11. (a A b) »c =a -+ (b » ¢)

This formula has been established by A. Monteiro [6], using



transfinite induction. We give here an arithmetical proof:

(A) (@ Ab) >c<a-»> (b~ c)

By axioms A1 and A10, we can write

—
il

((@ A b) +c) » ((@a rb)~c)

(@ Aba ((anrb)>c))»c

(@ A ((@aarb) >c)) > (b~c)

((aAb)—>C)—>(a—>(b—>C))

which proves (A).

(B) (@=> (b>c)) < ((@~>b)~c)

By N8, (~b vec) < b » ¢, then

(1) a A (~bve)<b-»c

By axiom A9, we can write

(2) a A~a < b+

From (1) and (2) we obtain, applying A3,

a A (~av~bvc)=(aa ~a) v (@a A (~bvec))<bo>c

Then, by axiom A10,
(3) bAaa (~av~bv c) < c

From N3 and N9 we obtain:

11
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baanan (~av~bvec)

baanar (~av (b))

baan(a> (b~ c))
which, using (3) gives:
baaan (a- (b~>2¢)) <c
Then, applying A10
a~> (b>c)< (@anrnb)>c
€) ~(@ab)>c)<~@~> (b~+c))
By axiom Atl:
(1) ~((aAb)—>c)<(aAb)A~c=aA~(~bvc)
and, by axiom A6:
(2) a An~(bvec)<n~(a-~> (~b v c))
From (1) and (2) we obtain
(3)  ~(@ ab) »c) <~(a> (~b v c))
Let us prove

(4) If ~x < ~y, then ~(z » x) < ~(z » y)

(bAaA~a)v(bAaA(~bvc))
(bAaA~a)v(bAaA(b—>c))

12

Surely, by A5, ~(z » X) < z A ~x; from the hypothesis we ob-
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tain: z A ~x < z A ~y, Then, we can write ~(z > Xx) < z A ~y,
Besides, by axiom A5, z A ~y < ~(z - Y). So we can write
~(z > x) < ~(z > y), and property (4) is proved. From axiom
A6 and (4) we deduce:

(5) ~(@~> (b vec)) <~@a~> (b~ c))

(D) ~(@~ (b~>c)) <~((arb)~+c)
By axiom A5, we have
(1) ~@ > (b~>c)) <aar~(b>c)
Also, by A5, we have: ~(b » ¢c) < b & ~c, from which we obtain:
(2) a A ~(b +>c) < a A (b A ~c)
From (1) and (2) we obtain:
(3) ~(a > (b>c)) <aAb A ~c
By axiom A5, we have:
(4) (@ A B) A~ < ~((aab)~c)
From (3) and (4) we obtain
~@ > (b ~>c)) <~((a rnb)»c)
From (A), (B), (C) and (D) we obtain property N11,

4. THEOREM. Let (A,1,~,+,A,v) be q system formed by 1°) a

non empty set A, 2°) an element 1 € A, 3°) a unary operator ~
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defined on A, 4°) three binary operations, +>,A, VvV defined on

A, and assume that properties N1-N11 agre verified. If 1x =

=X > ~1, then the system <A,1,~,1,+,A,V> 18 a Nelson Algebra.

Proof. Axiom A11 is verified by definition. The other axioms
have to be proved. Let us first prove the two following lem-
mas:

4.1. LEMMA. I1f a < b then a » b = 1.
Let a = a A~ b. Applying N7, N10 and (B) we obtain:
T=a »a=a ~ (aAb)=(a~>a)r (a~>b)=1~a (a >b)=a ~+>b
4.2. LEMMA. a > b = 1 4f and only <f a = a A (~ra v b).
(A) Assume that
(1) a~>b =1
Then, applying (1) and N9, we obtain
a =aarl=an(a+>b)=ans (~av b)
(B) Assume that
a =aA (~a v b)
Applying N9 we obtain
aArnf(a~>Db)=anr(~avhb)=a

i.e.: @ < a > b. Now by Lemnma 4.1, N11 and (a)
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T =a~> (a~>b) = (an a) >b =a~+>0p

Now, we shall prove axioms A1-A10 referred to, 1in definition
2.3,

Axiom Al. If we write a < b for a -~ b = 1, we have (1a)
a < a, and (1b) If a < band b < ¢ then a < c,

(1a). It is an immediate consequence of NI
(1b). Let us consider a < b and b < c, i.e. a > b =1 and
b>c =1, By lemma 4.2 we can write:

>

(M a = a

(2)

(~a v b)

o
1]
o
>

(*b v ¢)
From (1) we obtain, by N5 and N'5,
(3) ~a = ~a v (a A ~b)

Applying successively (1) and (2); N3, N2 and (3); N3 and N3 ;
N'2Z and N'2; N3, (2) and (1) we obtain:

a A (~aveg) = aA(~aVb)A(~aV(aA~b)VC)

(~araAn(~avb)) v ((ar~b)aaa (~avb)) v

V.(c A anAr (~a v b))

(~ara) v((aa~b) A (~aVvb)) v((cAra)a(~avb))

(~anra)v(braaa~b) v (~anc rAa) v (bacaa)

((ranra)v (baa A~b) v(bacaa)

aAr(~a v(ba~b) v(bve))
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=a A (~a v (ba (~b v c)))

a A (~a v b)

= a
Then, by lemma 4.2, a - ¢ = 1, i.e. a < ¢,

Axiom A2, The system (A,1,~,A,V) 45 q Morgan algebra, and
a < b 7Zs equivalent to a > b = 1 gnd ~b » ~a = 1,

(A) It is immediate, from N1-N5 that the system is a Morgan
algebra.

(B) If a <b thenm a > b =1 agnd ~b » ~3 = 1.
Let us suppose a < b. Then by lemma 4.1 a + b = 1. On the

other hand, if a
write ~b » ~a = 1,

A

b then ~b < ~a, So, by lemma 4.1, we can

) If a >b=1and ~b » ~a = 1, then a < b,

Let us suppose a + b = 1 and ~b » ~a = 1. By lemma 4.2 we have

1

(1) a
(2) ~b

a A (~a v b)

~b A (b v ~a)
Applying N3 to (1) and (2), we obtain:

(3) a
(4) ~b

(@ A ~a) v (a A b)

(*b A b) v (~b A ~a)

From N4, (4), N'S5, N5 and N4 we obtain:
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(5) b= ~b=~(~b Ab) A~(~b A ~a) =

(b v ~b) A (~~b v ~~a) = (b v ~b) A (b v a)

Applying successively (3) and (5); N3, N6, N2 and N2; N3,
N3, (5) and (1), we obtain:

a Ab = ((ar~a)v(aab))a(b vV~b) A (bvVa)

((@ar~a) a(dv~b)a(bva))v ((arb) a (bv~b) A (bva))

fl

((arn~a)ar (bva))v (aab)

(a A~a) v (anrb)

a A (~a v b)

= a

Then, we can write a < b.

Axiom A3, If a < c and b < c then avb«<ec,

A. Monteiro has proved that, in a Nelson algebra the e-
quality (avb) > c = (a = c) A~ (b > ¢c) holds: so that in par
ticular, we have:

(@ >c) A (b>c) < (av b) » ¢

from which we immediately obtain axiom A3,

This equation was proved by A. Monteiro in the following
way:

I

(A) If x Y thenm a » x < a >y,

]

From x X Ay we obtain, applying N10,
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a->x=a+(x/\y)=(a"x)’\(a‘*}’)

i.e.: a *x <a »>y,

(B) If a ~nx <~a Vb then x < a - b,

Let a A x < ~a v b, Then, by N9,

(1) a AX <a A (~avb) =aar(a->b) <a>hb.

From (1) and (A) we obtain

(2) a > (a AXx) <a -+ (a > b)

From

(3) a > (a A x)

(@ »a) a(a>x)=147r(a+x)=a2a>x
and

(4) a » (a >~ b)

(arna) sb=as>b

we obtaina - x <a > b. Fromx < a >x and a > x < a - b,
we have x < a > b,

() aArn(a@a>rc)yar(b=>c)<~bve

Applying successively N9, N3, N6, N3, N8, N3, N3 and N'2 and
N'2 we obtain:

aanfa-+»c)ar(b~>c)

a A (~ravc)a(b-c)

(aa~a A(b »c)) v (aaca(b~>c))

(@ A~a) A (b>c)) v (@~ c)



= ((bv~b) A (b+c))v (aac)

= (ba(b>c))v(~ba(b+c))v(anc)
=(bAa(bve) vbyv (aac)
=(@aarc)v (bac)v (ba-~b)v~b
= ((@avb)ac)v~b

C Vv ~b,
(D) aAnf(a->c)a(b+>c)<~avece

Applying N9 we have aAr(a>c)n(b=>c) =

=a A (~avec)a(b>c)<~ave

(E) a A (a~+c)a(b~+>c)

IA

~(a v b) vc
From (C) and (D) we have
arn(a+c)a(b+c) s (~av ) A (~bveg)=~(@@ayv b) A ¢

(F) ba (a+c)a (b~ c)

IA

~(a v b) vce
(F) is a consequence of (E), replacing a by b.
(G) (@->c)a(b>c) < (anb)>c
From (E) and (F) we obtain
(@ vb) a(a>c)ar (b~ c) <~(avb)vece

Then, by (A)

(a—>c)A(b—>c)S(aVb)~>c

19



Axiom A4, If a < bgnda < c then a < b A c.

Let a < b and a < ¢, that is

i}

(1) a->b 1,

(2) a -+ c¢ 1
From N10, (1), (2), and (@) we have
a—>(b/\c)=(a->b)/\(a—>c)=1/\1
-i.e.: a < b aAc.
Axiom A5. ~(a -+ b) < a A ~b.
By axiom N8, ~a v b < a - b, and therefore
(1) ~(@ > b) < ~(~a v b) = a a ~b
By lemma 4.4, we obtain from (M
~(@ > b) » (a A ~b) =1
Axiom A6. a A ~b < ~(a - b)

We shall prove the equality

(1) ~(~avb)+~(a—>b)=1
i.e.:

(2) (@ A ~b) » ~(a » b) = 1

which is equivalent, by lemma 4.2 to

20
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(3) a r~b= (aA~b) A (~(a a ~b) v ~(a > b))

Applying ~ to both members in (3) we have the equivalent
equality:
(4) ~a vb=~avbv(aar~ba (a - b))

which we can write, using N8,

(5) ~a v b

~a vbv(aa (~avb)a ~b)
and since this equality is verified, the same occurs with (M)

Axiom A7, a < ~7a.

This result is obtained replacing b by 0 in axiom A5 and ob-
serving that ~~a = a and a -~ 0 = Ja.

Axiom A8. ~7a < a.
We obtain it replacing b by 0 in axiom A6.
Axiom A9, a A ~a < b.

By N8 ~a v b < a » b, and therefore ~a < a > b. Then, by lem
ma 4.1, we obtain.

(1) ~a > (a +b) =1

From (1) and N11 we obtain (~a Aa) »b = 1, i.e.
a A ~a < b,

Axiom A10. a < b »c¢ <s equivalent to a A b < c.
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It is enough to observe that, by property N11, a > (b ~» c)=1

is equivalent to (a A b) - c = 1. This end our proof.

5. CONCLUSION. From theorem 3 and 4 we obtain a definition
of Nelson algebra, which, cf. [3], is the following:

5.1. DEFINITION. ©rLet CA,1,~,A,v,>) be g« system constituted
by 1°) a non-empty set A, 2°) and element 1 e A, 3°) a unary
operator ~ defined on A, 4°) three binary operations: A, vV, >
defined on A, Such a system will be called a Nelson algebra
1f we define 1x = x > ~1 , and <f the following axioms are

verified:

NT. a Vvl =g

N2Z. a A (aVvb)=a

N3. anrn (bvec)=(cara)Vv (baa)
N4, ~~a = a

N5, ~(a A b) = ~a v ~b

N6 . (@ ~n~a) A (bVv~b) =a A ~g

N7. a »a =1

N8. (a > b) A (~raVvb)=~avh

i

N9. a A (a > b) a A (~ra vb)

N10. a » (b A ¢) (a > b) A (a +c)

N11. a » (b » ¢)

(a A~ b) »c
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GENERALISATION D'UN THEOREME DE R. SIKORSKI
SUR LES ALGEBRES DE BOOLE ;

PAR

Antox10 MONTEIRO.

Nous nous proposons dans cette Note de généraliser le théoréme
suivant de Roman Sikorskr [3] :

1. THEOREME. — Si A est une algébre de Boole, S une sous-algébre
de A, C une algébre de Boole compléte, h un homomorphisme.de S dans C;
alors il existe un homomorphisme H de A dans C, qui prolonge h,
c’est-a-dire tel que H(s) = h(s) pour foul seS.

Rappelons, tout d’abord, qu’un homomorphisme de I'algébre de
Boole A dans une algébre A’ de la méme nature peut étre défini comme
une application h de A dans A’ qui vérifie les conditions suivantes :

(o) h(o) = o,

(1) h(1) =1,

(2) h(z V y) = h(@) v h(y),

3) h(x A\ y) =h(@) A h(y),

puisque, de ces conditions, on déduit tout de suite que h(—x) =— h(z).

Cette remarque justifie la terminologie adoptée dans la définition
suivante :

2. DEFINITION. — Une application d de Palgébre de Boole A dans
‘l'algébre de Boole A’ est un demi-homomorphisme si d vérifie les conditions
suivantes :

(drn) d(1) =1,
(d2) d@Vy)=d@ VdQy).

Pour définir un « demi-homomorphisme » on pourrait choisir les condi-
tions (1) et (3), ou bien (o) et (2), ou bien (o) et (3). Les applications qui

BULL. SC. MATH. —— 2¢ SERIE, T. 89. — 1965. 5



66 A. MONTEIRO.

vérifient les conditions (o) et (2) ont été étudiées par B. JOnsson et
A. Tarski1 [2] sous le nom de « fonctions additives et normales », et par
P. HaLmos [1] sous le nom de « hemi-homomorphismes ».

On voit de suite qu'un demi-homomorphisme est une application
monotone, c’est-a-dire
) Sid=Za’, alors d(a’) =d(a").
ce qui est équivalent & dire que d(a’' )\ a”) =d(a’) A d(a”).

En outre,
(5) —d(a) =d(—a), quel que soit agA.

En effet, comme a \/ —a =1, nous aurons d(a) \/ d(—a) = d(1) =1,
d’ott T'on déduit (5).

Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant qui a une

forme analogue a celle du théoréme de Hahn-Banach pour les espaces
vectoriels sur le ‘corps des nombres réels.

3. THEOREME. —— (') Si A est une algébre de Boole, S une sous-algébre
de A, C une algébre de Boole compléte, d un demi-homomorphisme de A
dans C, h un homomorphisme de S dans C, lel que :

(D) h(s)=d(s) pour tout s€S;

alors il existe un homomorphisme H de A dans C tel que :
(I) H prolonge h;

(II) H(a) < d(a) pour tout acA.

Si § = A, nous aurons H = h. Supposons donc que S3# A. Soient x
un élément de A tel que r¢S, et B la sous-algébre de A engendrée
par I'ensemble | x| U S. Nous allons démontrer, tout d’abord, qu’il existe
un homomorphisme H de B dans C tel que
¢ H prolonge h,

(I1) H(b)d(b) pourtout beB.

On voit de suite que B est I'ensemble de tous les éléments de la forme
(6) b=(E"Ax)V (s"A—2), ous,s"eS.
Remarquons, avec R. Sikorski, que la représentation d’un élément b

de B sous la forme (6) n’est pas unique, en général; c'est-a-dire on
peut avoir :

CADVE"A—8) =(s A2) V (: N —2),

avec §', s”, s, 5;€ S sans que les deux égalités s'=3s,, s"=s, soient
simultanément vérifiées.

(") Ce résultat a été présenté & la réunion de I'Union Matematica Argentina,
le 10 octobre 1964, ‘



GENERALISATION D'UN THEOREME SUR LES ALGEBRES DE BOOLE. 67
D’autre part si 'on veut que H soit un homomorphisme de B dans C
que prolonge h, on doit avoir nécessairement
H@)=H((s' A2V (5" AN—2))
=H(s"Ax)\V H(s" N—1x)
=H(E) A H@) V (H(s") A\ H(—1))
=G ANH@) V (h(s") A— H(2))

et nous avons a choisir la valeur H(x) de telle maniére que si 'on pose
pour chaque beB :

(7) H(®) = (h(s) N H@) V (h(s") A— H (2)),

la valeur H(b) donnée par cette formule soit indépendante des coeffi-
cients s’, s” choisis pour représenter b sous la forme (6), car autrement H
ne serait pas une application de B dans C.

R. Sixorski1 [3] a déterminé les conditions nécessaires et suffisantes
que doit vérifier H(z), pour que la formule (7) définisse effectivement
une application de B dans C.

Remarquons tout d’abord avec Sikorski que si s, s, sont des éléments
de S tels que

¥ $ LT 8,
on doit avoir

(9 H(s)) = h(s)) < H(x) < H(s:) = h(s.).

Comme C est une algébre compléte, les éléments

(10) m =\ /hes),

i<
HES

(:1) M=/Vmg

T LSy
HE S

existent et sont univoquement déterminés par la sous-algébre S et
I'élément z.

La formule (9) montre que H(z) doit vérifier les conditions :

Kr) mZH(@) <M,

Pour démontrer qu’un tel élément H () existe, il faut et il suffit de
démontrer que
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4, LEMME. — m,~M,.

En effet : de la formule (8) on déduit que s,-—s,, donc h(s,) < h(s.),
d’ou I'on déduit que m,~ h(s.), ce qui entraine m, = M,. Cela montre
bien qu’il existe un élément H(z) vérifiant la condition (K1).

SIKORSKI a aussi démontré — et c’est la partie la plus difficile de son
raisonnement — que la condition (K1) est aussi suffisante pour que
la formule (7) définisse une application de B dans C.

Nous supposons connu ce résultat de Sikorskr1 [3].

Nous allons donc supposer, a4 partir de ce moment, que H(x) vérifie
la formule (K1); alors on voit de suite que l'application H, définie
par (7), est un homomorphisme de B dans C que prolonge h.

Il reste donc & montrer que parmi les valeurs H(r) qui vérifient (K1)
on peut en choisir une de telle fagon que

H(b) <d(b) pour tout beB,
ce qui est équivalent &

a1 § (RGN H@) V (R(s") A—H (@) <d (s A7) V (3" N —2)),
! quels que soient s’, s"€ S.

En particulier, en posant s"=o0 et s = o il faut que
(Ir) h(s) A\ H@)<d(s' )\ 2) pour tout s’ €S,
11" h(s"y N—H(x) —~d(s" A\—=zx) pour tout s"eS.

D'autre part, en utilisant la condition (d 2) de la définition 2, on
voit de suite que (II) est une conséquence de (Il et (I1").

En remarquant que la condition a A\ z— b (respectivement a A — x < b)

est équivalente & x—~—a\/ b (respectivement a a N—b=x), (I)
et (I1") peuvent s’écrire sous les formes équivalentes :

(I1A) H(z) Z—h(s') \ d(s' A\ 2) pour tout s’ €S,
(IIB) h(s") N\—d(s" N\—zx) < H(x) pour tout s"eS.

Cela signifie que H(x) doit vérifier la double inégalité
h(s") N\—d(s" N—2) < H(x) Z—h(s') \/ d(s' \ ),

quels que soient s', s S.

Si nous posons :

(12) mo=\ [ (h(s") \—d(s" A —),
S ES
(13) M.= [\ (—r6) v d(s' o)),

s es
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alors pour que la condition (1I) soit vérifiée il faut et il suffit que la
valeur H(z) soit choisie de telle facon que

(K 2) my = H(x) = M,.
Des conditions (I{1) et (K 2) on déduit que
(K) m N my=H(x) =M, \ M,.

Pour qu'’il existe un élément H (z)  C vérifiant (K) il faut et il suffit que
X" m\ my<Z M, \ M,.

Pour démontrer qu’il en est ainsi, et si nous tenons compte du
lemme 4, il nous reste a démontrer les trois lemmes suivants :

5. LEMME. — m,< M,.
Démontrons tout d’abord que
(14) h(s")y N—d(s" A — ) Z—h(s') \/ d(s' \ z) pour tout s, s"€8S.

Cette proposition est équivalente a la vérification de chacune des
inégalités suivantes, pour tout s, s"e€S :
h(s") =—h(s') V d(s' A\ 2) V d(s" A—2),
h(s) N h(s"y = d(s' A 2) v d(s" N —a),

(15) h(s" N sy =d((s" A 2) V (5" A —2)).
Remarquons d’abord que par hypothése
(16) h(s" A\ s") < d(s' A\ s"),

étant donné que s’ A s” e S,

D’autre part,

S,/\ s//=sl/\ S///\ (x\/_x)
=EASADVEAS A=) Z(s'A2) V " AN—a),

d’ou en tenant compte de la monotonie de d,
(17) A"\ s)<=d((s" N z) V (5" \—2))
et (15) est une conséquence de (16) et (17).

La formule (14) étant démontrée, on en déduit :
(18) my=—h(s') V d(s' A ) pour tout s'eS,

d’olt m,< M, et le lemme est démontré.
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6. LEMME, — m, <~ M..
Montrons que

(19) Sis,<zels, s €S, alors h(s)) Z—h(s") \V d(s" A ).

La condition s, -~z est équivalente 4 : s, = s, N z, donc pour tout '€ S
nous aurons

h(s)) A\ R(s") = h(s; A s Zd(si N\ s")
=d(s AT AS)Zd($ A x) A d(s,) = d(s' \ z),
c’est-a-dire
h(s)) =—h(s') v d(s' \ ),
C. Q. F. D,
De (19) on déduit

m ~—h(s') \/ d(s' A £) pour tout s'e S,
d’oll m, =M, et le lemme est démontré.

7. LEMME. — m,—-M,.

Montrons d’abord que
(20) Sixz<s, et s, s"eS, alors h(s"y N—d(s" N —x) < h(s:).

La conditionz s, est équivalente 4 —s, ~—, soit 4: —s, =—35 A—2z;
donc pour tout s” €S nous aurons

h(s"YA—h(s;) = h(s" N—s.) < d(s" N\ —s.)
=d(E"AN—s; N\—1) = d(s" N—ax) ANd(— $:) Zd(s" AN—2x),

d’out T'on déduit
h(s"y AN—d(s" N —x) < h(sy),
C. Q. F. D.

De (20) on déduit m,— h(s:) pour tout s,eS tel que z<s,
d’ol my= M, et le lemme est démontré.

Des lemmes 4 4 7 on déduit (K') et alors il existe un élément H ()
vérifiant (K),

Pour ce choix de H(z) la formule (7) définit un homomorphisme H
de B dans C qui prolonge h et que vérifie la condition H(b) < d(b)
pour tout beB.

La démonstration s’achéve par induction transfinie.

Soit © la famille de tous les couples (B, H) formés par une sous-
algébre B de A et un homomorphisme H de B dans C, vérifiant les
conditions suivantes :

(C1) S=B,
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(C2) H est une extension de h, c’est-a-dire

H(s) = h(s) pourtout seS.
€3 H(b)~d(b) pour tout beB.
Cette famille © n’est pas vide car (S, h)eo.

Etant donnés deux couples de © : (B, H) et (B, H') nous écrirons
(B, H)=<(B', H') pour indiquer que :

(o1) BCp
(02) L’homomorphisme H' est une extension de H, c’est-a-dire
H'(b) = H(b) pour tout beB.

On voit de suite que cette relation binaire =% définie sur © est réflexive,
transitive et anti-symétrique, donc < est une relafion d’ordre.

L’ensemble ordonné © a la propriété suivante :

ProprieTE P. — Si (B, H)eo el B;£ A alors il existe un couple
(B, H')€ 0 tel que (A) (B, H) < (B, H'); (B) BB

En effet, soit £ un élément de A tel que x¢ B, et soit B’ la sous-
algébre de A engendrée par I’ensemble {x}uB, donc
(o1") BCB.
En appliquant le méme raisonnement que nous avons indiqué précé-

demment on démontre qu’il existe un homomorphisme H' de B’ dans C
tel que :

(02") Thomomorphisme H’ est une extension de H;
(C3) H'(b') <d(b') pour tout b’ eB'.
De (C1), (C2), (or’), (02"), (C3') on déduit que (B’, H')€ 0, et en outre
les conditions (A) et (B) sont vérifides,
Montrons maintenant que I’ensemble ordonné © est inductif supé-

rieurement. Soit { (B, H,)!,c; une chaine de O, nous avons & montrer
qu’il existe un couple (B, H)eo tel que :

) (B H) <X (B, H) pour tout iel.

La famille { B; !;¢, étant une chaine de sous-algeébres de A, la réunion

des ensembles B, :
B=|B
iel
est une sous-algébre de A, telle que
Cr) SCB.
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Nous allons définir maintenant un homomorphisme de B ‘dans C.
Pour cela, soit be B, alors il existe tout au moins un indice iel tel
que beB,

Posons
(21) H(b) = H,(b).

Nous avons a montrer que H est une application de B dans C. Pour
cela il suffit de montrer que la définition de H(b) donnée par la
formule (21) ne dépend pas du choix de I'indice i €l vérifiant la
condition beB,.

Soit j€I un indice tel que be A ;. Par hypothése nous avons :
Soit (B, H) < (B;, H)) soit (B, H,) < (B,, H)).

Supposons par exemple que (B, H)) =(Bj, H)). Comme beB, et H,
est une extension de H,, alors H,(b) = H ;(b) et il est clair que la
formule (21) définit une application de B dans C. On montre de suite
que H est un homomorphisme de B dans C et en outre les conditions (C 1),
(C2), (C3) sont vérifiées, donc (B, H)yeo.

D’aprés les définitions de B et H, les conditions

(Oli) BiEB;
(02,) H est une extension de H,

sont vérifiées pour tout i€ I. Cela montre que (Z) est vérifide et © est
bien inductif supérieurement.

Par le théoréeme de Zorn, étant donné (S, h) 1l existe un élément
maximal (B, H)€© tel que (S, h) < (B, H), et d’aprés la propriété P
on doit avoir B = A4, ,

L’homomorphisme H défini sur B = A vérifie les conditions (C1),
(C2), (C3) et le théoréme est démontré.

8. CoroLLAIRE. — Si d est un demi-homomorphisme de I'algébre de
Boole A dans I'algébre de Boole compléte C el si a,2 o, a,€ A, alors il
existe un homomorphisme de A dans C tel que : 1° H(ay)) =d(a,)
2° H(a) < d(a) pour tout acA.

Soit § la sous-algébre de A engendrée par I'élément a,; il est clair
que S='{oju{a}juf{—a}uf 1.

Si ay =1, 'ensemble S contiendra seulement les éléments o et 1.

Posons h(a,) = d(a,), h(— a)) =—d(as), h(1) =1, h(o) = 0. On voit
de suite que h est un homomorphisme de S dans C.

En outre h(s) <d(s) pour tout seS [pour vérifier cette inégalité
pour s =—aga, il suffit de tenir compte de 9)].

En utilisant le théoréme 2, on obtient ’homomorphisme H indiqué
dans I’énoncé du corollaire.
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‘

La restriction a,3# o est nécessaire car autrement on devrait avoir
h(o) = d(o) = o tandis qu’en général d(o) = o.

Remarques. — 1° Si T'on définit un demi-homomorphisme au moyen
des conditions (1) et (3), I'énoncé du théoréme 3 n’est pas valable.

Pour voir qu’il en est ainsi, considérons I’algébre de Boole A dont
le diagramme est indiqué sur la figure, et soit C I'algébre de Boole
contenant les deux éléments o et 1. "

/N T
O/ \O
NS

ol 8

L’application de A dans C définie par les conditions d(1) =1,
d(o) = d(a) = d(b) = o, vérifie les conditions (1) et (3).

Considérons la sous-algébre S={o, 1} de A et Phomomorphisme
de § dans C défini par h(o) =0, h(1) =1.

I est clair que h(s) < d(s) pour tout seS. Il n’existe aucun homo-
‘morphisme H de A dans C qui soit un prolongement de h vérifiant
la condition H(z)<d(x) pour tout xe€A, car on devrait avoir
H(o)=H(a)=H(b) =0 et comme H(1)=h(1)=1, cette transfor-
mation H ainsi définie n'est pas un homomorphisme de A dans C.

20 Le théoréme dual de (3) est valable.

30 Le théoréme 1 est un cas particulier du théoréme 3; pour voir
.qu’il en est ainsi il suffit de supposer que d(a) =1 pour tout acA.

4° Le théoréme 3 est encore valable si nous supposons que le demi-
homomorphisme vérifie la condition d(o) = o.

5¢ R. Sixorsk1 [3] a montré que le théoréme de M. SToNE [4'1], d’aprés
lequel « chaque idéal propre de A est contenu dans un idéal maximal »
est un cas particulier du théoréme 1. Ce résultat peut aussi étre obtenu
en utilisant le théoréme 3. En effet soit I un idéal propre de A. Consi-
dérons l'application d de A dans I'algébre de BRoole C ={o, 1} définie
de la maniére suivante :

d(a) =1 si agl,
d(a)=o si ael.
I est évident que d est un demi-homomorphisme de A sur C.

Réciproquement, si d est un demi-homomorphisme de A sur C, alors
Pensemble I des éléments ae A tels que d(a) = o est un idéal propre de A.
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Soit maintenant h I'application de la sous-algébre S — {o,1}) de A
dans C définie par h(o) = o, h(1) =1; il est clair que h -est un homo-
morphisme de S dans C tel que h(s) <d(s) pour tout seS. Il existe
donc un homomorphisme H de A dans C tel que H(a) <d(a) pour
tout a€ A, d’ou I'on déduit que H (i) = o pour tout iel.

Le noyau M = H~*(0) de cet homomorphisme H est un idéal maximal
de A qui, d’aprés ce que nous venons de dire, contient I'idéal I.

6° Montrons que le théoréme de M. StonE [4] d’aprés lequel « chaque
idéal propre I de A est Uintersection d’idéaur mazimauxr » est une
conséquence du corollaire 8.

Pour cela il suffit de démontrer que pour chaque élément a, de A
tel que a,¢ I il existe un idéal maximal qui contient I sans contenir a,.

Soit d le demi-homomorphisme de A dans C défini par d{(a)=o
si ael, d(a)=1 si ag ]l

Comme a, o par le corollaire 8 il existe un homomorphisme H de A
dans C tel que : 1° H(a) = d(a,); 2° H(a) <d(a) pour tout acA.

D’apres la condition 2° on voit que le noyau de H : M = H-'(0) est
un idéal maximal de A qui contient I'idéal I et comme d(a)) =1 la
condition 1° montre que a,¢ M et la démonstration est terminde.
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MONADIQUES-I.

Anténio MONTEIRO

(Received April 26, 1967)

§1. Intreduction La notion d’algébre de Boole monadique joue, d’aprés
P. Halmos. un réle central dans 1’étude du calcul fonctionnel monadique. La
notion d’algébre de Lukasiewicz (trivalente) introduite par Gr. C. Moisil,
joue un rdle analogue dans étude du calcul propositionnel trivalent de
Lukasiewicz.

Nous nous proposons d’indiquer dans cette note une construction £ qui
permet d'obtenir 4 partir de chaque algébre de Boole monadique A une
algébre de Lukasiewicz (trivalente) que nous représenterons par la nota-
tion L (A).

Pour démontrer que -£(A) est une algébre de Lukasiewicz nous utili-
serons des résultats de la théorie des N-attices de Helena Rasiowa.

Aprés que ce résultat fut obtenu, Luiz Monteiro et Lorenzo Gonzalez
Coppola ont démontré que -L£(A) est une algébre de Lukasiewicz (trivalente)
sans utiliser la théorie des N-lattices. Nous renvoyons donc le lecteur ne

>

connaissant pas cette derniére notion au travail de ces auteurs [20], qui
a un caractere techniquement plus simple.

Nous avons aussi démontré qu'étant donné une algébre de Lukasiewicz
(trivalente) L il existe une algébre de Boole monadique A telle que L(A)
=L, ce qui montre I'importance de la construction L. La démonstration
de ce second résultat sera exposée ailleurs, pour ne pas alonger cette note.

§2. Les Algébres De Lukasiewicz Trivalentes. La notion d’alge-
bre de Lukasiewicz (trivalente) introduite par Gr. Moisil ([11], [12], [13],
[14], [15]), peut étre définie ([17], [19]) de la maniére sujvante:

2.1. Définition: Un systéme (A4, 1, F, — N, U) formé par: 1°)
un ensemble, non vide, A, 2°) un é&lément l€A, 3°) deux opérations
monaires —, F, et deux opérations binaires U, M définies sur A, sera dit
une algébre de Lukasiewicz trivalente si les axiomes suivants sont vérifiés:

L1) zN(xUy) ==
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L2) zN(yU) =GN U U)
L3) ——x=x

L4) —(xNy)=—xU—y

L5) —xzUPx=1

Lé6) x(\—x=—x(WWx

L7) V(xNy) =rzNFy

Pour abréger nous dirons aussi que A est une algebre de Lukasiewics.

~Pour identifier cette définition avec celles qui ont été indiquées par Gr.
Moisil on doit poser Pz=pur et —x=Nz. P est donc le symbole que
désigne lopération de possibilité. L’opération de nécessité est définie par
la formule Ap=—p—p.

Les algébres de Lukasiewicz jouent dans ’étude du caleul propositionnel
trivalent de Lukasiewicz ([6] , [71, [81, [9]), un réle important et analogue
a celui des algébres de Boole dans I’étude du calcul propositionnel classique.

Parmi les propriétés des algébres de Lukasiewicz indiquons les suivantes:

L8) Le systtme (4, U, N) est un réticulé distributif.

L9) 1 est le dernier élément de A, Cest-a-dire xN1=z.

L10) —(@Uy) =—zN -y

L11) 1 —z=(zN-2)N (YU —-y)®
Li2) PPx=px

L13) xUPx=Fx

L14) V(xUy)=rzUry

L15) V—Px=—-px

L16) Principe de détermination de Moisil: Si § a=Vb et 4a=4b alors
a=b ([11], [12]).

Rappelons que le calcul propositionnel trivalent de Lukasiewicz a été
défini par cet auteur ([6) » [7]), au moyen d’une matrice caractéristique
M formée par trois &léments M= {0,%,1} sur laquelle sont définies: une
opération unaire — (la négation) et une opération binaire )— (I'implication
contraposable) définies par les tables suivantes:

)— 0 3 1 z | —x
0 1 1 1 0 1
3 3 1 1 3 3
1 0 3 1 1 0

(1) Pour la démonstration de cette régle voir [17].
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Les opérations de disjonction (|J) et conjonction (M) sont définies
sur M par les formules:

D alUb=(a)—b)>—b
©) aNb=—(—alJ—b)
et ont pour tables:
N0 1 Ul o 3 1
0 ’ 0 0 0 0 0 % 1
3 c % 3 3 3 3 1
oo 3 1 111

Les connectifs de possibilité et nécessité sont définis par les formules:

(3) V= —x)>(—x2)—0) = —2)—>zx
(4) dxr=—F —x
et ils ont pour tables:
x Px dx
0 0
3 1
1 1 1

On voit de suite que le systéme (M, 1,7, —, U, ) est une algébre de
Lukasiewicz. D’autre part la connaissance des opérations M, U, —, P? sur
Pensemble M permet de déterminer Iopération d’implication contraposable
J—; car si nous posons: a—b=F —alJb, alors:

a)—>b=(a—=b) N (—b—>—a)

L’avantage des opérations U\ —, F clest qu’elles donnent origine & un
calcul souple et facile, tandis que les régles de calcul avec les opérations
J—>et—ne sont pas comodes. D’autre part dans la définition d’algébre de
Lukasiewicz introduite par Moisil, 'opération d’implication n’est pas fixée—il y
a lieu pour plusieurs choix comme I’a montré cet auteur dans ses travaux.

Dans le développement de la théorie des algébres de Lukasiewicz nous
avons fait jouer un réle central® & lopération d'implication faible — définie
par la formule

Y En réalité d’aprés la formule (2) ’opération Mpeut étre supprimée de cette liste.
» Ces études ne sont pas publiées mais elles ont été exposées dans un cours réalisé au ler.
semestre de 1963 & 1'Universidad Nacional del Sur.
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a—>b=F—alJb
et nous avons remarqué certaines analogies, au point de vue technique, entre
le développement de cette théorie et celle des algébres de Boole monadiques.
Ce fut cette circonstance qui nous a conduit & penser dans la possibilité de
construire les algébres de Lukasiewicz & partir des algébres de Boole mona-

diques.

§3. Les Algébres De Nelson. Nous aurons a utiliser certains résultats
relatifs 4 la théorie des N-attices, que nous appelons, dans cette note, des
algebres de Nelson. Cette importante notion a été introduite par Helena
Rasiowa ([22], [23]), dans Pétude de la logique constructive avec négation
forte, considérée par David Nelson [21] et A. A. Markov [10].

La définition suivante, ot ne figurent que des égalités, est équivalente

(3] & celle qui a été indiquée par Helena Rasiowa ([22], [23]).

3.1. Definition: Un systéme (4,1, —, N, U, —) formé par: 1°) un
ensemble non vide A, 2°) un élément 1€A4, 3°) une opération monaire —
et trois opérations binaires [, |J, — définies sur A, sera dit un N-lattice ou

une Algébre de Nelson si les conditions suivantes sont vérifiées:

N1) zxUJl=1

N2) xN{xUy) =z

N3) 2N YU2) =(zN2) U(yNx)
N4) ——z=x

N5) —(2Ny)=-2U~y

N6) N —z=(xN—x)N(yU~y)
N7) x—zr=1

N8) zN(x—y) =zN (—~xUy)
N9) (=) N(—zUy) = —zUy
N10) = (yN2) = (z—y) N (z—=2)
N11) r=>(y—=2) = (zNy)—>=

Nous dirons aussi. pour abréger que A est une algébre de Nelson.

Nous supporerons connues les régles de calcul valables dans ces algébres,
en renvoyant le lecteur aux travaux de Helena Rasiowa. Rappelons que
0= —1 est le premier &lément du réticulé distributif A. Outre la négation
forte (—) on peut définir les négations:

Y Une démonstration de cette €quivalence ne faisant pas intervent I’induction transfinie est
indiquée dans [2].




























































