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RECUENTO ¥ ENUMERACION DE CAMINOS ¥ DE CADERAS ELEMENTALES

RESUMEN

En este trabajo nos proponemos abordar los conocidos y frecuen-
tes problemas de recuento y de enumeracién de caminos y de ca-
denas elementales.

A tal efecto propondremos, en 1), un método para evaluar el nG-
mero de caminos elementales de longitud L > 1, entre cada par
de vértices de un multidigrafo finito.

Dicho procedimiento que fue comunicado en la XLII Reunién Anual
de la Unién MatemAtica Argentina, Tandil, octubre de 1992, nos
llevard a enunciar, en 2), un algoritmo para decidir sobre la
existencia de tales caminos.

Ademas,el procedimiento dado en 1) nos permitiréd, en 3), deter-
minar dichos caminos. Pero para esto serd mas eficiente emplear
el algoritmo que daremos en 5), que esti4 fundado en una opera-
toria diferente y fue comunicado en la XLIII Reunién Anual de
la Unidén Matem&tica, Argentina, Neuquén, octubre de 1993.

Por otra parte, de la correspondencia biyectiva indicada en 4),
resultard que los métodos en cuestibdn podrén ser utilizados pa-
ra resolver los problemas similares en el caso no dirigido.

En el apéndice nos referiremos a algunos de los trabajos en los
cuales se estudib el problema que nos ocupa.

INTRODUCCION

En lo que sigue presupondremos un conocimiento minimo de la ter-
minologia propia de la teoria de grafos. No obstante, atento a
la diversidad de designaciones de sus conceptos puntualizaremos

aquellos que nos interesen particularmente.



Entenderemos por camino elemental de lomgitud L, L 2 1, a toda

sucesién C : xl,ul,xz,uz,.. . e . de arcos ui de la

uL'xL+1

forma ui =(xi,x. ) v de pares de vértices, tales que xi # xj

i+l
si i,j e {1,...,L} (x1 Y xL+1 pueden ser iguales).

Admitiremos que cada vértice determina un camino nulo.

A C: xl,ul, ..... ,xL+1 , no nulo, lo notaremos C: xl o xL+1.
Un camino C : x1 3 xL+1 es abierto si x1 # xL+1 Yy cerrado

{en xl) caso contrario.

Habitualmente omitiremos explicitar los vértices de los caminos.

La clase de equivalencia de todos los caminos gque se obtienen

por permutacidn circular a partir de un camino elemental cerra-

do (no nulo) es un circuito elemental.

Frecuentemente, por abuso de lenguaje, suele emplearse el voca-
blo "camino" para referirse, tanto a las sucesiones de arcos y
vértices que lo definen como al conjunto de elementos que inte-
gran dicha sucesién. Andlogamente, el término "circuito” se em-
plea también para designar a los caminos cerrados gque lo gene-
ran y al conjunto de sus elementos. Atentos a nuestro objetivo
evitaremos tal identificacidén y cuando querramos enfatizar que
nos referimos al conjunto de elementos que integran un circuito

lo designaremos s-circuito.

Para el caso no dirigido cabe la introduccién de nociones simi-

lares a las de camino y circuito.



MAs precisamente, diremos cadena de longitud L, =1, a toda su-

1 i+1]'
u. entonces x. = X. ; X, = X,
] 1 3 i+l i+l

cesién C: xl,ul,,....,u de aristas ui = [xi,x

L’xL+
Si ademis, cada vez que u, =
C es cadena orientable.

Admitiremos que cada vértice es una cadena nula.

es abierta si x_ # x

Una cadena C de extremos xX_, X 1 L+1;

1 L+1
cerrada (en xl) si x1 = xL+1 y elemental si para cualesquie-
ra i=3j, 1i,j e {1,2,...L} , xi H xj (se admite x1 = xL+1).

En particular, cada arista u, de extremos X,y, X # y,'determina
las cadenas elementales abiertas x,u,y ; ¥,u,x Yy las cadenas

elementales cerradas no orientables x,u,y,u,Xx ; ¥,4,X,u,Y.

Notese que si omitimos la indicacién expresa de los vértices no
se podria distinguir entre las dos cadenas que componen cada

uno de los pares que acabamos de indicar.

La clase de equivalencia de todas las cadenas que se obtienen

por permutacién circular a partir de una cadena cerrada orien-

table (no nula) es un ciclo.

A excepcién de los pares de cadenas elementales cerradas no
orientables de longitud dos asociadas a cada arista distinta de
bucle ( son las de la forma x,u,Y,u,x ) las cadenas elementales
son orientables y por lo tanto, las cerradas gemneran ciclos.

En particular, cada par de aristas paralelas a = [x,y] = b de-
terminan 4 cadenas elementales cerradas orientables de longi-

tud dos, a saber C1= x,a,y.,b,x ; CZ= vy.b,x,a,y ; C3= x,b,v.,a,x



C4= Y'alxlb'Y°

Las cadenas 01,02

inducen C3,C4.

generan un ciclo, que es "opuesto" del que

Respecto de los vocablos "cadena" y "ciclo" es habitual un abu-
so de lenguaje andlogo al indicado con relacién a los términos

"camino" y "circuito".

Con referencia al problema que nos ocupa, notemos que asignando
a todo arco valor uno, los métodos para determinar caminos de
longitud minima 1llevan a determinar caminos elementales, pero

que no todos los elementales podrian hallarse de este modo.

Ejemplo : //////”

Observemos ademds, que para algunas configuraciones muy parti-

culares es relativamente facil deducir expresiones que permiten

obtener el nimero buscado.

Asi por ejemplo, en el completo de orden n :
- el ndmero de sus cadenas elementales abiertas de lomngitud r

(1$r<n1)es : n(n-1)(n-2)....(n-r) = Vo

- el de sus cadenas elementales de longitud r y extremos pre-

fijados iz es V::i.

- el ndmero de sus cadenas elementales, abiertas, de longitud
(n-1) coincide con el de las elementales, cerradas, de lomn-

gitud n.



Toda cadena elemental cerrada de lomngitud h 2 3 es orientable
Yy las h obtenidas por permutacién circular generan el mismo
ciclo. En consecuencia, si n 2> 3 el nlmero de ciclos elemen-
tales de longitud n en Kn es (n-1)!.

n

Por lo tanto, el de sus ciclos elementales es Z [ i

] (i-1) !

con 3 < 1i=2 n.

Finalmente, K_ ¥ Kz no contienen ciclos elementales, K. contie-

3
contiene catorce y para n > 5 el

i

ne dos de dichos ciclos, K4

nGmero de los ciclos elementales de Kn supera ampliamente a Zn.

En ( 1 ) Ali dedujo, ademds de resultados estrechamente ligados
con algunos de los anteriores, una expresidén que permite calcu-
lar el nGmero de cadenas elementales, entre pares de vértices
de grafos planares normales maximales y muestra como sucesivas
eliminaciones de vértices permitirfan aplicar sus resultados a

grafos arbitrarios.

Por otra parte, de acuerdo con los comentarios de Mathematical
Reviews y Zentralblatt fur Mathematik, Harary y Manvel ( 14 )
dieron, en 1971, una expresién que permite calcular en términos
de la matriz precedencia ( adyacencia ) el nGmero de circuitos
( ciclos ) elementales de longitudes L = 3,4,5, dando asi una
solucién parcial del problema que nos ocupa.

Obtuvieron, ademds, otros resultados parciales y una evaluacién

del nimero de n-ciclos en el completo Kn y de los 2n-ciclos

en grafos Kr

r’



1- RECUENTO DE CAMINOS ELEMENTALES

El primero de los métodos que proponemos se basa en los dos re-
sultados siguientes

A) Si P = (pi,j) es la T::riz dehprecedencia de un multidigra-
fo G la componente P de P, (h>2 1) da el n0mero de
caminos de longitud h que van desde i hasta j (no necesaria-
mente i # j).

Sélo si G carece de caminos cerrados de longitud L < h pue-

de afirmarse que todos los pih; son caminos elementales.

’

B) E1l camino ul,uz,u es elemental si y sola-

37 - ,uh,uh+1

mente si sus subcaminos : ul,. . . ,u son

h ¢ Yarr - sUpyy
elementales y abiertos. Adema&s, en tal caso, también son

elementales y abiertos u1 Y uh+1.

En particular, el camino u_,u es elemental si y solamente si

1’72
carece de bucles.

Obviamente, 8i G es de orden n existe un valor Lo < n tal que
el conjunto de los caminos elementales de longitud L > LO es

vacio.

= -0
Sea Eh ( Eh
minos elementales (caminos elementales abiertos) de longitud h.

) 1la matriz cuyos elementos dan el nGmero de ca-

Aplicando A) y B) se tiene que si existen caminos elementales
de longitud (h+l1) desde i hasta j ,eventualmente i=j, entonces

-0 -0 -0 -0
{ El ° Eh )I,J A~ ( Eh o El )1,J = 0.



La reciproca de ia afirmacién anterior es falsa; puede suceder
que al contar esos caminos uno de los que llevan desde i hasta

: s -0
j, perteneciente a ( Eo s« B h) pero no a ( E

1 he E 1) se compen-
se con otro, también desde i hasta j, que estd contado en
-0 =0 =0 =0
( Eh ° Bl ) pero no en E1 o Eh ).
Ejemplo 1 .
4
Dado el digrafo G j> qa Y poniendo . en vez de O
3
! y M1 1] i 1]
_ -0 i y _ 1 1 o 1
By =B = 1] B2 = 1 B s
i 1 ] ] . 1_ i ]
[ o r. . 1] [ 1]
—o o -o _o - . 1 - 1 1 .
A=(E) o BE) (B, -« By)=f |~ = }
L 4 L g L’ J

Puede verificarse que la unidad de ( A ) corresponde al ca-

1,4
=0

mino elemental a,c,d. A su vez las unidades de ( §§ 0 32 )2 3
_o ’

.—o . .
y de ( E2 ° E1 )2 3 representan, respectivamente, a los caminos

b,a,c ; c,d,e que implican ( A )2 3 = 1, afn cuando no hay

camino elemental de longitud tres desde 2 hasta 3.

vVisto que pfza—g > 2 ufocamlno u1 27 . ;,uh +1 esti en Elaxh
pero no en Eh°El ( en Eho 31 pero no en Elth } 8i v soclamente
si ul,uz. ,uh { uz,ua,. . . ,uh+1 ) es camino elemental

cerrado, para evitar situaciones como la del ejemplo anterior



basta asegurar que al calcular el infimo en cuestiém solamente
. , -0 =0 =0 =0

se considerarin pares de unidades de (31°gh)i,j y de (Ehogl)i'j

que representen, respectivamente, sucesiones de arcos con un

mismo primer ( Gltimo ) arco.

Las notaciones y operaciones que consideraremos a continuacién,
nos permitirin tener en cuenta cual es el primero de los arcos

de los distintos caminos y posibilitarin la evaluacién buscada.

Es claro que representando cada conjunto de arcos paralelos en
G por uno dnico, la determinacién de sus caminos puede reducir-
se a la bisqueda de caminos en el digrafo G asi obtenido.

En efecto,los caminos de G se obtendran substituyendo en los de
G y de todas las formas posibles, cada arco de G por alguno de
los de G que representa.

En G habri tantos arcos de vértice inicial i como conjuntos de
arcos paralelos con vértice inicial i en G. Luego d;(g) < dI(G).
Convendremos que cada conjunto de arcos paralelos en G, de ex-

tremo inicial i se notaré oy 1 £4¢% d;(G)
4

En lo que sigue consideraremos matrices cuadradas M cuyos ele-

mentos (M)i j seridn pares de la forma (©,0) o bien, conjuntos

’

de pares que se indicaran Ud (ai (m, L)

a 7
donde [ ay es uno de los conjuntos de arcos paralelos
d de vértice inicial i.
moy€ z* denotar& el nGmero de caminos i » j
i cuyo primer arco pertenece a ay

a



Las matrices en cuestién serén operadas de acuerdo con las re-
glas que siguen:
.

(€0y,5= (AB Iy 5= Uqlagr €y 50 e € 5= L 2 kP,

supuesto que la suma se extiende a todas las componentes

cuyo primer elemento es o. .
( A )i,k Yo P a,

a

Si = 0 pondremcs (©,0).

¢ik
véase que para la determinacibén de los elementos ( C )i j
solamente interesan las segundas componentes de los elementos
( B )k 3 y que todos estos podrian sustituirse por el corres-

pondiente v bk 3

Esta forma abreviada vy mas cbmoda de proceder seri empleada

en los Ejemplos 3 y 4

-1I-
(D )i,j = (A A~ B)i,j = Ud ( aid; ai,j A bi,j )} supuesto que
existan ( A )i,j = (ai ;ai,j) ; (B )i,j = (ai ;bi,j)
d d
tales que ai j A bi j # 0. Caso contrario pondremos ((J;0).
-11I-

Por otra parte, indicaremos con Mo la matriz obtenida a partir
de M sustituyendo sus componentes de la diagonal principal por
(9,0).

De las definiciones resulta que el conjunto de estas matrices
es cerrado para las operaciones indicadas y en consecuencia po-

dr4n aplicarse reiteradamente.



En lo que sigue, dado un multidigrafo G de orden n notaremos
Eh(G) ( E:(G) ) ., 1< h<n, alas matrices definidas recursi-
vamente por

(EI(G))i,j =] (&;0) si no existen arcos (i,3)

- .. i o, contiene p. . arcos (i,]
( ald pl'J ) s ald n pl’J (i,3)

(o] (o] O (o]
B (G) = (E(G) o B .(G)) ~ (Ey (6)- EJ(6))
E ticul E_(G) = E2(G)-E°(G)
n particuiar, 2 = 1 o 1

Puede verse que (Eh(G))i es (9;0), o bien es de la forma

3 +
U ( aid’zi,j) con zi,j e Z2 .

De A), B) y las operaciones propuestas se infiere que la segun-

da componente de cada (ai ; zi,j) da el ntmero de los caminos

elementales i=3 de longitud h, con primer arco en ay

As{ entonces, (Eh(G))i j resume informacidn respecto de todos
los caminos elementales i 2 j de longitud h, especificando sus

respectivos arcos iniciales y su cantidad.

Cuando no haya lugar a confusién pondremos E, en lugar de Bh(G).

h

Habitualmente, por brevedad y para una mds facil lectura de las

matrices pondremos . en lugar de (9,0).

Para determinar el nGmero de caminos elementales de longitud h
desde i hasta j, basta calcular ¥ z, . donde la suma se supone

extendida a todos los elementos de (Eh)i 3 En particular, si

i=j se obtiene el nGmero de los que son cerrados en i.

10



Como todos los caminos obtenidos a partir de uno cerrado permu-
tando circularmente sus arcos determinan el mismo circuito se
tiene que la suma de las segundas componentes de 1los elementos
diagonales de (EL(G)) dividido por L, da el nGmero de circuitos

elementales de longitud L en G.

Por otra parte, si G es simétrico el nlimero de los caminos ele-
mentales desde i hasta j, de longitud h, coincide con el de los
elementales de igual longitud desde j hasta i.

Asi entonces, si G es simétrico, la suma de las segundas compo-

nentes de (B, ). . coincide con la suma de las de (E ). ..
h'i,j h'j,i

[4 L4

Lamentablemente, si j =z 2 no puede afirmarse la validez de

o o o o
By = (Ejo B o )a (B ,oES)
En efecto: dado G 2 s 3 tendremos
\\\\‘_?ﬂ,////
a d
14 4
(a,1) . (a,1) (a,1)
g =g° =| - . (b,1) (4,1) E (b,1)

1 1| . (e,1) . X 27 . . (c,1) (c:l)

Y atn cuando G carece de caminos elementales de longitud cuatro
o o
t ° =
se tendrd que ( Ez Ez )1'4 (a,1) = (@,0).

Por lo tanto, a diferencia de lo que ocurre con la potencia de
matrices, que nos permite calcular ML a partir de Mh Y Hk

siempre que h+k=L, para obtener EL serd necesario el célculo

11



de todas las Eh con 1 = h < L.

Seguidamente aplicaremos el método propuesto a un par de casos.
Ejemplo 2
Identificando el par de arcos a,b por a Yy conservando las

restantes notaciones tendremos

2 [ 3
S~ . (2,2)
b o
a El = El = (e,1) . (c,1)
€ . (d,1)
! (a,2) (a,2) ]
[o] [0}
Ez = El° E1 = . (e,2)i(c,1)
(d,1) . (d,1) |
[ . (a,2)
o .o o _o _
El° 82 = |(c,1) . (e,2) Eza 81 =
(d,2)

o _o
Puede verse que las componentes no nulas de B cEZ correspon-

den, respectivamente, al camino c,d,e y a los dos de longitud

tres que llevan desde 2 hasta 3; a saber : e,a,c ; e,b,c

Andlogamente, en E;oE: se representan los dos que llevan desde
el 1 al 2; a saber : a,c¢,d ; b,c,d y los dos desde 3 hasta 2,
es decir : d,e,a ; d,e,b .

Al calcular E3 resulta que en G no hay camino elemental de lon-

gitud tres.

12



Rjemplo 3

Substituyendo los pares e,f ; g,h por £ ; h , respectivamente,
y conservando las otras notaciones resulta:

[ (a,1) (b,1)

(h,2) {a,1)
1 (k,1) (3,1) . (i,1)
| (e,1)  (f,2)

(b,2) (b,1) ]
(h,2)u(d,1) (h,2)u(4d,2) . (h,2)
E. = E. B =
2 1 1 (i,1) (k,1)u(i,2) (3,2) (3,1)
(c,1) (£,4)  (£,2)

Explicitando la observacibén hecha en ocasibén de dar la composi-

cidén de matrices se tiene :

S (b,1) ) LT ", . 2 1
) X (h,2) (4,1) 3 . . 2
o (o]
A==E-E =l (x.1) (5.1) . G, ° 1 3 1 |=
_(cpl) (_f.rz) - - J _. 1 4
[ (b,3) . . (b,2) ]
- (h,2) (h,6)u(d,1) (d,4) (h,2)
(3,3) (i,1) (k,2)u(i,4) (k,1)u(3,2)
| (£,6) . (c,2) (c,1)u(f,4) |

13



B=E_-E

N O
= 0

De donde

[ (b,2) (b,1)] [ .1
(h,2)u(d,1) (h,2) . 21
(i,1) (k,1)u(1,2) (3,1) 11.1
(c,1) (£,4) |12
[ (b, 3) (b,4) (b,2)
(h,2) (h,6)u(d,1)
(3.,1) (i,1)4(3,2) (k,2)u(i,4) (k,1)u(i,2)
(£,4) (£,4) (c,2) (c,1)u(f,4)
[’ (b,3) (b,2)
(h,2) (h,6)u(d,1)
1 (3.1) (i,1) (k,2)u(i,4) (k,1)
| (£,4) (c,2) (c,1)u(f,4) |
i (b,1) i
0 (B,2) (4,1) 2
3 =| (k,1) (3i,1) (i,1) 1 1
| (c.1)  (f,2) ] |+ 2
(b,2)
(h,2)u(d,4) (h,2) (d,2) (h,2)
(3,2)u(i,4) (1,2) (k,2)
(£.4) (¢,2) |
[ (b,2) ] 1
(h,2) 2 1
o, (i,1) (k,1) 11 1 1
| (£,4) (c,2) J 1 2 ]

14




" (b, 2) (b,4) ]
_ (h,2)
(k,1) . (i,1)u(k,2) (i,2) (i,1)

| (c,2)  (£,4)0(c,2) : (c,2) |
se tiene que ' " (b,2) . . . T

B, =CAaD-= (h,2)

(i,2)
I (ec,2) |

Asi, en 84 quedan reflejados los dos circuitos elementales de

longitud cuatro que admite el ejemplo dado, a saber b,g,i,c,(b)
Yy b,h,i,c,{b). BEs obvio que cada uno de ellos estid asociado a

cuatro caminos cerrados y que todo elemento de E_ ser& (9,0).

5
2) EXISTENCIA DE CAMINOS ELEMENTALES

Para cuando solamente interese decidir sobre la existencia de
caminos elementales y no sobre su nGmero, lo visto nos lleva a
enunciar el siguiente método.

Las matrices M L>1, a_construir, serdn tales que cada

L 14
componente no nula (ML)i j = a indicard la existencia de al

menos un camino elemental i = j de longitud L y primer arco a.
Algoritmo (para verificar la existencia de caminos elementales).

Dado un multidigrafo de orden n notaremos M MO ); 1< h=<n;

h ( h < h<
a las matrices construidas por aplicacién de las siguientes re-

glas que seréin repetidas en tanto la matriz hallada no sea nula.

15



1) Mg se obtiene sustituyendo por 9 los elementos de la dia-
gonal principal de Mh , h2 1.

-

2) (Hl). . = a si existe un arco a = (i,j)
1.] o caso contrario
3) ("L+1)i,j [ U a  supuesto que existan h, (no :ecesaria—
mente distintos) tales que (Hl)i h = a;
o o o ’
4] en caso contrario

(en particular, para L+l = 2 se tiene h=k)

Aplicédndolo al multidigrafo del Ejemplo 3, poniendo . en lugar

de @ e ignorando los arcos e Yy h tendremos:

[ a b . o [ . . b b
g 4 gu d gud g
H1 = k 3 . i MZ = i ku i j 3
I f ] i c f £ ]
[ b b ] [ b ]
g gud . . . g
3=l 5 i kU i K 5l
| f c cu f | . . . ¢

Para evitar que en cada etapa sea necesario considerar simulté-.
. o o .
neamente dos matrices, a saber M1 Y M , podriamos incorporar
. . . . . o .
toda la informacién necesaria en una Gnica matriz Ml L convi-
f 4

. o o o
= . . . *

niendo en poner (“1,L)i,j (Ml)l,J / (ML)I,J Y cuando

no existan caminos (de longitud 1 o L) que conecten los pares

de vértices correspondientes.

16



Asi, de las precedentes H: Y Hg deviene
. b/* x/b *x/D]
o */gud . g/* d/g
M2~
’ k/i j/ kUi . i/j
i c/* - f/e x/f .
En general, cada componente a de-(HLu)i j queda asociada con
’
esquemas del siguiente tipo, donde y =2 9 , 6 # Q.
h 3j k
T *x/y
i a/* . . . a . e . */a
k El% .. .

Para L+l = 2, el esquema anterior se reduce a un Gnico par.

En nuestro caso, uno de los pares que lleva a (H3)1 1 = b es
b/* */b
*/gud ....... .
| T
A su vez, (M3)2 2 = d resulta de considerar los pares
......... b/*
*/gud d/g
b 37 X J .
Y (!{3)2’2 = g de los pares
g/* d/g
j/ivk ...... .
b 37

17



Los esquemas precedentes permiten mecanizar la determinacién de

M .
las componentes de L1
En particular:

- para las de M

2 bastar& constatar, para cada h, 1 £ h £ n, si
o} o
. .. - . x .
existen pares i,i tales que (Ml)i,h a ; (Hl)h,] o En
tal caso, Yy sbdlo entonces, ("2)1 3 =
- para las de ML+1 , L # 1 , bastard verificar, para cada i ,
1 <i<€n, si existen pares h,k tales que (Mi L)i n = a/* ;
4 14
(o)
= % .
My p)y = */a .
En tal caso, para todo j tal que (M1 L)h j = ®fy b4
0 r 14
= ® = ®
(Ml,L)k,j &/ resulta (ML+1)i,j a/

3) DETERMINACION DE LOS CAMINOS ELEMENTALES

Veamos ahora que el método propuesto en 1) también permite de-
terminar, regresivamente, los distintos caminos elementales ixj
de longitud L. Los primeros arcos de dichos caminos estém indi-

cados en B los qgue les siguen en BE los terceros en B

L’ L-1'
y asi{ sucesivamente hasta llegar a El.

En particular, del esquema del Ejemplo 3 es inmediato que hay

L-2’

dos caminos elementales de longitud tres que llevan desde el

vértice 2 al vértice 1. Ellos son g,i,c y h,i,c. Al mismo re-
sultado puede llegarse considerando, sucesivamente, las matri-
ces , , .

E3 Ez El
Bfectivamente
De (E3)2 1 se tiene que desde 2 hasta 1 hay dos caminos de lon-

gitud tres y que sus respectivos primeros arcos pertenecen a h.

Ellos son g ; h , ambos de la forma (2,3). En cada uno de esos
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caminos su segundo arco es primero del camino de longitud dos

desde 3 hasta 1, que segln se infiere de es8 el arco

(By)g 4

i=(3,4). Finalmente, de (E1)4 1 se deduce gue el tercer arco de

los dos caminos buscados es c.

Andlogamente, de (33)2'2 resulta que hay siete caminos elemen-
tales de vértice inicial y final 2. El dGnico que comienza con
d = (2,4) continta con ¢ y b, de acuerdo con (32)‘”2 4 (31)1’2,
respectivamente. De los seis restantes una mitad tiene primer
arco g, la restante comienza con h . De los tres caminos de
longitud dos que llevan de 3 a 2 uno tiene primer arco k, y los
dos restantes el i=(3,4) (ver (82)3'2). Finalmente, de Bl se
tiene que los terceros arcos son b, o alguno de los dos de la
forma (4,2).

De (133)4'1 = (£,4) se deduce que 1los cuatro caminos elemen-
tales 4 3 1 de longitud tres tienmen primer arco e o bien f.
Como éstos son de la forma (4,2) los segundos arcos se indican
en (32)2’1 = (h,2) U (4,1).

El arco 4 no puede ser elegido pues su vértice final coincide
con el inicial de los que componen f y seria segundo arco de un
camino de longitud tres. A su vez, los dos camiros representa-
dos en (h,2) son : g,k ; h,k . Combinadndolos con los arcos e,f
s8e obtienen los cuatro caminos existentes, a saber : e,g,k ;

e,h,k ; f£,9,k ; £f,h,k.

Para el caso general y procediendo en forma similar se tiene:

I) 8i (BL)i,j = Ud (aid, zi,j) hay zi,j caminos elemen-

tales de longitud L, desde i hasta j, con primer arco en ai
d
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II) Los segundos arcos de los caminos buscados estdn entre los
que son primeros en los caminog de longitud (L-1) y llevan
hasta j, desde el extremo final de los arcos de cada ai .
Mas precisamente, si los arcos del a; en consideragibn
son de la forma (i,h), los primeros arcosdde los caminos de

(B_1)n,;
que no sean de la forma (h,i), cuando L > 2. Para L=2 se

son segundos en los caminos a construir, siempre

aceptaridn pues ahora E = 81 Yy estos arcos determinarin

L-1
caminos cerrados ( en 1i).

III) En general y para las sucesivas extensiones de los caminos
en construccién, reiterar la operatoria de II) para las

distintas BE 2 % k % L-1; cuidando de elegir en cada

L-k '
etapa arcos que no incidan en vértices que ya pertenecen al

camino que estamos extendiendo , excepto si se estid en E, y

i
la repeticién lleva a construir un camino cerrado.

4- CASO NO DIRIGIDO

Sustituyendo cada una de las aristas ui= [x.Y] con x# y de
un multigrafo G por un par de arcos opuestos ui = (xX,Y) ;
U, = (Y,X) y conservando sus otros elementos, se obtiene un

i
multidigrafo simétrico Gs que diremos simetrizado de G.

La notacién asignada a los arcos del par que corresponde a cada
arista no est4 univocamente determinada,no obstante resulta que
la relacién precedente entre aristas de G y arcos de Gs permite
fijar una correspondencia biyectiva, candénica,entre las cadenas
X

elementales p = xl,u ,xL,u X = q (eventualmente

1’72 L L+1
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Pp=9q) de G vy los caminos elementales p = q de GB, de igual

longitud L.

De lo antedicho se deduce que considerando GS en lugar de G, la
metodologia dada en 1) puede aplicarse también para evaluar el

ndmero de cadenas elementales y para hallarlas.

En cambio y de acuerdo con lo observado en (30), como el nGme-
ro de circuitos elementales de un multidigrafo puede ser nota-
blemente inferior al de los ciclos elementales de su sostén se
tiene que algoritmos aptos para determinar ciclos elementales
pueden no ser Utiles para abordar el caso dirigido mediante la

consideracidén de su configuracién sostén.

El ndmero de caminos elementales cerrados de longitud dos en c®
coincide con la suma, del doble de aristas distintas de bucles
en G mis el de sus cadenas elementales cerradas generadas por
pares de aristas paralelas. Asi entonces, si notamos cg este
Gltimo conjunto y G contiene m aristas distintas de bucle, el

nGmero de los 2-caminos asociados en Gs es |ch' = 2.m + |cg|.

Visto que cada elemento de cgs (cg) genera un circuito ( ciclo)

Y que hay 2 (4) de ellos con un mismo conjunto de elementos re-

E 4 *
sulta que si el nGmero de s-circuitos (s-ciclos) es cgs { cg )
x

x
se puede afirmar e ¢ = 2 c + m.
u gs g

Seguidamente ejemplificaremos la aplicacié4n del método dado en

1), al caso no dirigido.
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Ejemplo 4

b
Sea el grafo G 2///"'~ij“‘\\\\3

TN

Eligiendo en G°: a=(1,2); b=(2,3); c=(2,3); d=(2,4); e=(4,3) vy

reemplazando, respectivamente, los pares de arcos paralelos b,c

(5,5) por ¢ ( E } tendremos

[ . (a,1) T
(3,1) : (c,2) (4,1)
o, 8
Bjte) = . (%,2) . (¥,1)
i (d,1) (e,1) )
[ (a,1) . (a,2) (a,1)
| (3,1)u(c,4)u(d,1) (d,1) (c,2)
E (Gs) = v v v v v
2" (c,2) (e,1) (c,4)u(e,l) (c,2)
| (4,1) (e,2) (4,2) (d,1)u(e,1)]
Bs ficil ver que en (32)1 3 se cuentan los caminos a,b ; a,c
Y en (32)3 1 sus opuestos, que corresponden, respectivamente,

a las cadenas : 1,a,2,b,3 ; 1,a,2,¢,3 ; 3,b,2,a,1 ¢y 3,c¢c,2,a,l.
rPor otra parte, de (Ez)z,é resulta que en G8 hay seis cami-
nos elementales de longitud 2 con vértice inicial y final 2.

Las cadenas elementales que ellos representan son : 2,a,1,a,2 ;

2,b,3,b,2 ; 2,b,3,c,2 ; 2,¢,3,b,2; 2,¢,3,¢,2 y 2,4,4,4,2.

La suma de las segundas componentes de los elementos de (82)i .

’

con i # j da 16, que es el nimero de cadenas elementales abier-

tas en Gcon L = 2 ; la de aquellos con i = j da 14 que resulta
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de sumar las cuatro cadenas 2,b,3,c¢,2 ; 2,¢,3,b,2 ; 3,b,2,c,3 ;
3,c,2,b,3 con las diez de longitud dos asociadas a las cinco
aristas de G.

En nuestro caso :

(a,1) . . [ . 2 1
. % E° - (a,1) . (ec,2) (4,1) . .1 2 _
- P1° P2 T . (8,2) ) (3,1)] ° 1 2 1 2| -
i (d,1) (e,1) . | |1 2 2 .|
i ) ) (a,1) (a,2) ]
(c,4)u(d,1) (c,2)u(d,2) (a,2)u(d,2) (&,1)u(c,4)
= (§,1) (3,2) (&,2)u(8,2) (€,4)
(e,2) (e,1) (d,1) (d,2)u(e,2)
(a,2) (a,1)] F. 1 7
o . (a,1) (g,2) 1 . 2 1 i
T2 1 T (E,2) (8,1) . €, )] ° . 2 . 1}~
(d,1) (e,2) (4,2) )
[ . (a,5) (a,1) (a,2)
(d,2)u(c,2) (c,2) (d,1)
=] (8,1 (€,4) (8,2)u(8,2) (8,1)
| (e,2) (4,5) (e,4) (d,2)u(e,2)
luego
i (a,1) (a,2) ]
33 - A A B = (Q,Z)U(d,Z)
(6,1) . (€,2)u(é,2)
 (e,2) : : (4,2)u(e,2)]
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En la matriz anterior se representan las seis cadenas elementa-
les abiertas de longitud tres en G con un extremo en 1; o sea

a,d,e ; a,b,e ; a,c,e ; e,d,a ; e,b,a; e,c,a Y las doce
cerradas de vértices 2,3,4. De ellas se obtienen los ciclos

b,e,d,(b); c,e,d,(c) ; b,d,e,(b) ; c,d,e,(c).

5) ENUMERACION DE LOS CAMINOS (LAS CADEKAS) ELEMENTALRES

En 3), aplicando lo dado en 1) hemos dado un método para hallar
los caminos elementales y en 4) hemos visto como aplicarlo para
el caso no dirigido.

Dicho procedimiento y otros a los cuales nos referiremos en el
apéndice recurren al producto de matrices y permiten encontrar,

simultdneamente, todos los caminos (cadenas) de igual longitud.

Otro método mas eficiente que los precedentes, pues no necesita
del producto de matrices, pero que no lleva a una determinacién
directa de todos los caminos (cadenas) elementales de determi-
nada longitud es el que proponemos seguidamente. Se basa en la
misma idea que inspira el Algoritmo de Roy-Warshall (36),{(37),

(47) para calcular clausuras transitivas.

Los elementos de las matrices a considerar seré&n sucesiones de
vértices y los eventuales caminos distintos que pudieran obte-
nerse intercambiando arcos paralelos no quedan reflejados, pero
sabemos que la enumeracidén de todos ellos es inmediata a partir
del conocimiento de uno. Por ello nos limitaremos a considerar

digrafos.
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Los caminos del digrafo G se irdn determinando en un orden que
es independiente de sus respectivas longitudes. Dependeri del

que induce la designacién de sus vértices.

Convengamos que los elementos de la matriz P(G) de orden n, son

p _ i,J si existe arco (i,j)
1.3 4] caso contrario

A partir de P se construye la matriz Q1 = (qi J.) donde

14

1 - . ,
., . = . si i=1 o =1
ql,J P i,] J
o bien
P . . / el conjunto de sucesiones de la forma 1i,1,j

con i# 1 # j, eventualmente i = j, siempre

290 vy p, . » 0.

que p 1,3

i,1

Nétese que en Q1 quédan representados todos los caminos elemen-
tales de longitud uno y aquellos de longitud dos cuyo vértice
interior es el 1.

En general, a partir de Qh—1 » 1< h-1 < n, s8e construye Qh
cuyo elemento q? j es q?_; agregado al conjunto de suce-
siones que result;n de concaténar las sucesiones i,...,h € qy—l

con las sucesiones h,...,7 € qz_; siempre que la suces;éz
‘resultante i,....,h,..... 3j ca;ezca de elementos repetidos,
excepto posiblemente i = j.

La recurrencia que lleva a la construccidn de Qh permite afir-
mar que en ella quedan indicados todos los caminos elementales
de longitua uno y aquellos (abiertos o cerrados) con todos sus

vértices interiores, numerados menor o igual que h.
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Como todo camino elemental es arco o bien tiene al menos un
. . , . n .
vértice interior 1 £ i £ n, al calcularse Q quedan determi-

nados todos los caminos buscados.

Por otra parte, es claro que 8i P es la matriz correspondien-

te a un digrafo simétrico pi j = 1i,j] 81 y sblo si pj i = j,i.

’ 14

En tal caso, las sucesivas matrices a obtener serén tales que

r . .
s 9. . estaréan integradas por sucesiones

las componentes r
e %, j,i

b
opuestas.
Bjemplo 5

Dado el digrafo G y pomniendo . en lugar de @ tendremos

1
A
. 1,2 1,3 1,47
' 2,1 . 2,3 )
P =
(6) . 3,4
M Y Py .
R\\\\\\N____:i____,,,///// . .

2

4,1 4,2

] 1,2 1,3 1,4 ]
1 2,1 2,1,2 2,3/2,1,3 2,1,4
Q = !
. . . 5,4
4,1 4,2/4,1,2 4,1,3 4,1,4

omitiendo, por razones de espacio, las comas entre los digitos

se tendréan :

121 12 13/123 14
2 21 212 23/213 214
Q= 34
41/421 42/412 413/423/4213/4123 414/4214
121 12 13/123 _ 14/134/1234
3 21 212 23/213 214/234/2134
Q= 3,4

41/421 42/412 413/423/4213/4123 414/4214/4134/4234/42134/41234

4
Al calcular Q las cuartas filas y columnas de 03 s8e conservan,
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los restantes elementos, ordenados por columnas son :

ira.)
2da.)
3ra.)

véase,

121/141/1421/1341/13421/12341 -- 21/2341 -- 341/3421
12/142/1342 -- 212/2142/2342/23412/21342 -- 342/3412
13/123/1423 -- 23/213 -- 3413/3423/34213/34123

que si en lugar de los vértices extremos de los arcos se

consideran sus respectivas designaciones, el método precedente

permite, previo modificaciones simples y evidentes, determinar

los caminos simples (es decir,sin arcos repetidos) de multidi-

grafos arbitrarios.

Por otra parte, de la correspondencia biyectiva entre cadenas

elementales de G y caminos elementales de Gs resulta que es po-

sible aplicar el método anterior también para hallar cadenas.

Ejemplo 6

Dado el grafo G

N =
w W

i . 1,2 , . 1,5]
\\\\\\\ . 2,1 . , 2,4 .
1 i3 .4 P(G ) = 3,1 . 3,4 .
\5.’/ | 5,1 . ) 5,4 .

W
- 0w
NN

1 .
Q se obtiene "agregando" a la precedente, la matriz

i
2,1,2 2,1,3 2,1,5
3,1,2 3,1,3 3,1,5
i 5,1,2 5,1,3 5,1,5 de donde
. 1,2 1,3 . 1,5 ]
L 2,1 2,1,2 2,3/2,1,3 2,4 2,1,5
Q =1 3,1 3,2/3,1,2 3,1,3 3,4 3,1,5
4,2 4,3 4,5
| 5,1 5,1,2 5,1,3 5,4 5,1,5]

En forma similar s8e construirian las restantes Ql, 2< 1< 5.
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APENDICE

La mayor parte de la informacién que sigue resulta de los res-
pectivos comentarios en Mathematical Reviews y Zentralblatt fur
Mathematik.

Segin parece, la primera evaluacién del nGmero de caminos ele-
mentales - pero restringida al caso de los de longitud L £ 3 -
fue dada en 1949 por Luce y Perry ( 23 ).

En 1952, Ross y Harary ( 35 ) extendieron dicho resultado a los
de longitud L < 6 y propusieron un método que permitiria re-
solver el problema en el caso general. La idea directriz del
mismo (ver(9) 4.3) es simple y evidente pero Gtil sélo muy oca-
sionalmente, pues es de implementacidén larga y engorrosa.

Consiste en restar a; total de caminos los que no son elementa-
les. Para evaluar este nUmero puede recordarse que un L-camino
es no elemental si y sb6lo si contiene un subcamino inicial de
longitud a = 0, otro central, cerrado, de longitud b2 1 y un
subcamino final de longitud ¢ > 0, con a+btc = L ; no simulté-
neamente nulos a y c. '

Pero, visto que un mismo camino puede admitir distintas parti-
ciones del tipo indicado, para hallar el nGmero buscado seria
necesario recurrir al Principio de Inclusibén-Rxclusién.

Mas precisamente, si un camino a = b admite k > 1 particiones
del tipo indicado, admite tantas particiones que toman en cuen-

ta s6lo i de las k ocurrencias repetidas de sus vértices como
combinaciones de k tomadas de a i.

¥ ]; 1<ifk:;
i

si cada elemento en (a,b) de la matriz Ri es la suma del nGmero
de particiones de los distintos caminos a9 b obtenidas con-
gsiderando i de las ocurrencias reiteradas, el n(mero total de

Asl entonces, recordando que 1 = 2 (—1)1+1 [

caminos elementales esta representado en 2 (—1)1+1 Ri .

Por otra parte, en 1964, Parthasarathy ( 32 ) propuso un método
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que permite contar, todos los caminos elementales, abiertos, de
longitud h > 2, en una matriz Ph(G).

En (13), donde puede verse una justificaciédn del método, se in-

dica que si bien este procedimiento exige numerosas operaciones

puede ser realizado utilizando computadoras.

Para construir Ph(G) es necesario conocer las distintas Ph—l(Gj)
donde Gj es el subdigrafo cubriente gque se obtiene eliminando
todos los arcos de G incidentes en xj, cualquiera sea xj.

La j-ésima columna de Ph(G) coincide con la j-ésima del pro-

ducto Ph_l(Gj)oPl(G) ; donde Pl(G) es la matriz precedencia

de G.
Aplicéandolo al multidigrafo G 1 2 3
\a |
tendriamos
L1 . 2] I . I 2 .
. . 111 . . 111
P1(G)= e e e e Pl(Gl)= e e e e . P1(G2)=
1 , 1
L J L o L J
.1 . 2] R ’ N
. .« <11 .1 .1 11
P1(63)= e e e e Pl(G4)= . e e e s Pl(G5)=
1 . . 1
.. ] ] -]

Seleccionando de cada producto P_(G.)-P,(G) 1la i-ésima columna
1 i 1
tendremos . 2111

P,(G)=
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Puede verificarse que los valores de (P (G))i j dan el nGmero
de sus 2-caminos elementales abiertos. !

Reiterando la misma operatoria con las distintas P2 (Gi), 1<i<hH
se obtendré C . .2 .21 .

P3(G) =

También Marcu ( 24 ) cuenta los caminos elementales i = j, con
longitud L mediante el producto de una matriz que considera los
caminos de longitud L-1 gque no inciden en j, con la matriz de
precedencia. En ( 27 ) da un algoritmo para determinar los cir-
cuitos elementales de un digrafo y en ( 25 ),( 26 ) estudia los
que tienen un nimero par de arcos.

El caso particular de la determinacidén de circuitos o de ciclos
elementales, fue considerado por numerosos autores.

Al respecto, Mateti y Deo publicaron en 1976 ( 30 ) una versibén
resumida de un trabajo de 1973 ( 29 ) en donde hacen un estudio
comparativo de las eficiencias de 21 métodos conocidos a esa
época y los clasifican de acuerdo con sus respectivas ideas ge-
neradoras, a saber : considerar el espacio vectorial de ciclos,
dar algoritmos de bhsqueda, pasar a sucesivos digrafos adjuntos
o utilizar propiedades del &lgebra matricial.

Concluyen que de los algoritmos analizados, el dado por Johnson
( 18 ) para determinar todos los circuitos elementales de un
digrafo sin bucles, es asintbéticamente el mas veloz.

En ( 18 ) Johnson compara su algoritmo con otros Yy en especial
con el de Tarjan ( 40 ) que le sirvid de base. A su vez, Tarjan
da dos ejemplos en los cuales su método mejora la performance
del de Weinblatt ( 48 ) vy también la del de Tiernan ( 42 ) en
el cual se inspira. '

Al respecto notemos que el algoritmo dado emn ( 4 ) para haller
todos los circuitos elementales presenta ventajas computaciona-
les respecto del dado por Tiernan.

Otro algoritmo.para determinar los circuitos que nos ocupan fue
dado por Syslo ( 38 ).
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En ( 45 ) se hace una revisién de varios algoritmos para gene-
rar los circuitos de un digrafo, se estudian y comparan los de
Tarjan, Tiernan, Johnson y se propone otro basado en este Glti-
mo. Al respecto ver también ( 44 ).

Szwarcfiter y Lauer ( 39 ) estudian la determinacién de circui-
tos elementales y dan un algoritmo, que sigue la linea de los
trabajos de Tiernan-Tarjan-Johnson. Incluyen informacién refe-
rente a otros y datos comparativos del que proponen con algunos
de los indicados. El algoritmo alli propuesto fue mejorado por
Loizou y Thanisch ( 22 ).

Itai y Rodeh ( 16 ) dan, entre otros resultados, tres algorit-
mos fundados en principios diferentes Yy con distintos niveles
de complejidad, para hallar 3-ciclos. Bstudian también el caso
dirigido. Posteriormente, Richard y Liestman ( 34 ) propusieron
otros, para determinar ciclos de mayor longitud.

Bermond y Thomassen ( 3 ) dan una extensa e interesante recopi-
lacién de resultados y conjeturas ligadas a circuitos y ciclos
elementales. La conjetura por la cual cualquiera sea el natural
k, existe un valor minimo f(k), tal que todo digrafo con semi-
grados positivos mayores o iguales que f(k) tiene al menos Kk
circuitos elementales, disjuntos, fue verificada parcialmente
por Thomassen ( 41 ).

En ( 8 ) se considera la existencia de circuitos elementales de
minima longitud prefijada.

Extendiendo el hecho de que todo bucle de G identifica a uno de
sus circuitos elementales de longitud L = 1, otro método para
determinar circuitos elementales es el propuesto por Chen ( 7 )
basAndose en la aplicacién reiterada del siguiente proceso.

Mediante la eliminacion de cierto " vértice de reduccidén x " vy
- la substitucibén de cada par de arcos (r,x), (x,s) por el (r,s)
se construye, a partir de un multidigrafo G el Gx; de orden me-
nor en una unidad.

Excepcién hecha de los bucles de G con soporte en x, a todo ca-
mino cerrado de G con longitud L corresponde en G otro de

. . X

longitud L' < L.
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En particular, a cada camino cerrado elemental de longitud L>1
que contiene x corresponde otro de longitud L-1, en Gx.

Asi entonces, en lineas generales, luego de sucesivas reduccio-
nes a cada camino cerrado de G corresponderi un bucle. La veri-
ficacién de si éste proviene o no de un circuito elemental de G
puede ser larga y dificultosa. Obviamente, esto reduce notable-
mente la aplicabilidad del método.

A continuacién esquematizamos distintas situaciones que pueden
presentarse segin sea el orden en que se eligen los sucesivos
vértices de reduccién.

Sea G 2 o
X . «Z
En G <:>£:::::::>Z el bucle representa al camino cerrado
y elemental vy,d,x,a,y

En ze (::2{::) los bucles se corresponden, respecti-
vamente, con : v,d,x,a,y ; v.b,z,c,y.

En Gx <::§ el bucle representa al camino cerrado

Y no elemental z,c,v,d,x,a,y.,b,z.

En GY <:S£:::::::j€:> Los bucles corresponden a los circuitos

elementales d,a,{(d) ; b,c (b) Yy el
camino cerrado restante al no elemental
x,a,y,b,2,c,v,4,x.

En GYZ <:29<::> s6lo uno de los bucles corresponde a un
circuito elemental de G.

En cuanto a procedimientos para determinar no solamente circui-
tos (ciclos) sino también caminos (cadenas) diremos, de acuerdo
con las referencias leidas, que

32



en 1966 Cartwright y Gleason ( 5 ) propusieron, para hallar
caminos elementales, un método que usa la nocibén de digrafo
adjunto y que puede adaptarse al caso de digrafos valuados.
(ver ( 30 )).

Gorskov y Kirpicnikov ( 12 ) propusieron, para determinar to-
dos los "paths" de un digrafo, un algoritmo que se apoya en
una condicién necesaria y suficiente para que cierto elemento
de una matriz potencia, sea no nulo.

en ( 6 ) se consideran digrafos sin circuitos y se estudia la
generacién de caminos elementales que no son subcaminos pro-
pios de otro elemental y la de los elementales cuya sucesién
definidora no es subsucesibén propia de otra que también defi-
ne un camino elemental.

en ( 48 ) se determinan los "simple paths" entre dos vértices
en el caso dirigido y en el no dirigido.

en ( 43 ) se propone un algoritmo para hallar todos los cami-
nos elementales entre dos vértices prefijados. El método en
cuestién esta basado en otro de Read y Tarjan ( 33 ) que es a
su vez adaptable para determinar algunas otras clases de sub-
grafos.

Fratta y Montanari ( 10 ) caracterizaron y determinaron, tan-
to para el caso dirigido como para el no dirigido los "simple
paths" considerando, en un Algebra particular, sistemas de
ecuaciones lineales y recurriendo a técnicas de eliminacién
andlogas a las del método de Gauss.

la estructura algebraica introducida por Hulme ( 15 ) permite
estudiar ademis del vya citado algoritmo de Fratta y Montanari
el de Martelli (28 ) para hallar conjuntos minimales de aris-
tas que intersectan todas las cadenas de extremos prefijados.
Se muestra que ambas cuestiones estdn ligadas por dualidad.

en ( 2 ) se estudia la determinacion de cadenas elementales
maximales, desde cierto vértice inicial prefijado y se da un
algoritmo para el caso de configuraciones planares.

Ordin ( 31 ) da un método para identificar todos los "paths"

de redes arbitrarias.
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- en ( 46 ) se dan dos algoritmos para determinar um "elementa-
ry path" entre pares de vértices prefijados y se muestra que
la dificultad del problema estid relacionada con la de deter-
minar caminos elementales minimales, en redes que admiten ci-
clos negativos.

- Iwano ( 17 ) mejora las cotas del tiempo de procesamiento de
un método de Goldberg, Plotkin y Vaidya para determinar ca-
denas y caminos, vértices disjuntos, maximales

Otros procedimientos constructivos para hallar los caminos que
nos ocupan son los propuestos, respectivamente, por Gill, por
Kaufmann-Malgrange y por Roy.

Gill ( 11 ) propuso asignar a los arcos de un multidigrafo va-
lores primos distintos dos a dos, representar dicha configura-
cién valuada por una matriz T y calcular sus potencias en forma
similar a la que es habitual pero "sin efectuar las sumas”.

De tal forma, los elementos no nulos de Tr, r =1, son los va-
lores que se obtienen multiplicando 1los que tienen los arcos
que componen los distintos caminos de longitud r. En particular
los de su diagonal principal corresponden a caminos cerrados de
longitud r.

Por lo tanto y puesto que todo r-camino no elemental contiene
un h-camino cerrado , 1 £ h < r , para determinar sblo caminos
elementales de longitud r bastari anular en Tr todos aquellos
valores que son divisibles _por nGmeros que aparecen en la dia-
gonal principal de alguna T , con 1 < h < r.

Con los valores no nulos restantes y por la unicidad de la des-
composicién de un nGmero en sus factores primos ser& factible

determinar los caminos en cuestién.

Aplicéndolo al siguiente digrafo G




tendremos

13 2 3 . 169+15 26 39414  34+33
. 7 17 2 35 . . 77
T = 5 . .11 T = 65 10 is

Todos los valores no nulos de Tz representan caminos de longi-
tud dos. En particular, 169 corresponde al bucle recorrido dos
veces, 15 a los caminos cerrados a,3,c,5,a ; ¢,5,a,3,c y 10
a la sucesién c¢,5,a,2,b. '

Anulando las componentes de T2 divisibles por 13 se tiene

[2] 195+70 30 182+45 442+429+154
T T = . 70 105 .
75 . 70 170+165

Eliminando de la matriz anterior los valores divisibles por 13
o por 15 se obtiene
70 . . 154
T[3] - 70

70

Los elementos no nulos corresponden a los caminos elementales
de longitud tres. En nuestro caso no los hay de longitud cuatro.

El método que Kaufmann y Malgrange ( 19 ) ( ver también ( 20 ),
( 21 )) denominan "multiplicacibdm latina" refleja en términos
matriciales la operaciém "“concatenacibén de caminos" y permite
enumerar aquellos de determinada longitud que satisfacen res-
tricciones prefijadas : ser elementales, ser simples, etc.

El procedimiento esti4 fundado en el habitual producto de matri-
ces y lleva a determinar matrices que contienen las sucesiones
de vértices que determinan los caminos buscados.

En particular, para hallar los elementales se prohibe la repe-

ticién de vértices, en las sucesiones respectivas, excepto que
sean el primero y el dltimo de la sucesidn considerada.
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MAs precisamente, se construye la matriz M = ( m, ) poniendo

i3
mi 3 = i,j s8i hay arco (i,j) vy mi 3 =0 en caso contrario.
[2] [2] . . .
En M cada componente mi 3 contiene todas las ternas 1i,k,)
de elementos i #2 k # j tales que mi Kk =0 vy mk 3 # 0 o bien

es cero, si tales ternas no existen.

En forma similar se definen las potencias sucesivas.

Nétese que ahora, a diferencia de lo indicado en pag. 11, la

asociatividad de la operaciédn que estamos considerando permite
k j k-]
[kl H[J]° M[ jl

poner M = , cualquiera sea 1 < j < k.

En ( 19 )( 20 )( 21 ) se da una formulacién levemente diferente
del procedimiento indicado, considerando una matriz M' cuyos
elementos responden a la siguiente definicién :

m' = [ j si m..# 0

ij i .
J 0 caso J contrario.

Ilustraremos este método aplicdndolo al siguiente ejemplo.

. ab . ad | . b . d
ba . bc . a . c .
M = -
. ce cd M . c d
db dc b c
aba adb abc+adc .
M[2]__ . bab . bad+bcd
. cdb cdc .
dba . dbc dcd



adba . adbc abcd
[3]_ . badb+bcdb  badc .
| cdba . cdbc
dbad+dbcd

La validez de los resultados obtenidos es fAcilmente verificada
en el esquema dado.

Por otra parte, para determinar en un digrafo G de orden n sus
caminos elementales de vértice inicial xi , Roy propone (( 37 )
Ch. 1III ) 1la construccién de un digrafo asociado que denomina
"desarrollo elemental de G a partir de xi" Y que es, en esencia
un n—partiéo de vértices x,. ., , 1 £ h=<mn; 12 3j<n vy de

hj

hj’x(h+1)k) si y solamente si (xj,xk) es el h-ésimo

arco de algdn camino elemental en G, con veftice inicial X,

arcos (x

El digrafo asi{ comstruido se puede representar en una tabla tal
que en su casilla de fila p Yy columna q se indican los vértices
que son, en el n-partido, precedentes inmediatos del vértice xp
Dicha tabla facilita el manejo de la informacién y permite ana-

lizar algunos otros problemas de transitabilidad.

En ( 34 ) se da ademds, un algoritmo para la construccidén de la

tabla y otro, para la determinacién de los caminos elementales
de vértice inicial prefijado. Este Gltimo contempla la necesi-

dad de rechazar, quizis, elecciones aceptadas previamente.

En particular, este método aplicado al digrafo anterior nos lle-

varia al siguiente "desarrollo elemental a partir de a".
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Las "poligonales" indicadas en 41, corresponden respectivamente
a los caminos elementales a,b,a ; a,b,c,d ; a,d,b,a ; a,d,b,c ;

a,d,c.
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