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Estructuras Algebraicas para la Légica Fuzzy

Rosana V. Entizne - Diana M. Brignole

Universidad Nacional del Sur, Bahfa Blanca, Argentina.

1 Introduccidén

Este informe tiene como propésito estudiar la estructura algebraica subyacente a los
distintos sistemas que se conocen bajo el nombre de "Légica y Teoria de Conjuntos Fuzzy™
que se origina en 1965, con el trabajo de Zadeh : Fuzzy Sets 2.

En una teorfa cldsica de conjuntos, dados un elemento z y un subconjunto A de un
conjunto universal E, z pertenece a A, 0 z no pertenece a A. Y por lo tanto, la llamada
funcién caracteristica del conjunto A es una funcién N4, definida sobre E, y que toma
valores 0 & 1.

Ny E— {0,1}

Obviamente, existe una correspondencia biunivoca entre los subconjuntos A de E y
las funciones R4 : E — {0, 1}.

Cuando Zadeh define a los subconjuntos fuzzy A de un universo £ (conjunto cldsico)
por medio de sus funciones caracteristicas:

pa: E—0,1]

donde [0,1] es el intervalo de la recta real, es decir, cuando Zadeh acepta valores in-
termedios para la pertenencia a un conjunto, inicia una teorfa que permitird modelar
matematicamente la vaguedad, la incertidumbre, la posibilidad, el razonamiento aproxi-
mado.

Esta problemaética reconoce una larga historia, a la que en el dltimo siglo se incorporan
las l6gicas multivalentes, el intuicionismo, el principio de incertidumbre y la inteligencia

1Si bien en la literatura en castellano los términos fuzzy del inglés o flou del francés, se encontraban
traducides como borroso o difuso, se impone actualmente la denominacién fuzzy en la mayoria de los
trabajos cientificos, sea cual fuere el idioma en que estan escritos.

2Publicado en la revista Information & Control, vol. 8.



artificial.

La teoria de conjuntos y la l6gica fuzzy tienen un cardcter local, y admiten, desde su
origen, distintas formas de definir operaciones como la unién, la interseccién o el com-
plemento de los conjuntos fuzzy. Se presenta asi el problema de precisar la estructura
algebraica necesaria , a la que se requiere que admita un producto y un residuo que cons-
tituyan lo que se ha llamado cupla adjunta.

Citando a Enric Trillas [18)”La ldgica fuzzy ha abierto una ventana para , a través de la
determinacion de la funcion R y de la operacion F en cada contezto, determinar la ldgica
que un experto humano estd usando, en un momento dado, en un razonamiento concreto”.

En los treinta afios de su desarrollo se han hecho distintos aportes y enfoques en este
sentido. M4s aun, la definicién original de Zadeh fue rapidamente generalizada, tomando
en lugar del [0, 1] un reticulado L con ciertas propiedades.

Entendemos que actualmente existe una coincidencia sobre esta estructura (Héhle,[9]),
un cierto tipo de monoide reticulado, que se denomina reticulado residual siguiendo la
primitiva denominacién de Dedekind [3]. En esta estructura podemos distinguir reticula-
dos residuales integrales, con divisién, de Girard, etc.

En publicaciones previas estos conceptos se presentan con distintas definiciones, no
siempre equivalentes. Por ejemplo, Pavelka [12] asume que el ultimo elemento del reti-
culado debe ser la unidad del monoide, situacién que para nosotros define un reticulado
residual integral.

En este marco las 4lgebras de Boole, De Morgan, Heyting (Brower, quasi-Boole o
Godel), MV-élgebras, etc., aparecen como casos particulares, donde, interpretando el
residuo como la implicacidén, se obtienen las implicaciones clésica, intuicionista y de
Lukasiewicz, entre otras.

En el trabajo se aclara, asimismo, la relacién entre propiedades de las légicas no
clésicas (caracterizadas por la no validez del principio del tercero excluido). Por ejem-
plo, que si se supone una conjuncién idempotente no es valida la ley de doble negacion
y reciprocamente, si vale la ley de doble negacidén, entonces la conjuncién no puede ser
idempotente. Esto es lo que sucede, respectivamente, con las légicas intuicionista y de
Lukasiewicz.

Creemos interesante mencionar que esta estructura de reticulado residual aparece
relacionada con estudios sobre categorias, funciones asociativas, ideales de polinomios,

3Cuando Trillas habla de R y F se refiere justamente a la eleccién de una cupla adjunta (F, ) para
cada caso que dependerd de la estructura ldgica a analizar.



T-normas, resultados de Godel, etc.

El plan de trabajo es presentar la teoria de los reticulados residuales, demostrando
cémo, en esta estructura, puede definirse una implicacién que constituya una cupla adjunta
(o de Gédel) con el producto del monoide, y, por ende, una T-norma y una T-conorma.
Y ubicar en este contexto los resultados de Drewniak [7], Turunen [19], Pavelka [12], Di
Nola-Ventre [6], A. Monteiro [11]. Se indican las demostraciones de las propiedades que
se enuncian, asi como ejemplos y contraejemplos, para facilitar su interrrelacién con otras
estructuras propias de las dlgebras de origen ldégico.

Finalmente hemos establecido las condiciones para que sea posible definir una cupla
adjunta, y, por ende, una estructura de reticulado residual, en un dlgebra implicativa,
definida segiin Rasiowa [13].

2 Reticulados Residuales

Sea (L, <) un reticulado con 0 y 1. Es decir, un conjunto no vacio, parcialmente ordenado
por <, tal que existen el {nfimo y el supremo de cualquier subconjunto finito. En particular
inf@ =1, ysup® = 0, donde 0 y 1 son, respectivamente, el primer y el ultimo elemento
de L Sea, ademds, ® : L X L — L una operacidén isétona tal que (L,®) es un monoide
ordenado, es decir:

m0) siz <yentonces t®z<y®2zy 20z <zQy.
ml) z®(y®2) =(r®y)®2)
m2) existe e € L tal que e ® 2 = z ® e = z, cualquiera que sea z € L

Entonces, si ezisten —1, —9, operaciones binarias en L que satisfacen:

t®y<z st xz<y—o12 (1)
Ty<z st y<xT—gz (2)

se dice que (L, <, ®) es un reticulado residual generalizado.(Turunen, [19])



Ejemplo 2.1

Consideremos en el siguiente reticulado:

!
0 b c
0 :
la operacién ® definida por la siguiente tabla:

® 0 a b c 1
0 0 0 0 0 0
a 0 a b c a
b 0 a b c b
c 0 a b c c
1 0 a b c 1

® es claramente asociativa, isétona y no conmutativa. Se pueden definir, entonces —
y —+9 segun las siguientes tablas:

—q 0 a b c 1
0 1 1 1 1 1
a 0 i 0 0 1
b 0 0 1 0 1
c 0 0 0 1 1
1 0 a b c 1

—9 0 a b c 1
0 1 1 1 1 1
a 0 1 b c 1
b 0 a 1 c 1
c 0 a b 1 1
1 0 a b c 1




y se verifica
rQy<zsiysblosiz <y —q 2
Ty < zsiysblosiy<z —q2
Observacion 2.1

Si ® es conmutativa, entonces —1=—4,. En efecto:

Seany,z€ L y—12<y—12

(y—12)@y <z por (1)
y®(y—12)< 2z por conmut.
y—125y —22 por(2)

Andlogamente se puede ver que y —9 z < y — z, de donde resulta la igualdad.
Estamos en condiciones de afirmar, entonces

2@y <z st xly—z (3)

donde —=—1=—, y se denomina el residuo, con respecto a la operacion binaria ® de-
nominada producto.
El par (®,—) satisfaciendo 3 se dice una cupla adjunta o cupla de Godel (Birkhoff,

[1])
Observacion 2.2

Este residuo, si existe, estd univocamente determinado por

z—y=\{z:2®2z<y} (4)

En efecto: Sea Z = V{z:2® z < y}

Lz@y<z®y

2.z@(x—-y)<ly de 1. por 3
3. x my€z por 2.
4. z < x — y, cualquiera que sea z € Z por 3
5. rr;)——>y=\/{z:z®x§y} de 3. y 4.



Definicién 2.1

Un reticulado residual es una terna (L, <, ®) donde (L, <) es un reticulado con primer y
altimo elemento, (L, ®) es un monoide conmutativo y existe una operacién binaria — en
L que satisface:

TRy <z sii <y — 2z

A partir de (4) se puede inferir que si (L, <) es un reticulado completo, para cualquier
® tal que (L, ®) es un monoide abeliano puede definirse una operacién — satisfaciendo
la condicién de cupla adjunta 3 que hace a (L,<,®) un reticulado residual. Esto, en
general, no es cierto. En efecto:

Ejemplo 2.2

Consideremos en el siguiente reticulado:

1
a b c
0
la operacién ® definida por la siguiente tabla:

® 0 a b c 1
0 0 0 0 0 0
a 0 0 0 0 a
b 0 0 0 a b
c 0 0 a b c
1 0 a b c 1




Se ve facilmente que ® es asociativa, isétona y conmutativa. Dado que L es finito es

completo y por lo tanto existe V{t: y ® t < z}, cualesquiera sean y, z € L y definimos —
segtn la siguiente tabla:

| = | | |

=10 @@Ol
Ol i~ =

Q| === e
b | et | e | = | | =

O =] = =0

o

Pero no es cierto que (®, —) sea una cupla adjunta.
En efecto:

c<c—ocyc®c=h<Lc

Podriamos observar que en el reticulado anterior el producto definido no distribuye con
respecto al supremo. Es decir, no se verifica

(aVbh)®c=(a®c)V (b®c) (5)

Veamos un ejemplo donde la ecuacién 5 es vélida.
Ejemplo 2.3

Consideremos en el siguiente reticulado:




la operacién @ definida por la siguiente tabla:

® 0 a b c 1
0 0 0 0 0 0
a 0 0 0 0 a
b 0 0 0 a b
c 0 0 a b c
1 0 a b ¢ 1

® es asociativa, isétona, conmutativa y distribuye con respecto al supremo. Dado que
L es finito es completo y por lo tanto existe \/{t: y®t < z}, cualquiera que sean y, z € L.
Definimos — segin la siguiente tabla:

— 0 a b c 1
0 1 1 1 1 1
a ¢ 1 1 1 1
b b c 1 1 1
c a b ¢ 1 1
1 0 a b c 1

En este caso podemos verificar que (L, <, ®) satisface la condicién de cupla adjunta

Tomando en consideracién los ejemplos anteriores enunciamos el siguiente:

Lema 2.1
Sea (L, <) un reticulado completo, ~ ® una operacién binaria tal que (L, ®) es monoide
ordenado conmutativo que satisface
a®(\/t)=\(a®t) (6)
iel i€l
entonces es posible definir:
roy=\{tiset<y) (7)

satisfaciendo la condicién de cupla adjunta 3 , y de manera tnica (Pavelka, [12])

demostracidon

Dado que el reticulado es completo para cualquier conjunto no vacio {t: 2 ®t < y} existe
V{t : z®t <y} Si{t:z®t <y} =70 consideramos supf) = 0. Por otra parte hemos

8



probado 2.2 que en caso de existir el residuo (para un producto dado) estd unfvocamente
determinado por (4), por lo tanto s6lo debemos probar que se satisface la condicién de

cupla adjunta, es decir:

TQy < 2 si y sélo si <y — 2

(=)
l.z2®@y <=z hip.
2. ze{t:y®t <z} de 1.
3. x<y—z de 2.
(<)
l.z<y— =z hip.
2.20y<(y—2)Qy de 1.
3. 2®Yy < (Vygiczt) ©Y de 2. por 7
4. 20y < Vet ®Y) de 3. por 6
5 2Qy <z de 4.
Dualmente enunciamos el siguiente:
Lema 2.2
Sea (L, <) un reticulado completo, — una operacién binaria isétona en la primera

variable y antitona en la segunda que satisface

a—>(/\t1;)= /\(a—»ti)

i€l €]

entonces es posible definir:
c@y=/\{t:z<y—t}

satisfaciendo la condicién de cupla adjunta 3, y de manera unica.

(8)



demostracion
Igual que en el lema anterior sélo debemos probar que se satisface la condicién de cupla
adjunta y la unicidad, ya que el reticulado completo asegura la existencia de dicho infimo
para cualquier {t : x ® + < y} no vacfo y de nuevo, si {t : 2 ®t < y} = 0 consideramos

inf®

= 1.

Probaremos en primer lugar:

N

[9%]

-

2.

3.

TRy < z si y sélo si

(=)

L2y < 2z

Ntz <y—oty<z
'y_>(/\:n§y——>tt)§y_—>z

(/\:vgy——vt(y - t) S Yy =z

xSy — 2

(<)
e Ly >z
zef{t:z<y— z}

Ty < z

Veamos ahora que es tnico:
SeaT={t:z<y—t}

1.

2.

o

tYy<T®yY

z<y— (z®y)

Lz @ueT

z®y < t, cualquiera que sea t € T'

Lz @y=AN{t:z®t <y}

10

T <y — 2z

hip.

de 9.

de 2. por hip.
de 3. por 8
de 4.

hip.
de 1.

de 2.

por 3
de 2.
por 3

de 3. y 4.



Veamos un ejemplo de construccién del producto a partir del residuo:

Ejemplo 2.4
1

a b
0

Con el residuo definido por:

o) R Ol
ol o O
Q||
S NSNS R A
| ==

es claro que este residuo es isétono en la primera variable, antitono en la segunda y
distribuye con respecto al infimo. Entonces definimos el producto segun 9:

& 0 a b 1
0 0 0 0 0
a 0 a 0 a
b 0 0 b b
1 0 a b 1

Asi definido (®, —) cumple la condicién de cupla adjunta, es decir, satisfacen 3.

11



Lema 2.3

Sea (L, <,®) un reticulado residual. Entonces se verifican:

a—1=1

2) )a®(a—b)<b
i) b<a— (a®b)

3) Sia<bentoncesa®c<b®c
4) Sia < b entonces:

)c—oalc—b

i) b—c<a—c
5) (a = b)@(b—c)<a—c
6) a®@(bVe)=(a®b)V(a®c)
)

7N a®(bAc)<(a®b)A(a®c)

a®(a—b)= sii  existece Ltalquea®c=1b

15) a = (a®b)=0b sii existec€ Ltalquea—oc=b

demostracién
1)
l.a—1<1
2.1®a<1

3.1<a—-1

12

de 2. por 3



4.

l=a—1

i)

.a—>b<ag-—b

(a—b)®a<b

ca®{a—b)<b

ii)

L a®b<a®b
. h®a<a®b

. b<a— (a®b)

b<c— (b®c)

ca<c— (b®c)

a®c<b®c

de 1. por 3

de 2.

de 1.

de 2. por 3

por 2-ii)
de 2. y 1.

de 3. por 3

por 2-i)
de 1. y 2.

de 3. por 3

13



10.

ii)

a<bh
L a®(b—-c)<b® (b— ¢

,a®(b—c)<c

b—-c<a—oc

L a®a—=b)@(b—c)<b®(b—c)
. b®(b—c) <c

L a®((a—-b)®(b—c))<c

(a—=b)@b—oc)<a—c

.b<a— (a®b)
.c<a— (a®c)
ca— (a®b)<a— ((a®b)V(a®c))

ca—(a®c)<a— ((e®D)V(a®c))

bVe<a— ((a®b)V(a®c))
a®(bVe)<(a®b)V(a®c)

a®b<a® (bVc)

ca®c<a® (bVc)

(a®b)V(a®c)<a® (bVc)

(a®b)V(a®c)=a® (bVc)

14

por 3)
de 2. por 2-i)

de 3. por 3

por 2-i)
por 2-i)
de 2. y 3.

de 3. por 3

por 2-ii)
por 2-ii)
por 4-i)

por 4-i)

de 1., 2., 3. y 4.

de 5. por 3
por 3)

por 3)

de 7. y 8.

de 6. y 9.



7)
1.
2.

3.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

9)
1.

a®@(bAc)<a®b
a®(bAc)<a®c

a®(bAc)<(a®b)A(a®c)

bAc<ec

La—{(bAc)<a—c

bAc<b

ca—(bAc)<a—b

a— (bAc)<(a—b)A(a—c)
(a—=b)A(a—c)<a—b
a®((a—=bA(a—c))<a®(a—b)

a®(a—0b)<b

ca®((a—=b)A(a—c)) <b

(a—->b)A(a—c)<a—b
(a—=b)A{a—c)<a—c
a®((a—b)A(a—c)<a®(a— )
a®(a—b)<c
a®((a—bA(a—c)<ec
(a=b)A(@a—>c)<a—c

(a—=b)A(a—c)=a—c

a<aVb

por 3)
por 3)

de 1. y 2.

por 4-i)

por 4-i)

de 2. y 4.

de 6. por 3)
por 2-i)
de 6.,7. y 8.

de 9. por 3

de 6. por 3)

por 2-i)
de 6.,7. y 8.
de 9. por 3

de 9. y 15.



2. (avVb) wc<a—c por 4-ii)

3.0<aVyd
4. (avb) = c<b—c por 4-ii)
5 (aVb) = c<(a—c)A(b— ) de 2. y 4.

6. ((a—>)6)/\(b—+C))®(aVb)=(((a—>C)/\(b—>C))®a)\/(((a—>6)/\(b—>0))®b)
por 6

7.a®((e— ) A=) <a®(a— c)

8. b@((a—c)AN(b—¢))<b®(b— )

9. a®(a—c) < por 2-i)
10 b@(b—c) <c por 2-i)
1. ((a=c)A(b->¢))®(aVb) <(cVc) de 6.,7.,8.,9. y 10.
12. ((a—=c)A(b—c)) < (aVb)—>c de 11. por 3
13. (aVb)—c=(a—c)A(b—c) de 5. y 12.

10)

I (a®b)®@(a—= (b—¢)=b® (a®(a— (b— c)))

2. (a®h)®a—>(b—c))<b®(b—c) de 1. por 2-i)
3. (a®@b)®(a—(b—¢))<c de 2. por 2-i)
4. a—=(b—oc)<(a®b) > ¢ de 3. por 3
5 (a®b)® ((a®b) —¢c) <c por 2-i)
6. a® ((a®b) = c)<b—c de 5. por 3
7. (a®b) > c<a— (b— ¢ de 6. por 3
8 (a®b) = c=a— (b— c) ded. y 7.

16



11)

Lao(boeo)=(a®b) —c
2. (a®b) > c=(b®a) — c
3. (b®a) > c=b— (a— c)

4. a>(b—c)=b—(a—c)

12)
l.La—-c<(aAb)—c
2.b—-c<(anbd)—>c

3 (a—c)V(b—c)<(aAb)—c

13)
lLa—=b<a—(bVe)
2.a—-c<a— (bVc)

3. (a—b)V(iea—c)<a— (bVc)

14)

trivial

I.a®c=1b
2.a@(a—b) <b

3. c<a—b)

4. a®c<a®(a—b)

5. b<a®(a—b)

17

por 10)

por 10)

de 1. 2. y 3.

por 4-ii
por 4-ii

del. y 2.

por 4-i)
por 4-i)

de 1.y 2.

hip.
2-1)
de 1. por 3
de 3. por 3)

del v 4.



6. a®(a—b)=b de 2. y 5.

15)

trivial

l.a—c=b hip.

2.a0b<a®b

3.b<a— (a®D) de 2. por 3
4. a®b<c de 1. por 3
5. a— (a®b)<a—c de 4. por 4-i)
6. a = (a®b) <D de 1. y 5.
7.a— (a®b) =0 de 3. y 6.

Observacion 2.3
Muchas 16gicas admiten la tesis = — =, esto significa que en el reticulado z — = 1

o, dicho de otro modo, = — = es el Gltimo elemento del reticulado, cualquiera que sea
z. Con las condiciones impuestas hasta el momento no es cierto que se verifique en general.

18



En efecto: consideremos el reticulado L definido por el siguiente diagrama:

Con el producto definido por:

® 0 a b 1
0 0 0 0 0
a 0 a a a
b 0 a b 1
1 0 a 1 1
y el residuo definido por:
— 0 a b 1
0 1 1 1 1
a 0 1 1 1
b 0 a b 1
1 0 a a 1

En este ejemplo no se verifica £ — 2 = 1, cualquiera que sea € L.
En efecto: b — b =1b.

Este hecho motiva la siguiente:
Definicién 2.2

(L, <,®) reticulado residual se dice integral si el iltimo elemento del reticulado (L, <) es
la unidad del monoide (L, ®).

19



Observacién 2.4

Recordemos que en un reticulado residual (L, <,®) existen el 1, dltimo elemento del
reticulado (L, <) y e la unidad del monoide (L, ®). Si (L, <,®) es un reticulado residual
integral 1 = e.

Ejemplo 2.5

Veamos un ejemplo de reticulado residual integral: 1
b
a
0

Con el producto definido por:

& 0 a b 1
0 0 0 0 0
a 0 a a a
b 0 a a 1
1 0 a b 1
y €l residuo segun la siguiente tabla:
— 0 a b 1
0 1 1 1 1
a 0 1 1 1
b 0 a b 1
1 0 a b 1

Veamos ahora cémo caracterizar un reticulado residual integral.
Teorema 2.1
Sea (L, <, ®) un reticulado residual, e la unidad de (L, ®) , 1 el iltimo elemento de (L, <)

y = un elemento cualquiera en L. Entonces:

20



a) son equivalentes:

i)z=e
i) x <a—bsiysélosia<b

iii) @ = 2 — a, cualquiera que sea a € L
b) son equivalentes:

i) (L, <,®) es integral
ii) 1=a—bsiysélosia<b

iii) a =1 — a, cualquiera que sea a € L

c) Siexiste c € L tal que 1 ® c = e entonces 1 = ¢

demostracién

a)

1) = ii)
l.z=e hip.
2.e<a—b sil e®a<bh 3
3. x<a—b sii a<b de 1. y 2.

i) = iii)
lLa<z—a si xz<a—(z—a) b=z — aen ii
2.a—- (xt—a)=2— (a— a) por lema 2.3.11)
3.a<z—a si z<z-—(a—a) del.y2.
4. <z —{(a—a) si z<a—a por hip.
5 z<a-—a si a<a por hip.
6.a<zxz—a del. ab.
7.2 —2a<a si z<(z—a)—a) por hip.
8. z<(z—a)—a si z®(—a)<a por 3



10. ¢

11.

b)

10.

iif) = i)

b=x—b
x> (z®b)=0b sii
L rx®b=z—> (z®b)
. x®b=0b

. =€

por lema 2.3.2-i)
de 7. a 9.

de 6. y 10.

hip.

existe b tal que b=z — b por lema 2.3.15)
por hip.,,a =z ®b

del. 2. y3.

de 4.

(L,<,®) es integral si y sélo si 1 = e, de donde b) se sigue trivialmente de a)

1®c=ce
1e(l—e)=ce
l=e®1
1=(1®(1l—¢e)®1
1=(1e1)@(l—e)
1ge<i®l
1<1®1

1=1®1
1=1®(1l—¢)

l=c¢

hip.

por lema 2.3.14)

e es unidad de (L, ®)
de 2. y 3.

de 4.

por lema 2.3.3)

de 3. y 6.

de 7.

de 5. y 8.

de 2. y 9.
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Observacién 2.5

En todo reticulado residual integral se verifica
1) a—a=1
2) 1—-a=a
3)0—-a=1
4) a®b<aAb

5) i) b®a<a
i) a®b<a

6) a<b—a
Ya®(a—b)<aAbd

8) a®(b—c)<b— (a®c)

9) ((aAb) = c)®(a—b)<a—c

10) a— (a®c)<a—c

En efecto:

1)

1.1®a=a 1 es unidad
2.1<a—a de 1. por 3
3.a—a=1 de 2.
2) '

l.a®l<a porl=e
2.a<1l—a de 1. por 3

3.1—-a<1l—>a
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10.
11.
12.

13.

(1-a)®1<a

.a<b—a

l=a—(b—a)

ca—=(b—oa)=(a®b)—a

I=(a®b) > a

1—-=b<a—0b

. hb<a—b

1=b— (a—b)
b—(a—b)=(a®b) —b
l1=(a®b)— b
(@®b) — (aAb) =1

a®b<aAbd

de 3. por 3

l1—-a<a de 4. porl=ce
l—a=ua de 2. y 5.
1®0<a l=c¢e
1<0—>a de 1. por 3
1=0—a de 2.
(a®b)— (aAb)=((a®D) = a)A((a®b) — b) por lema 2.3.8
l—=a<b—ooa lema 2.3.4-i1

)
)
de 2. por teorema 2.1.b-iii)
de 3. por teorema 2.1.b-ii)
lema 2.3.10)

ded. y 5.

lema 2.3.4-ii)

de 2. por teorema 2.1.b-iii)
de 3. por teorema 2.1.b-ii)
lema 2.3.10)

de 4. y 5.

de 1. 6. y 11.

de 12. por teorema 2.1. b-ii)
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ii)

se deduce de la conmutatividad de ® y 5i)

6)
l.a®b<a

2. a<b—a

l.a®(a—b)<b
2.a®(a—b)<aA(a—b)
3. a®(a—b)<a

4. a®(a—b) < (aAD)

8)
I.a@b®(b—c)<a®c
2.a0(b—-c)®b<a®c

3.a®(b—c)<b—(a®c)

9)
1.a®(a—b)<aAb
2. (aAb) > c<(a®(a—D)) —c

3. (a—>b)®a)—c=(a—c)— (a—c)

25

por 1)

de 1. por 3

de 5-ii)

de 1. por 3

lema 2.3.2-i)
por 4)
de 2.

del. v 3.

lema 2.3.2-)
de 1.

de 2. por 3

por 7)
de 1. por lema 2.3.4-ii)

por lema 2.3.10)



4. ((anb) = c)®(a—b)<((a—b)—(a—c)®(a—b) de 2.y 3.

5 ((a—=b) > (a—c))®(a—b) <(a—c) por lema 2.3.2-i)

6. ((and) = c)®(a—b)<a—c ded. y5.
10)

l.a®c<aAc por 4)

2. aNhc<c

3.a—(a®c)<a—(aAc) de 1.

4. a > (aNhc)<a—c de 2.

5. a = (a®c)<a—c de 3. y 4.
Lema 2.4

Sea (L, <,®) un reticulado integral residual. Entonces son equivalentes:
1) (a—=b)vb—a)=1
2) a— (bVe)=(a—b)V(a—c)

3) (anb) —mc=(a—c)V(b— )

demostracién
1) = 2)
L (b—oc)Vie—b)= hip.
2. (a=(Vve)=(a—=(bVc))®1
3. (a> (bve)=(a— (BVe))®((b—c)V(c— b)) de 1.y 2.
4. (a—= (bve)=(la—= (bVe)® (b —c))V({a— (bVc))®(c— b)) por lema 2.3.6)
5. (a>(bVe)®@b—oc)<a— ((b—ec)®(bVe)) por 0bs.2.5.8)
6.a—((b—c)®@(bVe)=(a—(b—-c)®b)V(e— ((b > c)®c) por lema 2.3.6)
7. a— (b= ®(bBVe)<(a—c)V(a— c) de 6. por lema 2.3.2-i)
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10.
11.
12.
13.

14.

16.

ca—={((boc)®(bVe)<(a—c)

(@a— (BVe)@cob)=(c—b)®(a— (bVc)
(c=b)@(@—(bVe)<a—((c=b)®((BVe)
(a=((c=b)®b)V (a— ((c—b)®c)
(a—=(bVe)®(c—b)<(a—b)V(a—b)
(a—=(Vve)®(c—b)<(a—b)
a—(bVe)<(a—b)V(a—c)
(a—-b)V(e—c)<a— (bVe)

a— (bVe)=(a—b)V(a—c)

(aAb) s c=((aAb) - )®1

(anb) s c=((aAd) = c)®((a—b)V(b— a))

(and) s c=((aAb) > c)®(a— b))V ((anb) —

2.3.4)

((and) > c)®(a—b)<a—c
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c)® (b — a))

de 7.

por conmut.
0bs.2.5.8)

10. por lema 2.3.6)
de 9. a 11.

de 12.

de 4., 8 y 13.

por lema 2.3.13.

de 14. y 15.

por lema 2.3.4-ii)

por lema 2.3.4-ii)

por lema 2.3.6)
de 14. por obs.2.5.1)

de 3., 4. y 5.

hip.

del. y 2.

de 4. por lema

0bs.2.5.9)



6. ((and) - c)@(b—c)<b—c 0bs.2.5.4)

7. (aAb) > c<(a—c)V(b— c) | de2. 6. y7.

8. (aAb) mc=(a—c)V(b—c) de lema 2.3.12 y 7.
3)=1)

L (a=b)V(b—a)>a—(aAb)V(b— (anb) por lema 2.3.4-1)

2.a=(aAb)V(b— (aAb)=(aAb) = (aAb) de 1. por hip.

3. (a—=b)v(b—a)=1 de 2. por obs.2.5.1).

Observaciéon 2.6

(@ = b) V(b — a) = 1 Se dice la ley fuerte de De Morgan. En un reticulado residual
integral que satisface la ley fuerte de De Morgan se verifica:

(aAb) = (anc)=(anb) —c

En efecto:
L (and) = (anc)=((aAb) = a)A((aAb) — c) por lema 2.3.8)
2. (aAb) - a=(a—>a)V(b— a) por lema 2.4.2)
3 a—ma=1 por obs.2.5.1)
4. (aAb) = (aAc)=(anb) > ¢ del. 2. y 3.

Observacién 2.7
En un reticulado residual integral que satisface la ley fuerte de De Morgan si se define:
—a=a— 0 (10)
se tienen las leyes de De Morgan.
1) ~(aAb)y=—-aV b

2) ~(aVb)==-aA-b
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en efecto:

1)
L. =(aAb)=(aAb)—> 0 por def.10
2. 2(aAb)=(a—0)V(b— 0) por lema 2.4

3. =(aAb) =-aV —bde2. por def.10

2)
1. m(avb)=(aVvd)—0 por def.10
2. 7(aVvbd)=(a—0)A (b~ 0) por lema 2.3.9)

3. 7(aVb)=-aA-bde?2 pordefll
Lema 2.5

Sea (L, <,®) un reticulado residual integral que satisface la ley fuerte de De Morgan,
entonces:

1) ) a®b<(a®a)V(b®b)
i) (a®a)A(bRb) <a®b

2) a®(bAc)=(a®b)A(a®c)

3) an(bVe)=(aAb)V (aAc)

demostracién
1)
i)
1. (a®b)=(@®b) @ ((a— b)V(b— a) por hip.
2. (a®b)=((a®b)®(a— b))V (a®b)® (h— a)) de 1. por 10)
3. a®b)®(a—b) < (a®a) por lema 2.3.2-1)
4 (a®b) @ (b—a) < (b®b) por lema 2.3.2-1)
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10.

(a®b)A

. a®b< (a®a)V (b®b)

i)
(a®a)A(b®D)=((a®a)A (b)) ® ((a — b) V
(@®@a)A(b®b) = (((e®a)A(b®D))® (a — b))V

por lema 2.3.6)

((e®@a)AN (@) ®(a— D) < ((e®a)® (a— D)
(a®@a)A(b@b)®(a—b)<a®b
(a®@a)A(b®D) R (b —0a)< (@) ®(b— a)
((e®@a)A(b®D)® (b —a)<b®a
(e®@a)AN(D®D) < (a®D)V (bR a)
(e®a)A(b®b) < (a® D)

(a®@(bAc)<a®b
(a®@(bAc)<a®c
(a®@(bAc)<(a®b)A(a®c)
(a®b) A

(a®c)=((a®b) A

)
((
(@®c)=(((a®@b) A (a®c))®
de 4. por lema 2.3.6)

(

a®b)A(a®c) < ((a®b)®(b—c))V

b—c)<a® (bAc)
(c—>b) <a®(cAb)

a®c)<a® (bAc)

)
b
)
>

a®c)=a® (bAc)
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(b — a))

(((e®a)A

(a®c))®((b—c)V(c— b))

(b= c)) v (((a@b) A

(e®c)® (c— b))

de 2. 3. y 4.

por hip.
(b@b)® (b — a))

por lema 2.3.2-1)

por lema 2.3.2-i)
de 2. 5.y 7.

de 7.

de 1. y 2.
por hip.

(a®c)) @ (c— 1))

de 5.
por 0bs.2.5.7)
por 0bs.2.5.7)

de 6. 7. y 8.

de 3.y 9.



10.
11.

12.

(anb)V(aAc)<aA(bVec) prop. retic.

(aA(bVe)) = ((anb)V(ance)=({an(bVec)) — (anb)V((an(bVe)) — (anc))
por lema 2.4.2)

(aA(bVec))— (anb)=(an(bVc))—Db por obs.2.6
(an(bVec)—b>(BVe)—b por lema 2.3.4-ii)
(an(ve)) = (anc)=(an(bVc)) —c por obs.2.6
(an(bVec) —=c>(bVe)—c por lema 2.3.4-ii)
(an(bVe)—=b>(bVe)—obV((bVe) —c) de 4. y 6.
(bve) = b)v(bVe)—c)=(bVe)— (bVe) por lema 2.4.2)
(bve)— (bVe) = por 0bs.2.5.1)
((an(dbVe)— ((anb)Vianc)) =1 de 2. y 9.
((an(bVe) <((anb)V(aNc)) por teorema 2.1.2-ii)
({an(dbVe)=(anb)V (aAc)) de 1. y 11.

Observacion 2.8

Es decir, segin el lema anterior, un reticulado residual integral que satisface la ley fuerte
de De Morgan es, necesariamente, distributivo.

La reciproca no es cierta, como se ve en el ejemplo 2.6. En efecto: el reticulado es
claramente distributivo pero (a - b) V(b — a) =c # 1.

Definicion 2.3

Un reticulado residual (L, < ®) se dice divisible si y sélo si para cada par (a,b) € L x L
conb<aexistece Ltalqueb=a®c
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Ejemplo 2.6
Veamos un ejemplo de reticulado residual divisible:

1

0

Con el producto definido por:

®

S| o OO o

Olocliololo|o
ojlo|lo|e oo
—lo || e |

o || 8o
QI |OIR |OL

y el residuo definido por:

S| o = o] | o
Q|| = = =] 0
bt | s | et | b | ]

Q|| R

OO o O

—lo|lojo|o|l

Observacién 2.9

Dados a,b € L, con b < a, puede existir mas de un ¢ € L que verifique b=a ® c.
En efecto: Consideremos el reticulado del ejemplo 2.6

c<ex1
c=c®c=cQ® (1 —c¢)
c=c®l=c®(c—c)
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Observacion 2.10

Es claro que todo reticulado residual divisible es integral. En efecto:

l.e<1
2. e=1Q®c, para algun ¢ de 1. por hip.
3.e=1 de 2. por teorema 2.1.3)

Observacion 2.11

La reciproca no es cierta. Consideremos el siguiente reticulado:

/

0

Con el producto definido por:

® 0 a b c 1
0 0 0 0 0 0
a 0 0 0 0 a
b 0 0 b b b
c 0 0 b b c
1 0 a b c 1
y el residuo definido por:
— 0 a b c 1
0 1 1 1 1 1
a c 1 1 1 1
b a a 1 1 1
c a a 1 1 1
1 0 a b c 1
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pero no existe z en L tal que:

a=xTQ®cC

Lema 2.6

Sea (L, <,®) un reticulado residual integral. Entonces son equivalentes:

1) (L, <,®) es divisible

2) aANb=a® (a—b)

3)a— (bAc)=(a—=b)@((aAb) — c)

demostracion:
1) = 2)
l.anb<a
2. a®c=aAb, para algin ¢ de 1. por hip.
3.c=a— (anb) de 2. por lema 2.3.14)
4. a— (aAb)=(a—a)A(a—0b) por lema 2.3.8)
5.a—a=1 0bs.2.5.1)
6.c=a—b de 3. 4. y 5.
7.a®(a—>b)=aAb de 2. y 6.
2) = 3)
l.La®@(a—b)=aAb hip.
2. (a=b)Q(aAb)—c)=(a—b)®(e®(a— b)) —c) de 1.
3.(a—=b)@((a®(a—b)—c)=(a—b)®(a— ((a —b) —>c)) de?2 porlema

2.3.10)

(a—-b)®(a—> ((a—b)—¢c)=(a—0)®((a—b)— (a—c)) de2. porlema
2.3.11)
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(52

(e—=b0R((a—bd)—(a—c)=(a—=b)A{a—c)

(ea—=b)@((a—b)—=(a—c))=a— (bAc)

(a—=b)@({(anb) =c)=a— (bAc)

3)=1)

l—=(aNb)=1-—

ca®(a—b)=1b

Lema 2.7

Sea (L, <,®) un reticulado residual divisible, entonces:

de

1) Si a es idempotente a A b = a ® b, cualquiera que sea b € L
2) a®(bAc)=(a®b)A(a®c)
3) a®b<(a®a)V(h®D)
4) aA(bVec)=(aAb)V (aAc)
demostraciéon
1)
l.L.aa=a
2.a@b<and
3.anb=a® (a—b)

@8]
<

por hip.
de 5. por lema 2.3.8)

de 2. a 6.

hip.
hip.

0bs.2.5.2)

de 2. 3. y 4.

por 1.

5.y 6. por 0bs.2.5.2)

hip.
por 0bs.2.5.4)

por lema 2.6.2)



4. a®(a—b)=(a®a)® (a—b)
5. a® (a®(a—>b)<a®b
6. anb<a®b

7. aNb=a®b

2)
l.a®@(bAc)<(a®b)A(a®c)
2. a0c<a®c
J.c<a—{(a®c)

4. (a—> (a®C))—=b<c—b

a®D)A(a®c

a®@b)A(a®c)=a® ((a = (a®c)) AD)

a®b)A(a®c) < (a®c)® (c — b)

10. (a®b)A(a®c ® (bAc)

1. (a®b)A(a®c)=a® (bAc)

3. a=c® (aVb), para algin ¢

4. b=d® (a Vb), para algin d

(&)

. aVhb=(c®(aVDb))V(d® (aVb))

6. (c®(aVvb)®(d®(aVbd)=(cVd)®(aVDb)
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(a®b)® ((a®b) = (a®c))
a®b)A(a®c)=a®@ (bR (b— (a — (a®¢))))

(a@b)A(a@c)=

(@a@b)A(a®c)

(@a®b)A(a®c)
8. a®b)A(a®c)=a®((a— (a®c))® ((a = (a®c)) — b)) de 7. por lema 2.6.2
(a®@b)A(a®c) <

(@a@b)A(a®c) <

(a®@b)A(a@c)

de 1. y 3.
por lema 2.3.2-1)
de 3. 4. y 5.

de 2. y 6.

lema 2.3.7)

de 2. por 3
de 3. por lema 2.3.4-ii)
lema 2.6.2)
de 5. por lema 2.3.10)

de 6. por lema 2.6.2)]

de 8. por lema 2.3.2-1) y 4.
de 9. por lema 2.6.2)

de 1. y 10.

de 1. por hip.
de 2. por hip.
de 3. y 4.

por lema 2.3.6)



7. aVb=(cVd) ®(aVb)

8. a®@b=(c®(aVb)R(d® (aVb))

9. a@b=c®d®((cvVd)®(aVbh))®(aVb)

10, a®b=((c®d®c)V(c®d®d))®

11. (c®(aVb)® (c® (a Vb))V

12. a®b < (a®a)V (b QD)

1)

1 (bvc)>
2. aAN(bVec)
3. (bVc)A

4. aAN(bVec) =
5. aN (V)<
6. an(bVe) <
7. aA(bVec) =

Corolario 2.1

bVe)® ((bVe) — a)

b ((bVec)— a)V(e® ((bVc)— a)
b@(b—a)V(c®(c—a))
(aAb)V(aAc)

(aAb)V(aAc)

(a Vb)) ® (aVb)

(d®(aVb)®(d® (a VD))

de 5. y 6.

de 3. y 4.

de 7. y 8.

de 9. por lema 2.3.6)
de 10. por lema 2.3.6)

de 1. 2. y 11,

por lema 2.6.2)

de 3. por lema 2.3.6)
de 4. por lema 2.3.2-i)
de 5. por lema 2.6.2)

de 1. y 6.

Sea (L, <, ®) un reticulado residual. Si L es divisible y satisface la ley fuerte de De Morgan
entondes Hyy, €l conjunto de los elementos idempotentes con respecto al producto, for-
man un 4lgebra de Heyting y la implicacién en H s coincide con el residuo del reticulado.

demostracién

Recordemos que un dlgebra de Heyting es un dlgebra (L, A, V, —, -) donde A y V son

el infimo y el supremo del reticulado y

a<b—c

—a = a — 0, verificdndose a A b < ¢ si y sélo si

Ya que en L se verifica la ley fuerte de De Morgan y es divisible afirmamos, en virtud
del lema 2.7, que se trata de un reticulado distributivo.
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Sabemos que ® es una operacidon binaria asociativa, conmubtativa, is6tona e idempotente

b ) b
por lo tanto ® = A4 Es claro, entonces, que a Ab < c si y sélo si @ < b — c en virtud de
la condicién de cupla adjunta 3.

Sélo resta ver que el conjunto de los idempotentes es cerrado con respecto a las o-
peraciones. Es decir debemos verificar que:

1)
2

(aAND)®(aAb)=aAnb
Y (avVb)®(aVb)=aVb
3) (a—=b)®(a—b)=a—b
4) (me)® (-

(ma) = —a
En efecto:

Sean a,b elementos idempotentes en L

1)

L. (aAd)®@(aAbd)=(a®a)A(a@D)A(b®a)A(b®D) por lema 2.7.2)
2. (anb)®@(aAb)=aA(a®Db)ADb por hip.
3. (aAb)®@(aAb)=aAnb de 1. y 2. por 0bs.2.5.4)
2)

1. (avbh)®(aVb)=(a®a)V(a®b)V(b®a)V (b®D) por lema 2.3.6)
2. (avbh)®(aVvd)=aV(a®b) Vb por hip.
3. (avbd)®(aVb)=aVb de 1. y 2. por obs.2.5.4)
3)

l.a®@b=aAb lema 2.7.1)

4Sea (A, 0,1) un monoide conmutativo en el que todo elemento es idempotente. Entonces, existe una
Unica relacién de orden < sobre A satisfaciendo a Ab =aoby a < 1. En efecto: Es claro que si tal orden
existe a < b sii a o b = a. Luego, si existe, es inico.
Tomando la condicién anterior como definicién de <, de las propiedades de (4, o, 1) se sigue que (A, <) es
un conjunto parcialmente ordenado con ultimo elemento 1. Por otra parte definiendo el orden pora <b
sii @ o b = a necesariamentic a o b es el infimo de a y b. Luego, e Ab =aoby a <1 cualquiera que sea
a € A.(Johnstone, [10])
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2.an(a—=Db)<b de 1. y lema 2.32-i)

3. (a—b)V((@a—b)—b)=(@A(@—0b)—b lema 2.4.3)
4. (a>b)V(a—b)—-b)=1 de 3. y teorema 2.1.b-ii)
5. (a—b)=((a—=0®@—b)V((a—be((a—b)—0b) ded ylema2.3.6)
6. (a—b)®((a—b) —b)=(a—b)Ab lema 2.6.2)
7. (a—=b)®(a—b) —b)=(a—beb lema 2.7.1)
8. (a—b)®(a—b)—b)<(a—b)®@— D) de 0bs2.5.6) y lema
9. a—>b=(a—b)® (a— b de 5. y 8.
4)

inmediato a partir de 3)

Definicién 2.4

(L, <, ®) reticulado residual integral se llama integral conmutativo de Girard si verifica:

(a—0)—0=a (11)

Observacion 2.12

En la obs.2.7 definimos el operador l-ario —. Con esta definicién podemos afirmar que
(L, <,®), reticulado residual integral se llama de Girard si y sélo si la negacién es una
involucién. ya que 11 es equivalente a decir:

—(-a) =a (12)

Es claro que no todo reticulado residual integral es de Girard, como se ve en el ejemplo
2.6, donde se verifica:

(c—0)—0=1
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Ejemplo 2.7

Consideremos el siguiente reticulado:

I
b
i3
0
Con el producto definido por:
® 0 a b 1
0 0 0 0 0
a 0 0 0 a
b 0 0 a b
1 0 a b 1
y el residuo segin la siguiente tabla:
— 0 a b 1
0 1 1 1
a b 1 1 1
b a b 1 1
1 0 a b 1

Lema 2.8

Sea (L, <,®) un reticulado integral conmutativo de Girard.
Entonces:

Da-b=((@®(b—0)—0
2) (anb)—=>0=(a—0)V(b—0)

3 (a—0)-(b—-0)=b—a
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demostracion

1)
L. (a®@(b—0) =>0=(a— ((b—0)—0) por lema 2.3.10)
2 (a®@(b—-0)—>0=a—0b de 1. por hip.
2)
L ((a=0)v((b—0)—-0=(a—0)—0)A(0b—0)—0) por ref PR 9)
2. ((a—=0)—=0)A((b—0)—=0)=aAb por hip.
3. (anb)—=0=(a—0)V(b— 0) ‘ de 1. y 2.
3)
1. (a—=0)—=(b—0=b—((a—0)—0) por lema 2.3.10)
2a-20->0b—-0=b—>a de 1. por hip.
Lema 2.9

Sea (L, <, ®) un reticulado integral conmutativo de Girard. Entonces son equivalentes:
a) (a—b)V(b—a)=1

b) a®(bAc)=(a®b)A(a®c)

demostracion
1) = 2) Ya probado en lema 2.4
2) « 1)

L.La—=(bVe)={@®((BVc)—0)—0) de lema 2.8.1)
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2. (bve)—=0=(b— 0)A(c— 0) por lema 2.3.9)
3.a—=(bVve)=(@®((b—0A(c—10)—0 de 1. y 2.
4 a—bVe)=((a®(b—0)A@® (c— 0)) —0 hip.
5. a— (bve)=((a®(—0)) > 0)V((a®(c—0)) —0) ded. porlema 2.4.3)

6. a— (bVe)=(a—b)V(a—c) de 5. por lema 2.8.1)

Definicion 2.5

Un reticulado residual tiene raices cuadradas si y sélo si existe una funcién S, S : L — L
tal que satisface:

(s1) S(a)® S(a) =a

(s2) b® b < a entonces b < S(a)

Observacion 2.13

Es obvio que S estd univocamente determinada por sl y s2.
en efecto:

1. S satisface sl y s2

2. S satisface sl y s2

3. Sa)® S'(a) < a por sl de S’
4. S'(a) < S(a) de 3. por s2de S
5. S(a)® S(a) < a por sl de S
6. S{a) < S'(a) de 3. por s2 de S’
7. S(a) = S'(a) de 4. y 6.

Observacion 2.14

Habitualmente suele escribirse S(a) = Va
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Lema 2.10

Sea (L,<,®) un reticulado residual con raices cuadradas. Entonces:

) )a<va
ii) Si @ < b entonces v/a < Vb

2) Va® Vb < Va®b
3) Vo= b=+a— Vb
) VaAb=+anrVb

demostracién
1)
i)
1. a=+va®Va sl
2. a<Va de 1. por lema 2.5.4)
ii)
1. a<hb hip.
2. Va®+Va=a sl
3. Va< Vb de 2. por s2
2)
1. (Va® Vb)® (Va® vb) = (Va® va) ® (Vb ® V)
2. (Va®Vh)® (Va® Vb)) =a®b de 1.
3. Va® Vb < Va®b de 2. por s2
3)
1. a®(va— Vh)®(Va— Vb) = va® (Va— Vb) ®Va® (vVa — vb)
2. a®(vVa— Vb ®(va— vb) < Vb®Vh de lema 2.3.2-i)
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10.

a® (va— Vb)® (vVa— Vb) <b
(Va— Vb ®(Va— Vb <a—b
Va—-Vhb<Va—b

. Va®Va—-b< \/a® (a —b)

Ja® (e — b) < Vb
Va®Va—b< Vb
Va—b<+a— Vb

.\/aeb:\/aﬂ\/g

de 2. por sl

de 3. por 3

de 4. por s2

por 2)

por lema 2.3.2-1)
de 6. y 7.

de 8. por 3

de 5. y 9.

(Va AV ® (VaAvb) = (Va® va) A (Va® Vb) A (vVa® Vb)) A (Vb® Vb) por

lema 2.7.2)

(Vanvh) @ (Var Vi) =an(vVa® Vb)Ab
(VaAVE) ® (VanvE) =anb

(VanvE) < Vans

canb<a

.anb<b

\/a/\bg\/a
\/a,/\bS\/E

VaAb< Vanvh

VaAb=+varvb

44

de 1. por sl
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de 3. por s2
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Corolario 2.2

Sea (L, <, ®) un reticulado residual integral conmutativo con raices cuadradas.
Entonces:
Sib < va® Vb entonces b < a

demostracién
1. b<Vao Vb hip.
2. Vb® (vVanvb) = (VbE® va) A (Vb ® Vh) por lema 2.7.2)
3.6<V/a®@Vh=b de 2. por sl
4. b=vb® (Vb® (Vb — Va)) de 3. por 2.
5. b=b® (Vb — Va)) de 5. por 1)
6. b < (Va® Vb)) ® (Vb — a)) de 5. por 1)
7. 0<Va® Va de 6. por lema 2.3.2-1)
8. b<a de 7. por sl

Corolario 2.3

Sea M = (L,<,®) un reticulado residual integral conmutativo con raices cuadradas.
Entonces las siguientes relaciones son validas:

1) Va®b = ((vVa® vb) = v0) = VO

2) Si M satisface la ley fuerte de De Morgan, entonces:

Vavb=+yav Vb

demostracién
1)
1. Va®b=((va® vb) - v0) - V0 hip.
2. (Va®vb) = V0) - V0 = (Va— (Vb — V0)) = V0 por lema 2.3.10)
3. (va® V) = V0) = Vi = J(a— (b—0)) = 0 por lema 2.10.3)



4 (Va® Vb)) = V0) - Vi=/(a®b) — 0) =0 por lema 2.3.10)

5. (Va® vb) = v0) - Vi=vaab de 4.
2)

1. Vavh=/((a— 0)A(b—0)) — 0 por 0bs.2.6
2. Vavh = (\/(a = 0)A\/(b— 0)) - VO de 1. por lema 2.10.3)
3. Vavb = ((a — 0) = VO) v (/(b — 0) - V) de 2. por obs.2.5.4)
4. Vavb=/(a—0) >0V /(b 0)—0 de 2. por lema 2.10.3)
5. VaVvb=+aVvvb de 4.por hip.

Observacién 2.15

Existen diferentes formas de definir MV-dlgebras, todas ellas equivalentes Dado el contexto

en el que estamos trabajando, presentamos la siguiente:

Definicion 2.6

Sea (L, <,®) un reticulado residual conmutativo integral. Si L satisface la condicidn:
(a—>b)—-b=aVb (13)

se dice una M V-dlgebra

Lema 2.11

Sea (L, <,®) un reticulado residual conmutativo integral. Entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1) (L,<,®) es MV- dlgebra

2) (L, <,®) es reticulado residual divisible de Girard.
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demostracion

1) = 2)

Probaremos que la negacién es involucién y que el reticulado es divisible.

{a—>0)—>0=aVd
.a<b
ca—=0=(a—>0)V(b—0)

ca—0)=((a—>0)— (b—0)) — (b —0)

a—=0=(b—-oa)—(b—0)

La—0=0b®(b—a))—0

ca=b® (b— a)

(L, <,®) es reticulado divisible de Girard

2) = 1)

Sabemos que es reticulado residual integral.
Probaremos la condicién 2.6.

(avb)—=0=(a—0)A(b—0)
(avDd) - 0=(b—-0)® ((b—0) - (a — 0))

(avb) > 0=(b—0)—> (a—0b)

aVb=((avb) —-0)—0

.aVh={((b—~0)—(a—b)—0
caVvbd)=(a—=b)— ((b—0)—0)

aVb=(a—b)—b

47

por hip.

hip.

de 2. por lema 2.3.4-i)
de 3. por hip.

de 4. por lema 2.3.11)
de 5. por lema 2.3.10)
de 6. por 1.

del. y 7.

por De Morgan
lema2.6.2)

de lema 2.8.3)
por hip.

de 3. y 4.

por lema 2.3.10)

de 6. por hip.



Lema 2.12

En toda MV-algebra se verifica:

a—(a®b)=(a—0)Vb (14)
demostraciéon
L. (a—=0)Vb=bV(a—0)
2. (a—=0)Vvb=((b->(a—0)) = (¢« —0)
3. (a—=0)vb=((a®b) —»0) = (a — 0) de 2. por lema 2.3.10)
4. (a—>0)Vb=a— ((a®b) - 0)—0 de 3. por lema 2.3.11)
4. (a—=0)Vb=a— (a®D) de 4.

Corolario 2.4

Toda MV-dlgebra satisface la ley fuerte de De Morgan.
demostracién

Es claro, en virtud del lema 2.11 que toda MV-algebra es un reticulado de Girard divisible.
Por el lema 2.6 afirmamos que L satisface:

a®(bAc)=(a®b)A(a®c)

y finalmente, el lema 2.8 asegura que esta propiedad en un reticulado de Girard es equi-
valente a satisfacer la ley fuerte de De Morgan.

Observacién 2.16

Sea (L, <,®) una MV- dlgebra con raices cuadradas, entonces en L se verifica:

Va®b=(v/a® Vb)) VvV0

demostracién
1. Va®b=((Va®b) — V0) - V0 por cor.2.3.1)
2. Va®b=(va® Vb)) vV0 de 1. por hip.
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Lema 2.13

Sea M = (L, <,®) una MV- dlgebra con raices cuadradas entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1) M es algebra de Boole (esto es ® = A)

2) V0 =0
demostracién

1) = 2)

Se verifica trivialmente

2) = 1)
1. V0=0 hip.
2. an(e—0)= Jar(a—0)® /an(a—0) sl
3. aA(a—0)<Va®Va—0 de 2. por lema 2.10.1)
4. an(a—0)< \/a® (a—0) de 3. por lema 2.10.2)
5 aA(a—0) <0 de 4. por lema 2.3.2-i)
6. aA(a—0)=0 del. y5.
7. a=a® ((a — 0)Va) por 2.6
5. a=a®a

Ya que todo elemento es idempotente ® = Ay, en este caso, se tiene un dlgebra de Boole.

3  Casos Particulares

3.1 Algebra de Lindenbaum
Definicién 3.1.1

Sea £ un lenguaje formalizado de orden 0y {—, A, V, —, ®} el conjunto de simbolos l6gicos
donde - es una operacién unaria y las demds son binarias.
Los axiomas légicos de la [dgica monoidal(Hohle, [9]) son los siguientes axioma-esquemas:

(SC1) ((a—b) = ((b—¢) = (a = ¢)))
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SC2) (a — (a Vb))

SC3) (b — (a Vb))

5C4) ((a—¢) = ((b = ¢) = ((aVb) = c)))

SC5) ((a Ab) — a)

SC6) ((a®b) — a)

SC7) ((a®b) — (b — a)

SC8) (e® (b®c) = ((a®b) ®c)

5C9) ((c—=a) = ((c—b) = (c— (anb))))
5C10) ((a = (b —¢)) = ((a ®b) — ¢))
SC11) (((a®b) — ¢) — (a — (b— ¢)))
SC12) ((a ® ma) — b)
5C13) ((a — (a ® —a)) — —a)

La unica regla de inferencia es Modus Ponens MP.
El cdlculo proposicional monoidal SC es el cdlculo proposicional usual basado en los a-
xiomas SC1 a SC13.

Escribiremos F a para indicar que a es un teorema de SC.

Lema 3.1.1

Sea SC el célculo proposicional monoidal. Entonces, para cualquier a,b,c € L:
1) F(a—a)

2) F((a®(a—1b)) —b)

Jtla—-(— (b®a)))

4) Sit a, entonces F(b— (b—a))

) F(a—(b—a))

6) F((b—c) = ((a®b) = (a®c)))
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Definicién 3.1.2

Dados a, b, € L definimos una relacién de orden en £ por:
avb siysélosi F(a—b)

En virtud de la ley de silogismo y el lema 3.1.1.1) afirmamos que es, en efecto, una relacion
de orden.

Definicion 3.1.3

Dados a,b, € £ definimos una relacién de equivalencia en £ por:
a~b siysflosi F(a—b)ylk (b— a)
Sea:
L=L]~

el conjunto de todas las clases de férmulas légicamente equivalentes en £. En particular
> induce una relacién de orden =< en L y, en virtud de esto, (L, <) es un reticulado con
iltimo elemento 1 = {a € L :+ a}. Vemos también que el simbolo 1égico ® define una
operacién x en L del siguiente modo:

[a] % [b] = [a ® b], donde a € [a], b € [b]

y a partir de los axiomas y el lema 3.1.1.4) podemos concluir que (L, X, ) es un reticulado
integral residual conmutativo.
(L, =, %) se dice el dlgebra de Lindenbaum del cdlculo proposicional monoidal.

Observacién 3.1.1

1) Siagregamos al sistema de axiomas légicos la ley de idempotencia, es decir el axioma-
esquema:

(SC14) (a — (a ® a))

Entonces los simbolos légicos ® y A son légicamente equivalentes y el dlgebra de
Lindenbaum es un dlgebra de Heyting.

2) Si agregamos al sistema de axiomas légicos la ley de doble negacion, es decir el
axioma-esquema:

(SC15) (——a — a)
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Entonces el 4lgebra de Lindenbaum es un reticulado de Girard integral conmutativo
y obtenemos la Idgica lineal(Girard, [8]).

3) Si agregamos al sistema de axiomas légicos la ley de doble negacion y la ley de
divisibilidad, es decir los axioma-esquemas:

(SC15) (——a — a)
(SC16) ((aAb) = (a® (a — b))

Entonces el dlgebra de Lindenbaum es un reticulado de Girard integral conmutativo
divisible , es decir una MV-algebra y encontramos los aziomas de Wajsberg de la
ldgica de Lukasiewcz.

5) Si agregamos al sistema de axiomas ldgicos la ley de idempotencia, la ley de doble
negacion y la ley de divisibilidad, es decir los axioma-esquemas:

(SC14) (a — (a®a))
(SC15) (—=—a — a)
(SC16) ((aAb) — (a® (a — b))

Entonces el 4lgebra de Lindenbaum es un 4lgebra de Boole y el conjunto de axiomas
constituye los aziomas del cdlculo proposicional cldsico .

3.2 Algebra de De Morgan
Definicién 3.2.1

Un dlgebra de De Morgan
A= (A NV, 1)

es un reticulado distributivo con unidad (A, A, V,1) munido de una operacién unaria —
tal que se satisfacen las leyes de De Morgan 2.6

Un ejemplo caracteristico de slgebra de De Morgan es el intervalo [0, 1] con las opera-
ciones definidas cldsicamente. Es decir

a Ab=min(a,b)
aVb=maz(a,b)

—a=1—a



Observacién 3.2.1 Cupla adjunta para el 4dlgebra de De Morgan

Un dlgebra de De Morgan no tiene implicacién definida y por lo tanto no aparece natu-
ralmente la nocién de cupla adjunta. Suele definirse en forma andloga a la implicacién
que aparece en un dgebra de Boole para la légica cldsica como:

a—b==-aVh (15)

considerando, al igual que en el dlgebra de Boole para la légica clasica, el infimo como
producto. Definido de este modo, en general, no satisface la condicién de cupla adjunta
3.
En efecto:
consideremos en L = [0,1] z=07,y=05,2=0.6
Ay =min(0.7,05) = 0.5 < z
y—z=-yVz=(1-y)Vz=maz(0506)=06%z
Luego, el dlgebra de De Morgan con (A, —a V b) no constituye un reticulado residual.

Pero, segin lo visto en el lema 2.1 si el producto ® respeta los supremos, es decir, si

satisface:
a®(\Vt)=Veat)
i€l el
siempre es posible hallar una cupla adjunta definiendo el residuo de acuerdo con 7 por:
c—oy=\{t:z®t <y} (16)
Dualmente, segin lo visto en el lema 2.2 si el residuo — respeta los infimos, es decir, si
satisface:
a — (/\f,) = /\(a — ;)
i€l i€l
siempre es posible hallar una cupla adjunta definiendo el producto de acuerdo con 9 por:
z@y=N\{t:z<y—t} (17)

Si construimos el residuo — mediante la férmula 16 considerando a ® = A es claro, en
virtud del corolario 2.1, que la estructura del reticulado residual obtenido serd un 4lgebra
de Heyting.

Por otra parte, si definimos ® a partir de la implicacién mds usual en dlgebras de De
Morgan (15) seglin 17 obtenemos un reticulado residual no integral.
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En efecto:

Sabemos que al obtener la cupla adjunta tenemos un reticulado residual. Es fdcil ver que
en general a — a # 1 y en consecuencia el tltimo elemento del reticulado no coincide con
la unidad del monoide.

Si se diera el caso, con la implicacién definida por a — b = -~aVb, de a — a = 1 para todo
a en el reticulado lo que estd ocurriendo es que para todo a en el reticulado se verifica
aV —a =1y nos encontramos en un algebra de Boole.

3.3 T-normas

Definicién 3.3.1

Una T-norma® (Schweizer and Sklar, {16], [17]), es una operacién binaria definida sobre
el intervalo real [0, 1] que satisface:

1) T(z,1)==2, T(x,0)=0

2) T(z,y) = T(y, =)

3) Siz < o',y <y entonces T'(z,y) < T(z',y)
4) T(z,T(y,2)) = T(T(z,y), 2)

Es decir, es una operacién binaria sobre [0, 1] que es conmutativa, asociativa, isotona,
con unidad y elemento nulo. ©
Se plantea, naturalmente, la cuestién de determinar si el monoide ([0, 1}, T, <), donde <
es el orden natural de R, es un reticulado residual.
Para ello debe existir una operacién binaria — en [0, 1] satisfaciendo:

alTb<c siysolosi a<b-—oc

es decir, una cupla adjunta donde ® =T 7

De acuerdo al lema 6 para que ([0,1], <,T") sea un reticulado residual conmutativo T
debe respetar los supremos, es decir:

T(a, \/ =)=\ T(a,z)

z€[0,1] z€[0,1]

SUna operacién * : [0,1] x [0,1] — [0, 1] se dice una norma triangular si es asociativa, conmutativa
y no decreciente en ambas variables. Serd una T-norma siy sélo si tiene como identidad el 1, y una
T-conorma si y sélo si tiene como identidad el 0. (Drewniak, [7])

6En la mayoria de los trabajos sobre légica fuzzy y sus aplicaciones los operadores que se consideran
son las llamadas T-normas y T-conormas (denominacién proveniente de la teoria de espacios métricos
probabilisticos), que permiten, al operar sobre los valores de las funciones caracteristicas de los conjuntos
difusos, obtener la interseccién y la unién de éstos. Zadeh en su trabajo original toma el minimo como
T-norma y el supremo como T-conorma

Talgunos autores llaman a esta residuo quasi inversa de T (Turunen, {19]).
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es decir, T debe ser una T-norma continua a izquierda.

Observacion 3.3.1

Si ([0, 1], <, T) es reticulado residual, entonces es un reticulado residual integral de Girard
y el residuo estd dado por:

a— b= -T(a,=b) (18)

En efecto:

Suponemos que T es continua a izquierda y por lo tanto existe el residuo definido por 7.
Por def.3.3.11) y 2) el elemento neutro para T coincide con el ltimo elemento de [0, 1]
como reticulado y, en consecuencia se trata de un reticulado residual integral.

En [0,1] se define habitualmente —a = 1 — a y se nota —a. Se ve claramente que esta
negacién es involutiva y, por lo tanto se trata de un reticulado de Girard.

En virtud del lema 2.8.1)definimos el residuo por 18

Ejemplo 3.3.1

Los operadores T-norma mds habituales en la literatura son:

el minimo u operador de Zadeh:
To(z,y) = min(z,y),

el producto aritmético u operador de Mandani:
TC(m)y) = my’

y el producto acotado u operador de Lukasiewicz:
Tm(z,y) =(x+y—-1)V 1L

3.4 FEcuaciones con relaciones fuzzy

Definicién 3.4.1

Sea E un conjunto cldsico. U,V subconjuntos de E, (L,<,®) un reticulado residual
generalizado y g : U x V' — L una funcién. Entonces R se dice una relacion fuzzy en

UxV.
An3logamente al caso clasico se define R™' C V x U por pr (v, 1) = pp(u,v)

Definicion 3.4.2

Sea E un conjunto cldsico. U, V, W, X subconjuntos de 'y R, S1, Sy, T relaciones difusas
tales que: RC U x V,51,5, CV x W, T C W Xx X entonces:
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1) S1 < Sasips, (v, w) < ps, (v, w) cualesquiera que sean v € V,w € W

2) la max-®-composicién ® de R con S se define por:

RO S(u,w) =\ (Ru,v) ® S(v,w)), welUweW (19)
veV

3) el residuo =>; de S con T se define por:

S=1T(w,v)= A\ (Sv,w) =1 T(w,w)), uweUveV (20)
weW

4) el residuo = de R con T se define por:

R=9T(w,w)= A\ (R(u,v) =2 T(u,w)), welUveV (21)
uel

Observacién 3.4.1

Sea E un conjunto clasico. U, V, W, X subconjuntos de E y R, S, Sy, T relaciones difusas
tales que: RC U x V,81,5, CV x W, T CW x X. Entonces:

© es asociativa e isdétona en ambas variables.

=>1, =2 son isdtonas en la primera variable y antitonas en la segunda.

En efecto:

2.

3.

RO(SOT)=(ROS)OT

R ©) (S o T)(“’J ’U) = \/’UEV((R(U‘) U) ® (VwEW(S<U’ ’LU) ® T(w» :U))

- Vaev (R(1,0) @ (Vuew(S(v,w) ® T(w,z)) = Vyew (Voer (R(1,v) ® (S(v,w))) @

T(w,z))
Vwew (Voev (R(1,0) @ (S(v,w))) ® T(w,z)) = (RO S) © T(u, )
ROSOT)=(ROS)OT de 1. a 3.

5151 < 5y, entonces RO S < RO Sy

.51 <8, hip.

Viev (R(u,v) ® S1(v,w)) < Vv (R(u,v) ® So(v,w))u € Uyw e W

ROSILROS, de 2.

Las restantes demostraciones son andlogas.



Lema 3.4.1

Sea E un conjunto cldsico. U, V, W subconjuntos de E y R,S,T relaciones difusas tales
que: RCU XV, SCV xW, T CX xW. Entonces:

1) RoS<LT si y sélo si R<S=,T

2) ROSLT si y s6lo si S<R=4T
demostracién

1)

L. ROSLT

2. Vyev(R(u,v) @ S(v,w)) < T(u,w), uwelUweW

w

R(u,v) ® S(v,w) < T(v,w), wnelUveV,weW
4. (R(u,v) < S(v,w) =1 T(u,w) ,uelUveV,weWw
5 (R(u,v) < Apew(S(v,w) =1 T{u,w)), uweUveV

6. R(u,v) < S(v,w) =1 T(v,w)

L ROSLT
2. Vyev(R(1,v) ® S(v,w) < T(w,w), wvelUweW
3. (R(u,v) ® S(v,w) <T(v,w), nelUveV,weW
4. (S(v,w) < R(u,v) =9 T(w,w), wvelUwveV,weW
5. (50, 0) < Auew (R, ) = T(w,w)), e Uvev
6. S(v,w) < R(u,v) =9 T(u,w)

Corolario 3.4.1
) (S—1T)eS<T

2) RO(R=2T)<T



Lo que hemos demostrado en este lema es que (®, =1) ¥ (©,=2) son cuplas adjuntas
para el reticulado R de las relaciones fuzzy. No hemos afirmado que tiene estructura de
reficulado residual generalizado dado que (R;,®) no constituye un monoide en general.

Observacién 3.4.2

Si ® es conmutativa, entonces:
1) (ROS)t=851o R
2) R=>,T=(R'=, 771!

En efecto:

S1 ® es conmutativa, en virtud de obs.2.1 podemos afirmar —1=—9 y la demostracién es
trivial.

Teorema 3.4.1

La ecuacién en relaciones fuzzy

XO05=T
tiene solucidon X si y sélo si S =1 T es solucién. Si S =1 T es solucién, entonces es la
mayor.
demostracién

Es claro que si S =1 T es solucién la ecuacién tiene solucién. Veamos que es la maxima.
I.ROS=T hip.
2. R<S=1T de 1. por 3

Supongamos ahora que X © S = T tiene solucién. Sea R tal solucién.

1. RoS=T hip.
22 R<S=,T de 1. por 3
3. ROS<(S=1T)0S de 1. y2.
4. (S=17)60S=T de 3. por cor.3.4.1.1)



Teorema 3.4.2

La ecuacién fuzzy
X605=T

tiene solucién para cualquier 7 C U x W siy sélosi (S =; I)©S =1I,donde I CW x W
estd definida por us(wy, we) = 1 sl wy = wa y pur(wy, ws) = 0 en cualquier otro caso.
demostracion

=
1. X ® S =1 tiene solucion hip.
2. (S=x110S=1I de 1. y te0.3.4.1
~=
1. X ® S =1 tiene solucién hip.
2. X05=T01 I es neutro
3.X0S=To{(S=11)0S) de 2. por 1.
4. T O (S =1 I) es solucién de 3.

Dualmente enunciamos los siguientes teoremas:
Teorema 3.4.3

La ecuacion en relaciones fuzzy
RoY =T

tiene solucién Y si y sélo si R =9 T es solucién. Si R =9 T es solucidn, entonces es la
mayor.

Teorema 3.4.4

La ecuacién fuzzy
ROY =T



tiene solucién para cualquier 7' C U x W si ysolosi RO(R=3I)=1,donde I CU x U
estd definida por py(ur,ug) = 1 si uy = ug y pr(11,uz) = 0 en cualquier otro caso.

E. Sanchez [15] estudié este problema para el caso ([0, 1], <, A) definiendo el residuo
como el operador 2-ario o del siguiente modo:

{1 siz <y
ray = .
Yy Stz >y

Probé, entonces, que:
1) X oS =T tiene solucién si y sélo si (SaT 1)1 es solucién, y si existe es la maxima.
(def.3.4.2 y teo.3.4.1)

2) RoY =T tiene solucién siy sélo si (7'aT) es solucién, y si existe es la méxima.(def.3.4.2
y te0.3.4.3)

Ejemplo 3.4.1

Sean los conjuntos clasicos:
X = {1, 32}
Y = {y1,y2,y3}
Z = {21, 29,23, 24)

Y las relaciones difusas RC Y x 2,5 C X x V definidas por:

R 21 z9 23 Z4
vi | 03 | 02 | 01 1
P 0.4 0.5 0.6 0.3
Y3 0.2 0.1 0.3 0.8

z1 0.3 0.2 0.3 0.8
D) 0.4 0.5 0.5 0.7
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Consideremos la ecuacién X ®© R = S.
Esta ecuacion tiene solucién si y sélo si 7' = (RaS~")~! es solucién.

T Y1 Y2 Y3

T 0.7 0.5 0.7

Se verifica ficilmente que (RaS™1)™ es solucién de la ecuacién X O R = S. También
es solucién la relacién @ definida por:

Q Y1 Y2 Y3
z1 | 06 | 02 | 08
T9 0.2 0.5 0.7

4  Algebras implicativas
Definicién 4.0.3

Un algebra abstracta (A,1,—) , donde 1 es una operacién 0-aria y — es una operacion
2-aria, se dice un dlgebra implicativa si: (Rasiowa, [13])
al) a > a =
a2) Sia »b=1,b—c=1, entonces a — c = 1
a3) Sia—>b=1,b— a =1 entonces a = b
) @

ad
Definicién 4.0.4

Un dlgebra abstracta (A,1,—) , donde 1 es una operacién 0-aria y — es una operacién

2-aria, se dice un dlgebra implicativa positiva si:
pl)a—-(b—a)=1
p2) (a—=(b—¢c)) > ((a—b) = (a—¢c) =1

) a
)
p3) Sia—b=1,b— a =1 entonces a = b
p4) a
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Observacién 4.0.3

Por obs.2.5 es claro que dado (L, <,®) reticulado residual integral, (L,1,—), donde 1 es
el neutro del monoide y — el residuo de ®, es un algebra implicativa positiva.

En efecto:

Veamos que se satisfacen pl, p2, p3 y p4:

pl)
l.a=1-—-a
2.1-a<b—-a

3 1=a—(b—a)

p2)
LLb<a—b

22b->(a—c)<(a—=b)— (a—c)

de 1. por teorema 2.3.b-ii)

de 2. por 3

de 0bs.2.5.6)

de 2. por lema 2.3.4-ii)

3. (a——>(b—>c))—>((a—>b)—>(a—>c))2(a——»(b—>c))—+(b—>(a—>c)) de

dle=(b=c)=((a=b)—(a—=0)2(@a®b) =) = (h®a) - c)) de 3. por

lema 2.3.10)

e

6. (a=(b—¢c)) - ((a=b) = (a—c)=1

w
)
il
o

(a=®—-e)=>(a=b)—(a>c)>1
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de 4. por 0bs.2.5.1)

de 5.

hip.
hip.
de 1. por teorema 2.1.b-ii)
de 1. por teorema 2.1.b-ii)

de 3. y 4.



p4)
lLLa—>1=1 lema 2.3.1)

Sea (A,1,—) un élgebra implicativa, que con una adecuada definicién de < resultard
un conjunto ordenado con iltimo elemento 1. Veamos qué condiciones se requieren para
que exista un cupla adjunta.

Dado el teorema 2.1 sabemos que en el caso de encontrar un producto ® tal que
(®, —) sea cupla adjunta el reticulado deber4, necesariamente, ser integral, y la relacién
de orden, en virtud del teorema 2.1.b-ii) deberd satisfacer:

a<bsiysdlosia—b=1

Por la definicién de algebra implicativa se ve facilmente que as{ definida < es una
relaciéon de orden en A (Rasiowa, [13]) y el 1 es e tiltimo elemento.

Lema 4.0.2

Si en un dlgebra implicativa se satisfacen:
cl) (a—=b) - ((b—oc)—>(a—c)) =1
€2) (a = b) = ((c > a) = (c— b)) = 1
cd) l—-a=a
entonces — satisface:
1) Sia<bentoncesa —c>b—c
2) Sia<bentoncesc—a<c—a
demostracién
1)
1l.a<b hip.

2. (a—=bd) > ((b—=)—>(a—c))=1

@

1= ((b—c)—>(a—c))=1
4. b—-c)—(a—>c)=1

5 b—oc<a—c
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1.a<b

2. (a—=b) = ((c—>a) = (c—> b)) =1
3.1 ((c—a) = (c— b))

4 (coa)=(cob)=1

5 c—a<c—b

Corolario 4.0.2

Si — respeta los infimos, entonces es posible definir ®, segiin el lema 9 de modo tal que
(®, —) constituya una cupla adjunta. Si ademés con el infimo A y el supremo V definidos

a partir de la relacién de orden <, (A, A, V) resulta un reticulado, entonces (A4, <, ®) es
un reticulado residual integral.

Lema 4.0.3
Sea (A, —, 1) un Palgebra implicativa positiva. Entonces se verifican:
(=8t —-({(b—c)=(a—c)=1

2) (a—=b) = ((c=a)—=(c—mb))=1

3) 1l-a=a

demostraciéon
Da—=b<((b—=c)—(a—c)=1 prop.
2 (a=b)—=((b—=c)—(a—c))=1 de 1. por <
2)
IL.(a—=b)<((cma)—(c—b))=1 prop.
2. (a—=b) - {(c—a)—(c—ob)=1 de 1. por <
3)
l.1-a=a prop.
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Teorema 4.0.5

Un algebra implicativa (4,1, —) en la que < determina una estructura de reticulado
admite una estructura de reticulado residual si y sélo si se satisface:

a— (Ab)= N(a— b;) (22)

el iel

demostraciénTrivial.
Observacion 4.0.4

No en toda dlgebra implicativa positiva se satisface 22
En efecto: Consideremos A = (4,1, —) donde — cstd definida por:

N g g

o l—=lo|—|c
SR ey ey pEY B e

QIo|[o|j—|—&

S| OO O

»—kﬁ@gol

Este operador satisface las condiciones pl, p2, p3 y p4 y, en consecuencia, afirmamos
que A es un algebra implicativa positiva.

La relacién de orden inducida por este operador de implicacién origina el siguiente
diagrama de Hasse para el conjunto A:

1

0

Observando la tabla y el diagrama vemos que:
c—(aAb)=c—=0=0
(c—oa)A(c—b)=cAhc=c

c#0

es decir, no se satisface la condicién 22. Por lo tanto A no admite una cupla adjunta
y, en consecuencia, una estructura de reticulado residual.
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