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CAPITULO 0O
NOCIONES AUXILIARES.

0.1. PRERREQUISITOS. En lo que sigue nos detendremos 1o menos posible en
las demostraciones de teoremas de existencia, unicidad, prolongacidén de so
luciones, etc., de ecuaciones diferenciales ordinarias. Esta parte gene
ral de la teoria puede verse con provecho en cualquiera de los siguien-
tes excelentes tratados: Hartman [5]; Coddington y Levinson [2]; Hale
[4}; Birkhoff y Rota [1]; de Guzmidn [3]; aunque enunciaremos precisamen
te el resultado a usar si é€ste no es muy elemental. Aplicaciones de 1la
~ teoria de Sturm-Liouville pueden verse en los textos de Weinberger [12]
y Petrovsky [9]. Sin embargo el lector debe tener presente que hay mu-
chos y muy buenos libros que versan sobre ecuaciones diferenciales ordi

narias y/o parciales y que no citamos.

Haremos uso de métodos y resultados del Andlisis Funcional que se en-
cuentran en todos los buenos textos sobre el tema, algunos de ellos es-
tdn citados en la Bibliografia de [8]. Para tener un punto de partida
asumimos, al principio, un mimimo de nociones, por ejemplo, el material
que éonstituye los tres primeros capitulos de las notas de curso [8]:
elementos de la teoria de espacios de Banach y Hilbert, operadores acc-

tados y no acotados en espacios de Hilbert, operadores completamente

T

continuos y su teorema espectral.

Los paridgrafos que siguen a continuacidn no son necesarios para iniciar
la lectura del capitulo 1 y pueden leerse en el momento en que se haga
referencia a ellos. )

0.2 LEMA. Sea u € Cl[a,b] y ¢ € [a,b]; entonces existe M € R, M = M(a,b),
tal que para todo entero positivo n vale:

b . b
]u(c)l2 < M{n j Jlu(x)|® dx + % [ iu'(x)lz dx} .

a a

DEMOSTRACION. Dado ¢ € [a,b], consideremos una funcidn g(x) definida en
[a,b] tal que g(a) = g(b) = 0 con derivada continua y acotada en [a,c)
y en (c,b]l, y tal que g(c-0) - g(c+0) = 1.

N °
\



[od
Entonces: f (u(x)g(x))'dx = u(x)g(x) = u(c)g(c-0), pero también
a .

[of
a

C (o4 (o4
[ (u(x) g (x)) ' dx j ur () g(x)dx + j u(x) g (x)dx.
a a

a
Anidlogamente:

b ’ b b
f (u(x) g (x)) ' dx [ u' () g(x)dx + f u(x)g' (x)dx = -u(c)g(c+0).
[od [od .

c
Por lo tanto:

b b
j W g + [ u(0g (dx = u(e) lgc-0)-g(c+0)] = u(c).
a . a - N . .
Luego:
2 b b 2
w@1? = | w g+ [T ueog o <
a a
b b
<20l weogmax® « | ueog odxl?) <
a a

b b b b
< 2([ lur (0| 2ax RESIEE ["1uco 12ax [C1gr (0 12a0).
a a a

a

Consideremos ahora:

(x—a)n+1
(b-a) (c-a)®

g(x) =
-(b—X)n+1
(b-a) (b-c)™

en [a,c) y (c,bl. Por otra parte:

(n+1) (x-a)" -
(b-a) (c-a)®

g'(x) =
(n+1) (b-x)"

(b-a) (b-c)™
b 2n+2 b 2n+2
‘ J lg(x) | %dx = fc (x-g) . 5= dx + j (b—g) . 5 dx =
a a (b-a)“(c-a)“™ ¢ (b-a)“(b-c)“"
) 1 (x_a)2n+3 c ] 1 (b_x)2n+3 b )
2n+3 (b-a)2(c-a) 2D 2n+3 (b-a)2(b-c) 2"
_ 1 (ema)debe0)d _ (b-a)’ _ b-a
T 2n+3 = -

(b-a)?2 (2n+3) (b-a) 2 2n+3 -



Jb]g'(x)|2dx - fc (n+1)2(x—a)?n dx + Jb (n+1)2(b—x)3n dx =
a a (b-a)(c-a)’™ ¢ (b-a)?(b-c)*" |
_ (n+1)2 . (x-a)2ntl ¢ (p-x?ntl b} _
2n+1 (b_a)Z(C_a)Zn a (b_a)Z(b_C)Zn o
= (n+1)2 (b'a) = (n+1)2
(2n+1) (b-a) > (2n+1) (b-a)

Por lo tanto:

2 b b
|u(c)l2 < 2 (n+1) j Iu(x)lzdx + 2 {b-a) J Iu'(x)lzdx <
(2n+1) (b-3) “a 2n+3 2

' b b
< M{IIJ [u(x)lzdx + % J ]u'(x)lzdx}. QED.
a a

0.3. Vale el siguiente resultado para operadores simétricos definidos
en espacios de Hilbert donde op(A) es el conjunto de autovalores de A
y "#'" significa: "nGmero de elementos de".

TEOREMA 1. Sea A un operador simétrico en D,, siendo D, una variedad
densa en un espacio de Hilbert H tal que R(A) C D,. Supongamos que A
es no trivial y completamente continuo en 0V, (i.e. para todo{u;} CD,,

{ui} acotada, existe una subsucesidn {ui } tal que Aui — u €D,
j 3

para j — «). Valen las siguientes propiedades:
1. A ; < N ;o C R.
op( ) # @ cp(A) o Y op(A) CR
Los autovalores no nulos Aj de A pueden ser ordenados de manera que:
|A1| > IAZ| > ... con ), repetido seglin su multiplicidad que siempre

es finita. Ademids si #cp(A) = &0 , Aj — 0 si j — o,

2. Las autofunciones wj(e DA) asociadas al autovalor Aj pueden elegir-

se»reales y vale que (¢i’¢j) 6ij'

3. |a_| = max {|(Au,u)|: |luj

1, (u,p,) =0, i =1,2,...,n-1}.
n UEDA ( "pl) b b b4 }

4, Si u = Av con v € D, entonces u = Av = Z(Av,wj)wj = E(u,wj)¢j =
= V,Ap Dy, = A(v,p.)p..
L0, Av e, = ] 3 (vae e,

5. Si el rango de A, A(DA), es denso en H entonces {wj} es un sistema

[




ortonormal completo.

EJERCICIO. Demostrar el Teorema 0.3 aplicando el teorema espectral pa-
ra operadores completamente continuos simétricos a su extensidén conti-

nua a H. Observar que la extensidén no tiene nuevas autofunciones.

NOTA. Sea A un operador en las condiciones del Teorema 1 y supongamos
que exista una funcional[.-] tal que para todo u € Dy : lul <alul, sien
do o # 0 una constante independiente de u. Si para todo v € DA existe
w tal que

n
(w -} (AV,¢j)¢j] —> 0 si n — o
1

s

entonces w = Av.

En efecto, por hipdtesis

n n ) n
Ilw - § (Av,e el <alw - J (Av,e)e.] 'y flw - § (Av,e.)e.l — 0 si
1 J J 1 J J 1 J J

. n
n — «; pero por el punto 4 del Teorema 1 sabemos que ) (Av,wj)wj——+AN
A 1

si n— ®»y entonces Av = w.

EJEMPLO. H = Lz([a,b]), [ul = Julle; ¥y también [u] = lullp, p > 2. Aunque
en estos casos la unicidad del 1imite puede deducirse usando 1la existen
cia de subsucesiones convergentes casi doquier de sucesiones convergen-
tes en norma.

0.4. OPERADORES ESENCIALMENTE AUTOADJUNTOS. Un operador lineal A en H
se dice esencialmente autoadjunto si es simétrico (A C A*) y si A- il
y A+1il aplican D(A) en subespacios densos en H.

TEOREMA. Si A es un operador simétrico y existe un niimero real ¢ tal
que A -cI tiene inversa acotada con dominio denso en H entonces A es
esencialmente autoadjunto.

DEMOSTRACION. Notemos con R(A) el rango de A. Sea z un niimero no real
y supongamos que R(A-zI) # H. Entonces existe h # 0 tal que hl R(A-zI).
Por hipbtesis existe una sucesidn {un} C D(A) tal que (A-cI)un =

= h — h,.
n

Luego:
0 = ((A-zDug,h) = ((A-eDu,h) + ((c-z)u,h) =



= (h,h) + (c-2).((A-cI)™'h_,h).
Por ser (A—cI)_1 acotado resulta {un} convergente. En consecuencia

(M (b)) + (em2). ((A-eD ThhLh ) —— 0

n->o

Por otra parte,como los operadores A-cl y (A—c:I)"l tienen dominios den-
sos en H, vale que

(2) ((A-cD®)™H = ((A-c)™Yy#

Yy por lo tanto el operador (A-cI)'1 es simétrico. Esto garantiza que

((A-CI)—lhn,hn) sea real. Entonces, teniendo en cuenta que la parte ima
ginaria de (1) es de la forma

y((A-cD™'h ,h ),y #0

tendremos ((A-cI)"lhn,hn) — 0 si n — «., Luego, de (1) sigue que

Ih_II — 0; o sea ||hj = 0

e , contradiccidn. QED.

0.5. Un operador autoadjunto tiene su espectro contenido en el eje real.
Luego es esencialmente autoadjunto, y ademds cerrado. Veamos la recipro
ca de esta proposicidn.

TEOREMA. Todo operador esencialmente autoadjunto y cerrado es autoadjun
to.

DEMOSTRACION. Sea A un tal operador. Entonces A = A** 'y los operadores
A £il aplican D(A) en subespacios densos en H.

Como todo punto no real del plano complejo es punto de tipo regular €2
de un operador simétrico, los puntos *i lo son de A. Por lo tanto los

operadores (A:tiI)'1 estdn definidos y son acotados sobre variedades
densas en H. Entonces (como en (2) del pirrafo precedente):

(1) Sea A un operador lineal cerrado definido en D(A), denso en H, y a valores
en H. Un nlimero complejo A se llama punto de tipo regular de A si
existe un niimero real K = K(X) > 0 tal que [[(A-AI)f|l > K||f|], para
todo f € D(A). "

Se sabe que el conjunto de puntos de tipo regular, por definicidn
el dominio de regularidad de A, es abierto. Sigue enseguida de la
definicidn que (A—AI)(DA) es un subespacio (cerrado) de H y alli

el operador (A—)\I)_1 es acotado.




D) (A+in)™hyx = (aziny*)~!

(arFin~t
Repitiendo el proceso:

(2) (Atin)"ysx = (axx 317l = (A ipy7!

En consecuencia, los operadores (A +iI)~! son cerrados, y por ser acota
dos:
D((Atin)~1) = #

\

De A C A* y (1) sigue ahora que A = A¥*, QED.

0.6. EXTENSIONES CERRADAS. Sea B un operador lineal cerrado. Sea B una
extensidén lineal donde

(1 D(B) = D(B)+F , F N D(B) = {0}.
TEOREMA. Si dim F < » entonces B es cerrado.

DEMOSTRACION. (Demostraremos la proposicidn sin recurrir a un conocido
resultado de von Neumann y utilizando s6lo m&todos elementales).

Sea {xn} C D(B) tal que x —* X, ﬁ(xn) —— y. Debemos probar que
X € D(g) , ﬁ(x) = vy.

Como x € D(B), x = dn + fn . {dn} C D(B) , {fn} C F.

(a) Si para todo n, anH S K < o, como F es de dimensidén finita existe

una subsucesidn convergente, f, —> f € F.
. j
Por otra parte como BIF es un operador lineal sobre un espacio de dimen

sidén finita &1 es acotado; luego ﬁ(fn‘) — ﬁ(f). Ademis X —* X

)

- J ~
=d =x, -f —x-f y B(d ) = B(dn.
J J J J 7 J
Por ser B cerrado sigue ahora que x-f € D(B) y que B(x-f) = y—g(f). En-

tonces: x = (x-f)+f € D(B), B(x) = y.

B(x_ )-B(f, ) — y-B(£).
J J ‘

(b) Si {f } no estd acotada, llamemos también {fn} a una subsucesidn

tal que anﬂ-—* © cuando n —> «., Si consideramos la sucesidn

X
x! = ——=4d' + f' , x =d +f , se tiene que: x' —> 0,
n n n n n n n
£l
g(x') = g(xn)/ﬂfnﬂ —> (0. Como {fh} es acotada, se puede elegir una sub
n
sucesidn convergente {f' } tal que f! — f£', (If'll = 1), y entonces

~ ~ ] J
B(f; ) — B(f').
3



Por otra parte: d' +f' — 0 =d4' — -f', vy
n. n,. I'lj
' = Y ' Y R
(4,0 = B 3-Beeg ) — B,
Por ser B cerrado concluimos que -f' € D(B). Entonces f' € D(B) N F =

J
'B(dé.) =B

= 0 y llf'li = 1, contradiccidén. Por lo tanto siempre vale que
anH < K < » para cierto K, QED.

0.61. Sean D y F variedades lineales de H. Si D N F = {0} notaremos
con D+ F a la suma D + F.

PROPOSICION, Si F es de dimensidn finita y G es una variedad tal que
GCD+FconGnD-= {0}, entonces dim G < dim F.

~DEMOSTRACION. Por hipbtesis todo g € G tiene una representacidén Gnica

| de la forma g = d + f cond € D, f € F.

Queda entonces bien definida la transformacidén lineal: (G3)g — f(€F).
Esta e¢s biunivoca pues G N D = {0}, QED.

COROLARIO. Si F es de dimensién finita y H de dimensién », H C D + F,
entonces dim (H N D} = o.

DEMOSTRACION. Sea G una variedad lineal tal que G CH, G ND= {0},
maximal respecto a estas propiedades. Entonces de la maximalidad de G
sigue que todo h € H es de la forma h = g + d con ge Gy d €D nNnH. O
sea, H=G + (D NnH). Como dim G < dim F, sigue el corolario, QED.

0.62. DEFINICION. Sea D una variedad lineal de H, espacio de Hilbert.
Un conjunto M de elementos de H se dird linealmente independiente mddu-

lo D si para toda combinacidén lineal 2 c m., mi € M, se verifica

~

} ¢;mg €D = c, = 0 para todo i.
Esto equivale a decir que M es linealmente independiente y [MlI ND = {0},
donde [Ml es 1a variedad lineal generada por M. Sea D = [M] + D. Entonces
por definicidn: dim (D/D) = dim [M],(S = ).

0.7. EL ESPECTRO DE OPERADORES CERRADOS. Sea T definido eh D(T) € H.
Supondremos en toda esta seccidén que el operador lineal T tiene dominio
denso en H y que T es cerrado.

Un punto X € C se dice de tipo negufan para T si se verifica

(1) B (T-AI)f) = c|fl para todo f € D(T) , c > 0.



AR A e % b

-

O sea, (T-AI)'1 existe y es acotado en su dominio. Ademds es un opera-
dor cerrado y por lo tanto su dominio es un subespacio. Diremos que A
es un punto regular (para T) si es de tipo regular y si

(2) (T-AT) (D(T)) = H.

O lo que es lo mismo, un punto regular (para un operador cerrado) es
un punto de tipo regular para el cual (T-AI)(D(T)) es denso en H.

Designaremos con w(T) a la familia de puntos de tipo regular y con
0(T) (espectro de T) al complemento de los puntos regulares.

(3) m(T) es abierto.

¢

En efecto, si se verifica (1) para cierto A entonces si |[A-u| < >

F(T-uD) £l > clfll - [A-ull€l > SUHfll y w(T) es abierto.

o(T) N m(T) es la familia de puntos de tipo regular ne~regulares, C\o
es también llamado conjunto resolvente. Con OP(T) denotamos al espectro
puntual (conjunto de autovalores de T); con 0_(T) al espectro continuo,
es decir al conjunto de puntos A del espectrec, no en 0p,(T), para los

-cuales (T-AI)(D(T)) es denso en H; y con 0,.(T) al espectro residual,

por definicidn, el conjunto de los A que no son autovalores y para los
cuales (T-AI)(P(T)) no es denso en H. Obviamente:

(4) ' a(T) = 0, (T) + o (T) + o (T).

Es fdcil ver que o, = {) € o\(cp U m): (T-AI)(D(T)) = H}. Como un ope-
rador cerrado con dominio H es acotado sigue que

(5) A€o (T) = (T-AI)(D&T)) # H.

0.71. C(T) designarid al espectro de concentracién (también llamado es-
pectro limite): A € C(T) si y s6lo si existe una sucesidn acotada {f,}
no compacta (i.e. tiene una subsucesién {fﬁ} tal que ninguna subsuce-
sidén de ésta es convergente) tal que

(1) {f } co(T) , 1lim (T-AD)f, = 0.

n-—>o

Una sucesidn como la {f}} se dice caracteristica para A. Siempre pode-
mos suponer que |[f Il = 1 para todo n pues existe € > 0 tal que todo elemen
to de la caracteristica verifica /e = £l = €, (aqui € = e({f:1})).

Obviamente C(T) N 7m(T) = @. Por lo tanto C(T) C o(T) y C(T) contiene a
todo autovalor de multiplicidad infinita.

Es ficil ver de la definicidn de espectro residual que



(2) o_(T) = conjugado de OP(T*)\OP(T) = {X: X es autovalor para T*
y A no lo es para T} D o(T) N n(T).

Veamos ahora que vale la siguiente relacidn:
(3) o(T) = UP(T) U o, .(T) uC(T).

Precisamente, veamos que o\m = C U Oy (y (3) seguira de (2)). Sea
A€ o. Si A & m, existe en D(T) una sucesidn {¢n}, ol = 1, tal que

(T-AI)y, — 0.

N>

Si una subsucesidén {y_ } convergiera a un elemento y entonces ¢ € D(T) y
J

(T-A1)¥ = 0, pues T es cerrado. O sea, A € T Si tal subsucesidén no

existiera {¢_} no seria compacta y A perteneceria a C(T), QED.

COROLARIO. C(T) 2 o_(T).

0.711 . Si imaginamos a O(T) como un disco cerrado los diferentes "es-
pectros'" mencionados se encuentran en general, en una relacidén conjun-
tista que puede ilustrarse por medio de sectores seglin el siguiente

diagrama:

multiplicidad infinita

0.712. Un cédlculo directo muestra que

L _ . T e _. %
R(T-AI)” = {x € DT*.(T*—XI)X =0} =: GT

y la misma fdrmula aplicada a T* muestra que
R(T*-AD' = {x € p_:(T-AI)x = 0} =: G, ,

pues para un operador cerrado, T** T.

et = e e [ 7 St et r i ¢



g

0.72. Como m(T) es abierto su complemento C(T) Y op es un conjunto cerra-

do y es el 1llamado ndcleo espectral:
(1 o\m = C(T) UV op

LEMA. ¢ = 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que Ao ¢ o. Entonces B:=(T?AOI)—1 es un opera-
dor acotado sobre H. Sea X € C tal que ||B]l.|A-A,| < 1. Escribiendo

T-A1 = (T-AOI)+(A0-A)I = (T-AOI)(I+(AO-A).B) = (I+(AO—X)B)(T-AOI), vemos
que (T-AI)—1 = (T—AOI)_I(I+(A-AO)B+(A-AO)2B2+ ...) es un operador acota-
do definido en H. O sea X ¢ o.

Veamos otra demostracidn. Supongamos A, € ¢ N7, n=1,2,...,A, — A.

n

Si A & o, U o entonces A& op(T) y R(T-AT) = H. De 0.712 sigue que

A& op(T*) (y R(T*-AI) = H). Ademds sigue que A, es un autovalor para

T*.

Sea z,, [z, = 1, autovector de T* correspondiente al autovalor X;. En-

tonces (T*-XI)Zn — 0. Y por lo tanto (T*—XI)_1 no es acotado en su
o .

dominio, el cual entonces necesariamente es distinto de H. Luego, el

dominio de (T—)‘I)'1 es distinto de H, y en consecuencia A € o. QED.

0.721. Si el operador T es autoadjunto y completamente continuo, enton-

ces
C(T) = {0} s o(T) = o, u C(T).

0.722. Sea A autoadjunto, no necesariamente acotado. Todo punto no real
es regular (o c R). En efecto, si a y b son nlmeros reales y A = a+ib:

(1) I (A-(a+ib))xh? = f (A-a)xl? + b2ixi2.
Entonces b#0 implica |l (A-AD)xll = |b|.lIxll, y existe (A-)\I)_1 acotado y

cerrado. Por lo tanto de dominio cerrado. Si U((A—AI)-I) # Hy x#0 es
0, es decir, (A-AI)x = 0.

A, contradiccidn. En con-

ortogonal a ese dominio tendremos (A*-XI)x

il

Luego X € op(A). Entonces necesariamente A
secuencia A pertenece al conjunto resolvente.

Sea ahora XA real. De lo dicho se ve enseguida que vale la siguiente pro
posicidén (cf.0.712):

(2) A € C\o si vy s6lo si (A-AI)D(A) = H.

10



O 1o que es lo mismo:

(3) A Eo si y s6lo si R(A-AI) # H.

También se ve ficilmente que

(4) A€ o, (A) si y s6lo si R(A-21) # H.

Veamos que

(5) A€o\ o (A) = R(A-XT) # R(A-)I).

En efecto, de (4) sigue que R(A-AI) es denso en H y de (3) que es dis-
tinto de H.

'De,(Z), 0.71, sigue que:

(6) o, (A) = @

Entonces el espectro de un operador autoadjunto tiene la siguiente sen-

cilla forma esquemitica:

multiplicidad infinita

0.723. Sea T un operador cerrado con dominio D(T) C H.

PROPOSICION. A € C(T) si y s6lo si X es un autovalor de multiplicidad
infinita o R(T-AI) # R(T-AI).

DEMOSTRACION. Si G, designa al autoespacio correspondiente a A entonces
Gy = ﬁk' Sea z € D(T), escribimos z = x+y con x € Gy, y L G,. Entonces
y € D(T) y vale

(1 D(T) = Gy e [D(T) n (He G(A))I].

Designemos la variedad entre corchetes con D(T') y definamos T' como la
restriccidén de T a D(T'). T' resulta ser cerrado y

(2) (T'"-2A1)D(T') — R(T-AI)

11



A wrkning

en forma biunivoca. Luego
(3) (T'-AD) "1 R(T-AI) —— D(T').

Por el teorema del griafico cerrado, (T'-}\I)'1 estd acotado si y sbélo si
R(T-AI) = R(T-AI).

Supongamos que A no es un autovalor de multiplicidad «. Veremos que

A &€ C(T) si y sb6lo si (T'-AI)"1 es acotado.

En efecto, si A € C(T), sea {¢n} una sucesidn caracteristica normaliza-
da, tal que (T-AI)tpn —— 0. Escribiendo Y. =‘xn+yn con x_ € GA ,

Y, € D(T'), vemos que {xn} es compacta; luego {yn} no lo es. Ademis
(T'—)\I)yn = (T-AI)y, — 0, de donde sigue (T'—)\I)'1 no es acotado. Re-
ciprocamente, si (T'—)\I)"1 no es acotado, existe y € D(T') con Ny lt =1
tal que (T'-AD)y, = (T—xljyn — 0. Esta sucesidén no puede ser compacta

pues cualquier subsucesidén convergente de ella convergeria a un elemen-
to de Gy, N D(T'), o sea a 0. Luego XA € C(T). QED.

~

0.73. TEOREMA. El espectro de concentracidn de un operador :errado es

cerrado.

DEMOSTRACION. Veamos que el complemento de C(T) es abierto. Sea
Ao ¢ C(T). Entonces, con la notacidén del parrafo anterior

(M) D(T) = G, o D(T")
[+
y
(2) (T-A,)O(T') —— R(T-A 1) = R(T-A,I).

Luego existe cierta constante positiva k tal que

(3) H(T-Aol)wﬂ > Zk|lpll para todo ¢ € D(T').
Si |x-2,| <k sigue de (3) que

(4) H(T-AD)ell = kilell para todo ¢ € D(T').

de donde se ve que (T-AI)D(T') es cerrado. Como dim G, es finita y de
o]
(1) resulta:

(T-AT)D(T) = R(T-AI) = (T-AI)D(T') + (T-AI)G,
o
sigue que R(T-AI) es cerrado.

De (4) se ve también que D(T') N G, = {0}. Usando 0.61 sigue que
dim G, < dim G, ,0 sea )\ & C(T). QED.
(o]
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0.741. De lo visto precedentemente se deduce la siguiente caracteriza-
cidén del espectro de concentracidén de un operador cerrado sin autovalo
res de multiplicidad infinita:

A€ C(T) <« (T'—AI)-1 no es acotado <= R(T-AI) # R(T-A1I)

0.742. LEMA. Sea % una extensidén cerrada de T. Entonces C(%) > C(T) ,
op(T) D cp(T) y cr(T) C or(T).

(La demostracidén se deja al lector).

0.743. T es una extensidén finita de T si dim (D(T),/D(T)) < o, Vale el

siguiente
LEMA. Si % es una extensidn finita de T entonces: C(T) = C(T).

DEMOSTRACION. % es una extensidn cerrada de T (cf.0.6) . Ademas
(0.742) si A € C(T) entonces A € C(T). Supongamos ahora que A & C(T).
A no es un autovalor de multiplicidad infinita para T como se deduce
enseguida del Corolario 0.61.

Como (T-AI)(D(T)) es un subespacio (Teorema 0.723), de la hipbtesis:
dim (D(%) /D(T)) < » se deduce que (T-AI)(D(T)) es la suma directa de
aquel subespacio con un subespacio de dimensidén finita, y por lo tanto
€1 también es cerrado. La proposicidén 0.723 implica entonces que

A ¢ C(T). Por lo tanto C(T) = C(T).  QED.

0.744. Obsérvese que los resultados sobre operadores cerrados demostra
dos en los parrafos 0.723 en adelante no exigen que el dominio del ope
rador T sea denso en H. Esta densidad, en general,sdlo se solicita pa-
ra asegurar la existencia del adjunto T¥*.

0.75. TEOREMA DE H.WEYL. Sea A un operador autoadjunto y K un operador
completamente continuo autoadjunto. Entonces
C(A) = C(A+K).

~

Hemos visto que si T es una extensidén finita del operador cerrado T
entonces C(%) = C(T). Este teorema difiere del anterior en que aqui es
tamos frente a una extensidn y alld frente a una perturbacidn del ope-
rador en cuestidn.

13
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El teorema de H.Weyl es un caso particular del siguiente resultado.

0.751. TEOREMA. Sea T = T (= T**) y K completamente continuo. Entonces
C(T+K) = C(T).

Para demostrar el teorema recurriremos a la siguiente interesante

PROPOSICION. De toda sucesién acotada no compacta {f,} es posible ex--

traer una subsucesidn {f_  } tal que {gj}, g; = f,. -f4
J

s J=1,2,...,
T :
es una sucesidn no compacta.

DEMOSTRACION. Como {f_ } no es compacta se deduce del criterio de Haus-
dorff de e-redes que existe € > 0 para el cual {fn} no admite una e-

red finita. Luego, es posible hallar una subsucesién'{fél)} de {f }
tal que

(1) _ (1) .
(1) IE £l > e si m#n. ‘

Como todo conjunto acotado de un espacio de Hilbert es débilmente se-

~

cuencialmente precompacto existe una subsucesidn {féz)} de {fél)} dé-

bilmente convergente (H-es débilmente secuencialmente completo). De
aqui sigue que

(2) (f(z) - féz) , h) —— 0 para todo h € H.

n+l n->-o
Si una subsucesidn de {f(ii - £(2)} fuera fuertemente convergente en-
n n

tonces su limite fuerte coincidiria con su limite débil que es 0. Pero
esto es imposible, como se ve de (1). QED.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Puesto que T es cerrado y K continuo también
T+K es cerrado. El teorema quedard probado si demostramos que:

(3) A €C(T) = A € C(T+K).

A € C(T) implica la existencia de una sucesidn {fn} no compacta norma-
lizada tal que (T-AI)f, — 0 cuando n — ». La subsucesién débilmen-

te convergente {féz)} de la proposicidn precedente es transformada por
K en una sucesidn fuertemente convergente. Si {gn = féii - féz)} es la
sucesidn no compacta de la proposicibén entonces
= (2) _ (2)
Kgn = Kfn+l Kfn — 0.

n->co
En consecuencia

14



lin {(T+K)g_ - Ag_} = lim {Tg_ - Ag_} = lim (T-aD) (£$2) - £(%)y - 0.

n-r>r >0 n-*+co

0 sea, A € C(T+K). QED.

0.8. ESPECTRO PURAMENTE DISCRETO. Diremos que el espectro de un opera-
dor cerrado T es puramente discreto si consiste solamente de una canti
dad numerable de autovalores de multiplicidad finita con un Gnico pun-

to de acumulacidén en el infinito.

El principal objetivo de esta seccidén es demostrar un lema auxiliar y
un teorema debido a Rellich que se enuncian a continuacidn.

LEMA. Sea H un subespacio del espacio de Hilbert # y A  un operador ce
rrado tal que D(Aj) CHYy R(A,) C H.

Sean A y B extensiones de A  tales que
(1) D(A) € H, A: D(A) — H, dim(D(A) /D(A))) < =,
(2) dim(D(B) /D(A)) < = .

Si A es autoadjunto en Hy B lo es en H entonces el espectro de A es pura
mente discreto si y sdlo si el de B lo es.

TEOREMA. Sea A autoadjunto en H tal que para todo f € D(A) vale

(Af,f) = Hf”z. Entonces el espectro de A es puramente discreto si y sb
lo si E = {f € D(A): (Af,f) < 1} es relativamente compacto.

0.81. A partir de este momento recurriremos cuando sea preciso al teo-
rema espectral para operadores autoadjuntos acotados y no acotados, y
a otros recursos de la teoria necesarios para la demostracidn del
mismo, (cf. por ejemplo F.Riesz et B.Sz.-Nagy, Legons d'Analyse Fonc-
tionelle, (1953), Ch.VII, VIII, IX; o bien N.I.Achieser and I.M.Glas-
mann, Theorie der Linearen Operatoren in Hilbert-Raum, (1968), Kap.VI;
o bien N.Dunford and J.T.Schwartz, Linear Operators, Part.II: Spectral
Theory, Selfadjoint Operators in Hilbert Space, Ch.X, XII; etc.).

0.811. DEMOSTRACION DEL LEMA. Supongamos que o(A) es puramente discre-
to. Entonces GC(A) =@ (= cr(A)). Como A no posee autovalores de multi
plicidad infinita, si A; € C(A) C o(A) entonces de 0.741 sigue que

(A'—All)"l no es acotado. Pero si £f € D(A) n (H o le) tenemos
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2 2 2 2

(1 (AT -2 I)E" = (A=) T)EILS = E PUEP SN E

donde f_ = proyeccién de f sobre Gy . De (1) ¥y fl = 0 obtenemos
n

(2) BT -x, D% = § [a a2 i?scif1? , e > o.
n 1 n
n>1
Luego (A'-)«lI)_1 es acotado, contradiccién. En consecuencia C(A) = @.
De 0.743 sigue ahora que C(A,) = @. De 0.743 y la hipdtesis sobre B
sigue que C(B) = @#. Como B=B*, o(B) = op(B), y los autovalores de
cp(B) no pueden ser de multiplicidad infinita ni acumularse en un pun-

to. Hemos demostrado asi que que el espectro de B es puramente discre-
to.

La misma demostracidén prueba la reciproca. QED.

0.82. DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Si el operador A tiene espectro pura-
mente discreto entonces

(1) para todo £ € D(A) , Af = § Aj(f,ej)ej , Ay 2 1, Ae, = Ases.
Sea B = A™!. Por hipdtesis para todo g € D(B), (g,Bg) = HBgHZ, y por
lo tanto: [IBgli < {lgll. Es decir, 0 es un punto de tipo regular para A,
y por lo tanto regular. -Entonces B tiene dominio H, es acotado y auto-
adjunto. Luego {ej} es un sistema ortonormal completo y vale:

(2) Bh = } - (h,e;)e; para todo h & H.
j

Es decir, B es un operador simétrico completamente continuo pues

Aj = X& y 1/Aj — 0 mondtonamente si los Aj se numeran adecuadamente:
X. < X.,,. Lo mismo puede decirse de pl/2,
3 j+l1 . -
(3) BY/2h i= 7 1 (h,e.)e..
Vol M
J

1/2

Entonces, si S es la esfera unitaria de H, B (S) es un conjunto rela

tivamente compacto. Por otra parte,

4) At?g oy /X7 (f,e;)e; para todo £ € D(A),
y vale:

(5) E={fe0n): 1a%2a1% < 11.

Luego,

(6) F:=AY2(@E) cs , E =382 2,

y E es también relativamente compacto.
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Supongamos ahora esto Gltimo y veamos que A tiene espectro puramente

discreto.

(7) A = J A dPx
1
implica que
(8) al/? .- f /X dp,
1
1/2

es un operador autoadjunto tal que D(A ) DD(A), y con A D Al/z.Al/Z.

En consecuencia, A = Al/z.Al/2

Sea g 1 AI/Z(D(A)) {yh: h € F, uw € C}. Como A
feriormente por uno, 0 es un punto regular para él, y por lo tanto
A1/2 1/2

, (cf. Riesz-Sz.-Nagy, pgs.344-9).
1/2

es semiacotado in-

existe h tal que g h. Entonces (g,A u) = 0 para u € D(A) impli
ca (h,Au) = 0 para todo u € D(A). Luego h=0 y por lo tanto g=0. Es de-

1/2

~cir, como F = S NnA (D(A)) resulta:

(9) F=5.

Por otra parte, B = Al es autoadjunto y acotado (con dominio H y es-

1/2

pectro contenido en [0,1]), lo mismo que B Entonces BI/Z(F) es re-

1/2(

lativamente compacto si y sdlo si B
1/2 1/2

S) es relativamente compacto.

Como B = A 2 resulta E = B (F). Luego, Bl/z(S) es relativamente

B1/2

compacto. En consecuencia, y B son completamente continuos y auto

adjuntos. L= las propiedades del espectro de B sigue ahora que A = p~!

es de espectro puntual (contenido en [1,«)), sin punto de acumulacidn

y tal que todo autovalor posee multiplicidad finita. QED.

0.9. MISCELANEA. Sea T un operador lineal simétrico. Si T es autoadjun
to y

(1) sup |(Tf,g)| <=
lMell=1,
£ €0,

entonces |(Tf,g)| < K.l fll para todo f € Dp, K= cte. Por lo tanto exis
te g* tal que (Tf,g) = (f,g*) para todo f € DT' Como el dominio de T es
denso en H, g* es Gnica. Es decir, g € DT*, y T*g = g%, Pero T* = T, de
.donde sigue que (1) implica g € DT' Vale entonces la siguiente caracte-

rizacidén del dominio de un cperador autcadjunto.
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PROPOSICION. Sea T € T*. T = T* si y sdlo si
sup |(Tf,g)| <~ = g €0,.
Nelh=1,
£ €0,

0.91. S desigﬁaré en este parrafo a un operador lineal acotado en H.
PROPOSICION. S*(H) = H = R(S) = R(9).

DEMOSTRACION. Es suficiente demostrar que existe ¢ > 0 tal que
(2) Isfil = ¢ Il fll para todo f € H.
Veamos esto Giltimo. S* establece una correspondencia biunivoca y bicon-

tinua entre H C>S*_1(0) y H. Por lo tanto existe € > 0 tal que
(3) ellS*gll < ligl < ilIS*gll para todo g € H ® 5*71(0).

Sea £ € H, IIfll = 1. Entonces ISfll = sup |(f,S*g)]|. Si elegimos g de ma-
lgll=1
nera que S*g = nf resulta:

Isel = |n|.uen2= |n|.
Por otra parte: ligll = 1 < [Infll/e , de donde sigue que € < |n] . Luego
ISfll = ¢ para todo £ € H, lIfll = 1. QED. ‘

REFERENCIAS. [19], [16], [6]; los textos citados en 0.81;

T. Kato, "Perturbation theory for linear orerators", (1966);

R. M. Young, "An introduction to nonharmonic Fourier series", (1980).
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CAPITULO 1
INTRODUCCION.

1.1. EL PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE. Consideremos la ecuacidén diferen-
cial (de Sturm-Liouville):
(1) (pX)u'(x))' + (Ar(x)-q(x)NJux) =0 , - <a <X <b <o,

donde X € C (es decir, es un nimero complejo), p,r y q son funciones
reales continuas en {a,b], lo mismo que p'(x). Supongamos ademds que
r(x) >0 en [a,b] ¥y p(x) > 0 en (a,b). Sea £ la expresidn diferencial:

(2) L(u) := -(pu')' + qu.

Entonces (1) puede escribirse de la siguiente manera:
(3) Tu = \u

‘donde T se define asi:

(1) Tu := £L(u)/r = ET%T (-(pu')'+qu).

T aplica linealmente Cz([a,b]) en C([a,b]). Designaremos con H al espa
cio de Hilbert de las funciones u medibles Lebesgue definidas en [a,b]

tales que:
2 b 2
(5) hull ;2= J [u(x) | .1 (x)dx < o.
a

Las funciones dos veces continuamente diferenciables nulas en sendos
entornos de a y b,son densas en este espacio. Introduzcamos ahora las
funcionales de contorno:

(6) R.(u) := a,ju(a) + o ,u'(@a) + g, u(d) + gu'(b) , 1i=1,2,

donde @;5 Y Bij € R, (i.e., son nGmeros reales) y tales que la matriz:

3
ay; %3, By By
(7)

%91

tiene rango 2.

Denotemos con DT al conjunto:
2
(8) DT = {ueC ([a,b]): Ri(u) =0, i=1,2}.

Entonces T: Dy — H define un operador en f de dominio 0, denso en H

para el cual las funciones no triviales que satisfacen (1) son exacta
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mente, y por definicién, las autofunciones correspondientes al autova-
lor AX:

(9) Tu = Au

El problema de Sturm-Liouville consistird para nosotros en.-el estudio

del operador T. Este es un operador real pues verifica:

(10) ue? = ue?b

T TyTﬁ=Tﬁ.

Desarrollando el término (pu')' en la ecuacién (1) obtenemos
(1) px).u"(x) + p'Xu' (x) + (Ar(x)-q(x)Ju=0 , a<x<b,

y si llamamos D a la expresidn diferencial en (a,b):
3

(12) D= 47+ Pe) S+ Q)

dx

donde en este caso: P(x) = p' (x)/p(x), Q(x) = [Ar(x)-q(x)]/p(x) resul-
ta:

(13) Du = u" + P(x).u' + Q(x)u , a <x<b.

Entonces u es solucién de la ecuacién diferencial (1) en (a,b) si y sd

0. A su vez esta ecuacidn es equivalente al sistema:

ele 0 .
(14) = , O sea,
v -Q -P v v!

1.11. TEOREMA. Dado el sistema de ecuaciones diferenciales de primer

lo si Du

Vv

--P(x)v - Q(x)u .

orden:

1) { ui(x) = all(x)ul(x) + alz(x)uz(x) + bl(x)

ub (x) = 2, (Nu;(x) * a2y, (xJu,y (x) + by (x),

donde las funciones a valores complejos aij(x), bi(x), 1 <1i,j < 2,
son continuas en [c,d], para todo par de nlmeros complejos (cl,cz)
existe exactamente una solucidn en ese intervalo tal que ul(xo) = Cy»

uz(xo) = C, cualquiera sea x € fc,d].

Aplicando este resultado al sistema 1.1(14) obtenemos:

COROLARIO. Para todo par de ntmeros reales (c;,c,) existe una Ginica
solucidén del sistema 1.1(14) tal que u(xo) = Cy, V(Xo) = cz,xoez(aJﬂ.

Esta solucidn es real si A es real.
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En efecto, el Corolario sigue del Teorema por prolongacidén de la solu-

cidn.

1.12. La proposicidn precedente dice que la ecuacidén Du = 0 tiene exac

tamente una solucidn u(x) tal que si X, € (a,b) entonces u(xo) =C)

u'(xo) = c, para todo par de nGmeros reales (cl,cz). Podemos entonces
encontrar soluciones ul(x), uz(x) de Du = 0 tales que ul(xo) =1,
ui(xo) = 0, uz(xo) = 0, ué(xo) = 1. Tales soluciones son linealmente

independientes y forman una base para las soluciones de la ecuacion
Du = 0.

DEFINICION. Un par de soluciones (ul,uz) de la ecuacidn diferencial de

segundo orden Du=0 se dice un sistema fundamental de soluciones si
ellas generan toda otra solucidn de dicha ecuacidén, es decir, si para
toda solucidén u(x) es posible determinar constantes C, v C, tales que
u(x) = Clul(x)+C2u2(x).

1.2. HIPOTESIS DE REGULARIDAD Y ECUACION CARACTERISTICA. Consideremos !
el problema: §

(1 (xu)'+Au=0 , u(l) =0 , 0<x<1 , XA#1/4,

Salvo por un factor constante, la solucidn es
1

X 2 .sen (\/x- %—. lg x).
Esta funcién no es acotada en x=0 y no podra suponerse una condicidn
de borde alli del tipo 1.1(6) si queremos tener soluciones no trivia-
les para algln X real. Por eso convendremos en que la funcidn p(x) sea
positiva en todo el intervalo [a,B], hasta tanto no afirmemos lo con-

trario.

Volvamos ahora al problema Tu=)u con las condiciones de contorno

Ri(u) = 0, i=1,2. Si (ul(x),uz(x)) es un sistema fyndamental y u(x) es

una solucidn no trivial de la ecuacidén Du=0 (ahora equivalente a 1la

ecuacién Tu =Au en [a,b]) para que

wuen, = {ue c2([a,b]): R, (u) = 0, i=1,2} debe ser:
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¢ Ry (uy) + c,R (uy)

R, (u)
|
cle(ul) + csz(uz) = 0

R, (u)

El teorema 1.11 asegura ahora que las soluciones de Tu = Au estidn defi-

nidas para todo x, a €< x < b.
Como |c1| + |c,| # 0, el determinante de este sistema debe anularse.

Puesto que las soluciones u,, i=1,2, dependen de A, lo mismo ocurrird

con ese determinante. Si

R, (u,) R,(u,)
1*71 1*72
(3) A(A) :=
Rz(ul) Rz(uz)
tenemos entonces el siguiente: B

TEOREMA. X es autovalor del operador T si y s6lo si A(A) = 0.

A(X) = 0 es la ecuacidn caracteristica para el problema Tu = Au,
u € D, y sus raices son los autovalores del problema de contorno.

~

1.21. Supondremos, salvo-indicacidén en contrario, que el sistema funda
mental (ul(x,x), uz(x,k)) utilizado en el cidlculo de A(A) satisface
condiciones iniciales fijas en un punto de [a,b] cualquiera sea XA. Por

ejemplo,
u u 1 0
[ 1 2](a;b_’x) = [ ] para todo A.
) 1
uy u, 0 1
Si tuviéramos otro sistema fundamental (vi(x),v,(x)) - para un A fijo -

existiria una matriz no singular C tal que

v v u u c c
(1) [ 1 2] = [ L 2][ 11 21] para todo x.
L t )
Vi vy Uy UyJl€1p G

Por otra parte:

'ul(a) uz(a)’

2) Ry (uy) Rl(uz)] - {“11 %12 By B12} up(a) uy(a)
R,(u;) R, (u,) Gy, G,y By Boojluy(d) u,(b)

(uy (b)  uy (b))
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Luego:

R, (v,) R.(v,)
(3) { 1tV 1472 ] _
Rz(vl) Rz(vz)

Ry (uy) R1(“2)} ct .

R,(u;) R, (u,)
A(v,A) = A(u,r). det C.

Es decir, los autovalores no cambian al sustituir un sistema fundamen-

tal por otro, pero si lo hace la funcién caracteristica.

Desdgnemos con cp(T) al conjunto de los autovalores del operador T.
EJEMPLO. Tu = -u" , 0<x<m

a) u(0)+u(m) =0 , u'(0)-u'(m)=0 = OP(T) =C,
8) u(0)+2.u(w)

0 , u'(0)-2.u'(m) =0 = OP(T) =@ ,

¥) u(0)-u(n) =0, u'(0)-u'(m) =0 = o (T) = {45%: j=0,1,2,...1,
U =0, um =0 = o (M = G §=1,2,...0

o |

' (0 =0 , w@m) =0 = o (1 =% j=0,1,2,...}

\

b

€) u(0+u(m) =0 , w(0)+u'(r) =0 =0 (1) = {2zi-n%; 5=1,2,...1

EJERCICIO. Si u €& op(T) existe un sistema fundamental (ul,uz) tal que

Rl(ul) = szuz) 0, Rl(uz) = Rz(ul) = 1.

1.22. Uno de los objetivos que se persiguen en la teoria de Sturm-Liou
ville es el de desarrollar funciones u(x) que verifican 1as condicio-
nes de contorno en serie de autofunciones correspondientes a los auto
valores del operador T. Un ejemplo notable se tiene en las series de
Fourier y hay casos en que un teorema de desarrollo puede obtenerse re

curriendo a esa teoria. Sea Tu = iu”, 0 <x<mT1, Rl(u) := u(0) = 0,

R,(u) := u(m) = 0. Entonces GP(A) = {j%: j=1,2,...} y la familia de

autofunciones es
(1) {sen jx : j=1,2,3,...}.

Este sistema es ortogonal en [0,7] y al ser normalizado da lugar al
sistema ortonormal en [0,7]:

. 2 c
(2) {Wj(x):=\/;-sen jx}.
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Sea v(x), x € [0,n], una funcidén real continua de variacidn acotada
tal que v(0) = v(m) = 0. Podemos definir en [-w,w] una funcidn impar

u(x) de la siguiente manera:

{ v(x) », X € [0,n]
u(x) =

-v(-x) , x € [-w,0]

Por ser u(x) impar admite un desarrollo en serie de Fourier de senos:

u(x) = ] b, sen jx , donde
j=1
1 (" 2 "
bj == J u(t) sen jt dt = = J u(t) sen jt dt =
T 0

it
e~

T B > ‘
j V(t).vc;. sen jt dt =
0 0
T
\/12]: Io v(t).tpj(t) dt \/%— (v,«pj).

(v,¢j) ¢j , para todo x € [0,7].

2 [T '
= = J v(t) sen jt dt

le~18

Luego, v(x) =
|

1

1.3. SOLUCIONES DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE SEGUNDO ORDEN Du = 0.

d2
2

Sea D := + P(x). é% + Q(x) con P y Q reales y continuas en

dx
a < x <b. Dadas las funciones derivables f(x) y g(x) definimos el
Wronskiano de f y g como el determinante

N

f(x) g (x)
fr(x)  g'(x)

W(x) = W(f,g)(x) =

TEOREMA. Sean ul(x) y uz(x) soluciones de Du = 0. Entonces

W(Ul,uz)(xo) = 0 implica W(ul,uz)(x) =0

DEMOSTRACION. En efecto, por ser u, i=1,2, soluciones de Du = 0 tene-
mos

= - - " _ 1" [ '
0 ulDu u2Du u,ub-uu +P(u1u2 uzul)

2 1 2 271

y por lo tanto,

é%-W(ul,uz)(x) = -P(x).W(u ,u,)(x),
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cuya solucidn es:

—j P(t)dt
X
W(x) = W(x_).e °

X
- Pdt

Como e © > 0 para todo x sigue W(xo) = 0 sii W(x).s 0, QED.

Aplicando este resultado a 1.1(12) obtenemos:

PROPOSICION. Para la ecuacidn diferencial Je Sturm-Liouville se verifi
ca:
W(x).p(x) = W(xo).p(xo) para todo x € [a,b].

DEMOSTRACION. En efecto,

b4

X X '
P(t) dt = P'(t) g¢ = 1nRLX)
Jx Jx p(t) 8 p(Xo

(o} (o]

~

y WG = W(x,).p(x)/p(x),  QED.

EJERCICIOS. 1) Demostrar que si (ul(x),uz(x)) es un sistema fundamen-

tal para la ecuacidén Dy = 0 entonces W(ul,uz) # 0 para todo x. Reci-

procamente, Du. = 0,i=1,2, W(ul,uz) $0 = (u;,u,) € Sist. Fundamental.

2) Como los coeficientes P y Q son reales podemos siempre suponer que
el sistema Iundamental es real. .

3) Sea x € [-1,1], f(x) = x3, g(x) = jX|3. Entonces W(f,g) = 0 pero no
.existe una constante C tal que f = Cg. '

4) Sean f y g € C2([-1,1]) y soluciones linealmente independientes de
Du = 0. Entonces ambas resuelven la ecuacidn diferencial de 2° orden

f f! f”
g g g} =0
u u' uH

5) Si f(x) y g(x) son funciones analiticas en [-1,1] entonces son 1li-
nealmente dependientes si y sdlo si W(f,g) = 0.

(Sug.: Sea x, tal que f(x)) # 0 # g(x_ ). Entonces
£ (x,) g(x,)

() (1) = 0 para todo j).
£ (xg) g7 (x,) :
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1.31. Dado el sistema fundamental (ul,uz) de Du = 0 denominaremos nieleo
de Green a la funcién:

uy (X)uy (v) - uy (xJuy (y)
W(u,,u,) (y)

(1) G(x,y) =

Sea h(x) € C([a,b]). Toda solucién de la ecuacidn diferencial D(u) = h
es de la forma

(2) ) u(x) = Ciu; *+ cyu, + uI(x)

donde C, ¥ ¢, son constantes arbitrarias y uI(x) es una solucidn parti-

cular de Du = h que determinaremos a continuacién.

[ 1]
TEOREMA. Sean X ¥y x € [a,b] , vy

(3) N R IC R R
X

o

= ‘ = 1 =
Entonces DuI h, uI(xo) uI(xo) 0.

“~

DEMOSTRACION. Derivando u. obtenemos:

I
Tul(xXu, (y) - ul(x)u, (y)
upGo = o[ A2 L he) 4y
X W()')
*ul(x)u,(y) - u, (y)ul(x)
" _ 1 2 1 2 W(x)

(x) = - — h(y)dy + :=2=¢ h(x).
uI fxo W(y) yi&y W(x)
Luego:

x uz(y).Dul(X)-ul(y)-Duz(X)
u? + P.u! + Q.u.= h(x) - f h(y)dy =h(x), QED.

: st x, C W)

1.32. TEOREMA. Sea A € Cy A = T-AI donde T es el operador de Sturm-
Liouville definido por 1.1(4) (con p(x) > 0 en [a,b]) y Dy =7
ces:

T* Enton-

i) A es biunivoco si y s6lo si )\ € op(T),

ii) si A ¢ op(T) entonces R(A) = C([a,b]).

DEMOSTRACION. i) sigue de la definicidén de autovalor.

ii) Dado u € DT, obviamente Au € C([a,b]). Sea ahora f(x) continua en
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a<x<byDel operador definido en 1.1(12). Entonces, Au = (T-AI)u=
f si

y sblo si
Du = h = -fr/p.
Aplicando el teorema 1.31 hallamos la solucidn general de esta filtima
ecuacidn:
u(x) = clul(x) +-c2u2(x) + uI(x).

Veamos que pueden encontrarse constantes c; y ¢, de manera que u € D,.

2
Consideremos el sistema:

C Ry(up) + Ry (uy) = =Ry (up)
cle(ul) + csz(uz) = —Rz(ul).
Como X ¢ op(T) es A(X) = Rl(ul)Rz(uz)—Rl(uz)Rz(ul) # 0, vy el sistema

admite solucidn Gnica. QED.

1.33. Consideremos la forma diferencial M(x,y)dx + N(x,y)dy con M y N
continuas en una regidn simplemente conexa del plano (x,y). La forma
diferencial se dice exacta si existe una funcidén continuamente diferen
ciable u(x,y) tal que du = Mdx + Ndy, es decir, u = M, uy = N.

Llamaremos factor integrante de Mdx + Ndy a una funcidn u(x,y), conti-

nua, no nula, para la cual p(Mdx + Ndy) es exacta.

Sean p y q continuas y s(x) una primitiva de p:

Fx) = J p(t) dt ,

'y consideremos la ecuacidn: y' = —pfx)y - q(x). La forma diferencial

(no exacta) dy + (p(x)y + q(x))dx = 0 admite como factor integrante a

eF(x)

En efecto:

eP(X)l(dy + yp(x)dx) + q(x)dx] <

y) +d(j B )dt) = dulx,y))
X X

Luego si

~ - ~
u(x,y) = eP(X)Y + J eP(t)q(t) dt = C = cte.
X

(o}

Resulta:
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- P~ ~ x ~
(1) y(x) = C.e B . e'P(X).j P (V) 4(t) dt.

X
y(x) es la solucidn de y'+py+q = 0 en a < X, ,X < b tal que en x, toma
el valor C.exp(-ﬁ(xo)).

Sea ahora Dy = y" + P(x)y' + Q(x)y , P y Q continuas y reales en [a,b].
Vale entonces la siguiente:

PROPOSICION. Sea f(x) > 0 en [a,b], solucidén de Dy = 0. Entonces
¢ _
_f (2 £'(y) + P(y))dy
a

X £(y)
(2) gx) = £ | e | at
a .

es una solucién de Dy = 0 linealmente® independiente de f(x).

DEMOSTRACION. Sabemos que para que f y g sean soluciones linealmente inde-
pendientes de Du = 0 debe ser W(f,g)(x) # 0, x € [a,b], y también sabe

mos que: x
—J P(t)dt

W(x) = W(a) e

Entonces, en este caso tendremos: %
-J P(t)dt
(3) W(x) = £(x)g'(x) - £f'(x)g(x) = W(a).e 2 , 0 sea
—IXP(t)dt

(4) g'(x) = LKL g0 + f2L e 70

Resolvamos esta ecuacidn diferencial para g(x) en el caso W(a) = 1.

Aplicando (1) con p = -f'/f ,

X
q = '(1/f(x)).exp(-J P(t)dt)
a
obtenemos:
— dt f(t -l P
£ x -1n¢( ) j y)dy
f(a) 1 a
g(x) = ¢ ° [C+Je . . e dt]
a f(t)

Tomando C=0, y multiplicando por fz(a), obtenemos:

t
—J P(y)dy
x a

g(x) = £(x).£2(a) J e — dt =
a f(t)
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t 1
. —J 2 242 4 p(y))ay
a

(y)
= f(x).[ e dt = f(x).v({x).
a
Como g = f.v resulta:
(5) D(g) = v'.(2£'+Pf) + £.v".
Luego, D(g) = 0 sii v" + (2 éé-+ P).v' = 0, lo cual es cierto; g(x) es

linealmente independiente de f(x) pues g(a) = 0 y g(x) # 0. QED.

1.34. Sea w(x) = u'(x)/u(x) y donde
(1) D(u) = u" + Pu' + Qu = 0.

w(x) satisface la ecuacidn de primer orden no lineal:
(2) w'(x) + wi(x) + P(x)w(x) + Q(x) = 0.

Esta es la llamada ecuacidén de Ricatti asociada a (1). Reciprocamente,

si w es solucidn de (2) y u satisface la ecuacidn:

(3) ur(x) = w(x).u(x) ,

}rw dx

"0 sea, siu-= C.e entonces u es solucién de (1). Asi, el problema

de resolver la ecuacidn de segundo orden (1) se reduce a la integracibn
de una ecuacidén de primer orden no lineal y a una cuadratura.

1.4, TEOREMA DE SEPARACION DE STURM. Sean f(x) y g(x) dos soluciones
linealmente independientes de la ecuacién diferencial de 2do. orden Du = 0. Entonces

f(x) se anula estrictamente entre dos ceros consecutivos de g(x).

DEMOSTRACION. En efecto, sean x; y x, tales que
g(xl) =0 = g(xz) » X <X, , g(x) # 0 para todo x e.(xl,xz). Por ser

f(x),g(x) soluciones linealmente independientes de Du = 0, es
W(f,g) # 0. Ahora bien, W(f,g) = f(x).g'(x)) # 0 implica £(x,) #0 ,

g'(xl) # 0. Anidlogamente, f(xz) #0, g'(xz) # 0, y necesariamente
g'(xl) y g'(xz) tienen signos opuestos pues g(x) # 0 en (xl,xz). Como

W mantiene el signo sigue que f(xl).f(xz) < 0. Luego 3 x, € (xl,xz) tal

3
que f(x3) = 0, QED.
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1.5. TEOREMA DE COMPARACION DE STURM. Sean f(x),g(x) soluciones no tri-
viales de las ecuaciones

(1) u"+M(x).u = 0 , u"tm(x).u = 0 , M,m € C(la,b]) ,

respectivamente, siendo M(x) = m(x) para todo x. Entonces, o bien f(x)

se anula estrictamente entre dos ceros consecutivos de g(x), x, < x

1 ~20

o bien, M(x) = m(x) para todo x € (xy1,X,) ¥y alli f£(x) = k.g(x).

DEMOSTRACION. Supongamos g(xl) = g(xz) = 0, g(x) >0 en (xl,xz). Si
f(x) # 0 para todo x € (x;,x,), podemos suponer f(x) > 0. Entonces: .

W(f,g) (xy) = £(x)).g"(xy) >0, W(f,g)(x,) = f(x,).g'(x,) < 0. Ademis:

%g = f(x).g(x) (M(x)-m(x)) = 0. En consecuencia, W(f,g) = 0 en [xl,le

y M(x) = m(x) en ese intervalo. Luego f y g son linealmente dependien-
tes en [x,x,], QED.

EJERCICIOS. 1) Si £f" + (A-q(x))f = 0, g" + (u-q(x))g = 0, q continua y
A > u, entonces f se anula estrictamente entre dos ceros consecutivos deg.

2) Consideremos la ecuacidn u'"'+q(x)u = 0 con q € C([a,b]l), 0 # q(x) <O
para todo x € [a,b]l. Entonces toda solucidn no trivial de esta ecuacidn
tiene a lo sumo un cero en (a,b).

3) Consideremos la ecuacidén de Bessel:

2

V" + (1 - 4n %1) v = 0
X

s 0 < x < 4+,

a) Si n=0 cada intervalo de longitud w contenido en (0,*) contiene por

lo menos un cero de toda solucidén de esta ecuacidn.

b) Si n > % cada intervalo de longitud 7™ contenido en (0,«) contiene a
lo sumo un cero de toda solucidn no trivial de esta ecuacidn.

(Sugerencia: en ambos casos comparar con v'"+v = 0).

1.6. METODO DE NORMALIZACION DE LIOUVILLE. El problema que nos ocupa
en esta seccidn consiste en transformar una ecuacidn de la forma

(M (pu')' + (Ar-qQu =0 , a<x<b , r€ecC,
en otra "equivalente'" y de la forma
(2) v (y) + (A-Q(y)v(y) =0 , A<y<B ,

a la cual se denomina forma normal de Liouville. Nosotros designaremos
con este nombre una clase mids amplia: a la.de las ecuaciones de la for
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ma:

(3) wW'(y) + (AK(y)-Q(y))w(y) = 0.

La ecuacidén (2) es un caso particular de (3) y la denominaremos la for-

ma estdndar (de Liouville).

1.61., Dada la ecuacidn diferencial de segundo orden

2
d°Z vy 42 =
X2 + b(X) ax *} (A-c(X))Z =0

(M a(X)

podemos reducirla a la forma

azy

(2) .

+ B(x) %% + (A-y(x))Y =0
dx

con el cambio de variable independiente

(3) X
va (X)
y donde Y(x) := Z(X(x)). Para que esta transformacién pueda realizarse

basta suponer:
(4) 0 <a(X) e ct , 1//a(X) sumable , b(X) y c(X) € C.

Entonces tendremos:

(5) a(x) = DX - a'(x)/2
/a(X)\

» y(xX) = c(X).

(3) define un cambio de variable biyectivo y dos veces continuamente

diferenciable. Esto implica que B y y son funciones continuas.

1.62. La ecuacidén (2) del pidrrafo precedente:

25,
L v B T+ Gy (x0)Y

1
[ww)

dx

puede ser reducida a la forma estdndar con el siguiente cambio de va-

riable dependiente: 1
—EJB(x)dx
(1) Y(x) = s(x).y(x) , s(x) = e

En efecto, esto implica que 2s'+8s = 0, lo cual da lugar a:
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2

(2) LY v ey = 0,
dx
2 ]

(3) Q(x) = B XL BLIX) k).

Para esto es suficiente suponer:

(4) B € C , Yy € C.

Y si partimos de la ecuacidén (1) del padrrafo precedente basta asumir:
(5) a €C , bec , ce€eC , a>0 , 1//a sumable.

De (1), y 1.61(3) y (5) sigue, cuando b(X) = a'(X), que:

i
=|B(x)dx
(6) e"-J * - Y™

1.63. Supongamos que p(x),q(x),r(x) y p'(x) sean continuas en [a,b] ,
p(x) y r(x) positivas para todo x y (p(x).r(x))" exista y sea continua
en [a,b]. Sea x, € [a,b]. Si .

1

() v [ EEh? a
xo

entonces y = y(x) es una funcidn continuamente diferenciable y estric-

tamente mondtona creciente que varia de A a B mientras x lo hace entre

P

ay b. Sea

(2) viy) = u(x) Y7 .p(x) .

Denotaremos con primas las derivadas respecto x: dg . g'(x), y con pun

dx
tos las respecto y: %% = ﬁ(y). Pongamos:

4

(3) f(x) = yr(x).p(x) .

Sea: N
_f . q

(4) Qly) = Frqyo-

TEOREMA. v(y) es solucidn del problema Vv + (A-Q(y))v = 0 en [A,B] si vy
s6lo si u es solucibn de (pu')' + (Ar-q)u = 0 en [a,b]. Ademids v(A) =0
(v(B) =0) si y s6lo si u(a) = 0 (u(b)=0).

DEMOSTRACION. Como v(y(x)) = f(x).u(x) tenemos:
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V=u'.p/t .f+ u.f,
(5) . . .

v = u'.f.p/r + u'[é% (f vp/r) + £f. vp/r] + u.f
Entonces:
Vv + (A-Qv = u"pf/r + u' [é% (f vp/T) + Vp/t £] + (A-q/r)uf.
Ademis:

d 4 PPy L d _ pf - fp

(6) 5 (£ Vp/r) = 55 ( £) = 55 (p/f) = ’

Ve -y o= ur BE v BEIR L REy L gy ur -

wPE o E - £ : :
= u %5 + u % + (k—%)uf = ;(u p +tu if p + (Ar-q)u).

Como p' = p\/X =p L resulta:
p £2

(7) v + (A-Qv = ={(pu')' + (Ar-q)u}

|k

y de aqui sigue la tesis. QED.

Esta transformacidn de coordenadas (x,u) en (y,v) puede facilitar 1la
resolucidén de algunos problemas de Sturm-Liouville. Por ejemplo, resol

ver el problema

; r(1xT (r(1X) u)t = aw, u(a) =wu() =0,

se reduce a resolver el problema -V = Av , v(A) = v(B) = 0. Y el pro-
blema u" + Aru = 0, r(x) >0 en 0 <x <1, r € C2([0,1]), u(0) = u(l)=
= 0 - que surge al estudiar una cuerda vibrante sujeta en sus extre-
mos - se reduce a la forma estidndar de Liouville:
o, . L
¥+ 0-r LS vgy -0,y = [ P ar
dy ‘0

1
1 Pl
v(0) =0 =v(B) , B = J r? dt

0
EJERCICIOS. 1) La ecuacidn de Bessel:
uf 2 n?
(8) ut = 87 - 5Ju=0 , 0<x<w,
X

es equivalente a
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2
(9) (xu')' + (%x - BJu=0 , 0<x<e=,

y su forma estandar es

2
(10) v @ B My o0, o<yx <.

X

2) La ecuacidn de Legendre:

2 2
2, d°Z dZ 1 m _
(11) (1-X7) ) - X xr (A - g T?§f) Z=0 , -1<X<1,
se reduce a
2 -
d7y dy 1T 2 2 - L&
(12) a;"i' tha")'(‘*‘()\-Z‘ m“sec“x)Y = 0 ’ XG(Z,Z),
’

por medio de la transformacidn (cf,1.61):

dX -X
X = =arc sen X (= B(x) = = - tg X).
J V1-X2 V1-x2
Luego (cf.1.62): JB(x)dx = 1n cos.x , s(x) = ! y si ponemos
Ycos X
Yx) = y(x)/Ycos x obtenemos:
2
(13) 9—% + (A + % tgzx + % - mzseczx)y =0 |, -% <x < %
dx :

1.64. Sea a < x <b; C(x),C'(x),E(x),F(x) y G(x) funciones continuas

en ese intervalo. Consideremos la ecuacidn

(1) C(x).u" + E(x).u' + F(x).u + AG(x)u =0 ,
donde C y G son positivas en la,bl. Si multiplicamos (1) por p(x) de
manera que (pC)' = oE, por ejemplo, eligiendo:
X
E-C'
. c dt
(2) p(x) = e

entonces (1) es equivalente a:
(3) (pu')' + (Ar-qju =0

donde p = pC , q = -F.p , T = G.p.

REFERENCIAS. (6], [1}, (91, (25}, [12].
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CAPITULO 2
FUNCION DE GREEN DEL PROBLEMA DE CONTORNO .

2.1. EL OPERADOR RESOLVENTE. Dado el operador Tu = ;T%T-C-wu‘)'+qu) co

]»Up sON soluciones linealmente

independientes de la ecuacidn de 299 o5rden Du = 0,

mo en 1.1, sea u ¢ OP(T); entonces si u

_ L p', d Ur-g e . .
D = Du = 5;7 + (IJ) x t > ), resulta A(u) # 0. Consideremos la si

guiente funcidén continua en [a,b] x [a,b]:

) - G

ul(x) uz(x)

u () w0

Si las condiciones de contorno del problema son Ri(u) = ail.u(a) +
+ uiz.u'(a) + Bil.u(b) + Biz.u'(b), éstas se aplicaridn a g(x,y,u) res-
pecto de x cuando y € (a,b), es decir:
R, (8) = o .8(a,y,m) + 6y or (g(x,y,w)) _, *+ B, -8(b,y,u) *
v B (80, Y, W)y
Definimos entonces fa {funcdibén de Green para el sistema (ul,uz):

glx,y,1)  uy(x,u) u,(x,u)

6O,y = gy -] R R Ri(u,)

(u
R, (g) R, (u;) R, (u,)

donde A es la funcidén caracteristica del problema, (cf.1.2 (3)).

TEOREMA. Sea p ¢ cp(T), f € C([a,b]). Entonces el operador resolvente

(T-uI)"1 se calcula de la siguienfe manera:
b
(D TE) = [ 6y, WEm) T dy.
a

DEMOSTRACION. En efecto, sea u una solucidn de la ecuacidn de 290 .

den Du = - rf .
p

x g (u, () -uy (DU () gy 1y

uf{x) = clul(x) + czuz(x) + J dy,

a W(y) p{yJ
(cf. 1.31).
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Si observamos que W(y)p(y) = W(a)p(a) para todo y € [a,b] tenemos:

(x u, (xJu, (¥)-u, (y)u, (x)

: . f(y)r(y) dy ,
P W(a)p(a)

u(x) = clul(x) + czuz(x) +
4
pero también es: .
b u,(y)u, (x)-u, (x)u, (y)
WeO = cju () * ey ¢ [ LR LS 2 siyey) gy
x W(a)p(a)

luego:

2u

1 T
(cy+eilu +(cy+eylu,

x U ( -
. J U GO, O 7w (09,00 iy ay -

a W(a)p(a)

b u, &u, (y)-u, (y)u, (x)
- j 17727 T2 pyye(y) dy =

X - W(a)p(a)
b ul (X) uz (}’) _uz (X)ul (Y)
= (epre]upr(eyrey)u, + | san Goy) £()r(y)dy
a W(a)p(a) ~
Entonces:
b
m u = cju;+cyu, +‘J glx,y,uw) £(y) r(y) dy .
a
Observemos que es posible determinar cf, cg de manera que Ri(u) = 0,

i=1,2, o sea de manera que u € DA ; en efecto:

a
R, (W) = chi(ul)+chi(u2)+Ri(jb gy, WE)T(y) dy).

Si Ri(u) =0, i=1,2, obtenemos el sistema:

cyR, (u;)+cyR, (u,) = -RI(J g(x,y,u) £f(y)r(y) dy)
a

A 3

b
R,y ([ gty £0IrO @)
a

1" 1"
c1R, (uy)+chR, (u,)

el cual admite solucidn pues u €& cp(A) (y entonces A(u) # 0), de don-

de resulta:

b
o -Rlcja g(x,y,WEM)T(y) dy) R, (u,)
€1 T Fa0 b
-Rz(Ja g (x,y, W EM)T(y) dy) R, (u,)
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La identidad

a
j g(x,y, ) £(y
b

b

ul (X)uz (Y) _ul (Y)uz (X)

b
R, (u)) -Rz(ja 8 (x,y,WEMT() dy)

Jr(y) dy = J
a

W(a)p(a)
N Jb ul (Y)uz (X)'uz(Y)ul(X)
X W(a)p(a)

b
R, (u)) -Rl(ja g(x,y, W EI T )

f(y)r(y) dy +

fly)r(y) dy

muestra que el miembro izquierdo es continuamente derivable y que

b
f% J g(x,y,u)
a

X ui(x)uz(y)-ul(y)ué(x)

f(y)r(y) dy = j W) (a)
a ajpl(a

)-u, (y)ug (x) d

jb ul(y)ué(x
+
X W(a

Jp(a)

f(y)r(y) dy +

frmey = [ sorwEmrm @,

pues las derivadas respecto a los extremos de integracidn son nulas, y
donde (d/dx)g(x,y,u) se calculan en x # y € (a,b). Entonces:

Ri(J: g(x

Luego,

C”

b
T EM T = [ R GGGy, ERITG) dy.
a
b
7R gy, i T dy R, (u,)
.1 | s :
A(n b
—ja R, (g(x,y, 1)) £(y)r (y)dy R, (u,)
b
LA —ja R, (g (x,y, 1)) £(y) T () dy
YY) ¢ b ’
R, (u)) -ja R, (g(x,y,1)) £(y)r (y)dy

y en consecuencia:

it
n—
C.
+

u

|

,...*
~
ot
—
c
o
o
=
)
™

cpup T | A0 gluyw £0) 0 dy

.

b
g)f(y)r(y)dy - Rz(uz)J R (@) E£()r(y)dylu; (x) +
a

\
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b b
1
N [Rz(ul)ja Rl(g)f(y)r(y)dy-Rl(ul)fa Ry (@£ (y)dylu, (x) +

b
) Ja A g(x,y, ) f(y)r(y) dy =
1 b . .

b
S AECGY,WIEM T MY = gy | SOGYEMIT) by,
a

Hemos visto que G.(T-pl) = I en DT = DT—uI' Desandando el camino se

C(la,bl), (cf. 1.32). QED.

prueba que (T-uI).G = I en R(T-ul)

- 4

2.3. UNICIDAD DE LA FUNCION DE GREEN. Supongamos que G(x,y,u), G(x,y,u)
sean funciones de Green para el problema, es decir:

A b b,
(T-pD) " E(x) = j G(x,y,wf(y)r(y)dy = J G(x,y,w)f(y)r(y)dy c.d.x

a a

para toda f € C([a,b]) siendo a(x,y,u) S Ll(a <y <b) c.d.x., medible
en (x,y).

b . b
Entonces 0 = [ (G0x,y,w-806,y,WIE0IT()dy = | 86.h(y) dy para to-
a a
da h(y) € C([a,b]) (por ser r(x) € C([a,b]), r(x) > 0 para todo
x € [a,b]l).

Como C(la,bl) es denso en Ll([a,b]) resulta AG = 0 c.d.y para c.d.x,
luego G(x,y,u) = G(x,y,u) c.d.(x,y).

2.4. EL PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE CON CONDICIONES DE CONTORNO SEPA-
RADAS. Consideremos el operador Tu = ?T%j-(ep(x)u')'+q(x)u) con p(x),

p'(x),r(x),q(x) € Cfla,b]), p(x) >0, r(x) > 0 para todo x € [a,b], vy
sean las condiciones de contorno:

Rl(u) = allu(a)+a12u'(a)

Rz(u) = 321u(b)+322u'(b)
siendo los a. (1 <1i,j <2) tales que |a | + [a;,]| >0 ,
lay,| + la,,| > 0. Obsérvese que con la notacidn

Ri(u) = ailu(a)+ai2u'(a)+8i1u(b)+812u'(b)
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esto es equivalente a pedir que el rango de la matriz de a's v B's sea 2.

Tenemos ahora un problema de Sturm-Liouville con condiciones de contor-

no separadas; el dominio del operador T es
D = {ue c’(la,bl): R (u)=0, R (u)=0}.

Veamos cual es la funcidn de Green para este caso.

104, € Cz([a,b}) scluciones

de Tu = 0 que verifican Rl(u1)=0 , Rz(u2)=0 ;U # 0 , i=1,2. Entonces

TEOREMA. Para u € OP(T) sea T = T-ul; sean u

la funcién de Green es:
[, (), (x)

- a<y<x<b
p(a)W(a)
(M G{x,y,u) = 3
u, (xJu, (y)
- ' ax<xx<y<b
. p(a)W(a)

DEMOSTRACION. Observemos que (ul,uz) es un sistema fundamental para la

1
ecuacidén Du = u" + (%;)u‘ + %(ur—q)u = 0 ; en efecto, si fuera u, =c.u,

para algGn c#0, por ser RQ(uz) = 0 también seria Rz(ul) = 0 y como

Rl(ul) =0, u, € DT. Entonces u, seria autofuncidén para el autovalor

1 1

U, lo que contradice la hipdtesis y €& GP(T).

Queremos determinar el inverso del operador T, o sea dada f € Cla,b]

debemos determinar u € DT tal que Tu = £ ; como u;,u, es un sistema

fundamental para la ecuacidn de 29° orden Du = 0, la solucidn u busca-

da serd de la forma u = C u; * Cyu, *oug, siendo u, dada por (cf. 1.31):

I

S UI(X)UZ (Y) 'uz(x)ul(Y)
u - | FIT) dy
a W(a)p(a)
£ .
una solucidn particular de la ecuacidén Du = - EL%%§§517 Como u debe
ser un elemento de DT’ debemos determinar las constantes C15Cy de mane
ra que Ri(u) =0 1=1,2; pero esto?significa que:
fX ul(x)uz (Y) _ul(Y)uz (X)
c,R (u;) + ¢, R (u,) = -R( f(y)r{y) dv)
J
a W(a)p(a)
(x Uy (XJu, (y)-uy (y)u, (x)
¢ R, () + c,R,(u,) = -Ry( fly r(y) dy)
’a W(a)p(a) %

Si observamos que por ser u & op(T) es A(u) # 0, vemos que el sistema

AN
[{e}
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‘tiene solucidén. Por otra parte es R;(u;) = 0 y también es R, (up) =0

mientras Ry (u,) # 0; luego debe ser c, = 0; pero entonces es:

rxouy ()u, (y)-uy (¥)u, (x)
c R, (u)) = -RZ(J f(y)r(y) dy)
a W(a)p(a)

siendo Rz(ul) # 0. Por lo tanto obtenemos:

c N 1 RZ Jx ul(x)uz (Y) 'ul(Y)uz (X)

fiy)r(y) dy) =

Lo Rlup W(a)p(a)
b R, (u, (x))u, (y)
1 2 1 2
- T fiy)r(y) dy =
R, (up) [ W(a)p(a) V) dy
boou,(y)
= - J —— f(y)r(y) dn.
a W(a)p(a)
Entonces:
X ul(X)uz (y) -u, (X)ul()’) ‘
ue = cpuy 0o+ [ E) ) dy -
a W(a)p(a)
b u,(y) (x u; (x)u, (y)-u,(0)u, (x)
- 00 | =2 £y + | £ T (y)dy=
a W(a)p(a) a W(a)p(a) A
x -u; (y)u, (x) - b -u, (x)u,(y)
i} [ £(y)r(y) dy + j ' £(y)r(y) dy =
a W(a)p(a) x W(a)p(a)
b .
- [ stuymEmro) gy
a
El resultado sigue ahora de la unicidad de la funcidén de Green. QED.

2.5. PROPIEDADES DE LA FUNCION DE GREEN. 1) Sea u ¢ UP(T). Por lo demos

trado anteriormente sabemos que bajo esta condicidén existen las funcio-
nes de Green:

8(x,y,u) u, (x) u, (x)

) GOLY, W) = gy | Ri(®  Ryu) R (u,)

R, (g) Ry(u;) R,y (u,)

~u; (v).u, (x)
W(a)p(a) a<y<x<b

(2) G(x,y,u):

l -uy (x).uy ()
W(a)p(a)
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para los problemas de Sturm-Liouville con condicilones de contorno gene

rales y con condiciones de contorno separadas,respectivamente.

2) De (1) y (2) surge de inmediato la continuidad de ambas funciones en
[a,blx[a,b]l. Ademds en el caso (2) se verifica fdcilmente que G(x,y,u) =
G(y,x,u), para todo x,y. Esto no vale en general en el caso (1). Véase
3.1.

3) Si las condiciones de contorno (generales o separadas) se calculan
en x, para todo y € (a,b) entonces R;G = 0, i=1,2, 1o que se deduce in-
mediatamente a partir de (1) y (2) teniendo en cuenta que R,u, = 0 vy
R2u2 = 0 siempre pueden suponerse (Cf. 2-3 y Ej. 1.21).

~

4) Si T = T-uI, indicamos con T, que la expresién-diferencial debe a-

X
plicarse en x. Entonces, si x#y, TXG(x,y,u) = 0. Esta propiedad se de-
muestra directamente para ambas G(x,y,u) a partir de (1) y (2), obser-

vando que T,u; = 0 , i=1,2 , T,g(x,y,u) = 0.

5) Probemos ahora que 1im G, (x,y,u) - 1im G (x,y,u) = S , a<y<b.
X>y x>y X p(y)
x>y X<y

Consideremos en primer lugar la funcidén de Green dada por (2). Entonces:

up () .u)(x) ,
Gx(x,y,u) = - W(a)p(a) si y <X

u, (y) .uj (x) _
6 (Y51 = - Eypa) si x <Yy

Luego,

-u, (y)uy (y)+u, (yduj (v)
1im Gx(x,y,u) - 1im GX(X,Y,U) = =

X+y Xy W(a)p(a)
x>y X<y
= - _M_.__ = - .1_ por ser W( ) ( ) = 'W(a) (a)
W@p@ ~ PO AL

Sea ahora G la funcién de Green (®). Podemos poner G(x,y,u) =
1
= ray (eup(x) + Buy(x)) + glx,y,u) donde

R(e) Ry
R,(g) R,(uy)

_ Ry (uy) R, ()]

R,(u,)  R,(g)

o

y entonces:

1

lim Gxix,y,y) - 1im Gx(x,y,u) = 1im )

Xy X+y Xy
x>y X<y X>y

(auj(x) + Buy(x)) + g (x,¥y,1) -
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- 1 - - -

-1 1M e '(x 1 4 PR = 1im X , U - 11m (.’( ,H) .

Xy A(u)&aulfx) FBuy(x)) + g (x,y,u) . g, (x,y,1) o g, (%, y,1)
X<y x>y X<y

Ahora bien, si x < y:
) 1 ui(x) ué(x)
8 (Y1) = - TRty play

u, (¥ u, ()i
y para X >y es:

1 up (x) uy(x)

g, (YW = Trayptay

lu () uy ()

Enton@es:

Lim g (x,y,1) - 1im g (6,1 = 1in sy sy ] 09u, () -up Gow, 0)) -

Xy X+»y O Xy
x>y X<y
- 1 TTETEy (U (O, () -u3 (0w, O0)) = gy ey 20 00U, 00 -uy ()w, 0))=
= - QED
p(y)’ |

2.6. IDENTIDAD DE LAGRANGE. SIMETRIA DE T. Sean u y v funciones del do

minio de T. Vale entonces la llamada <dentidad de Lagrange:

b b
() [ tepuy -Gy rul dx = puiCu,v)
a a
pues [...]1(x) = (p(uv'-u'v))'(x).
Sea y € Cy Tu := %(—(pu')'+qu). La identidad de Lagrange puede escri-

birse asi:
b

b b
(2) J (T-wu.v.r(x) dx f u.(T-w)v.r dx + pW
a a

a

Supongamos ahora u real, u & GP(T). Luego si e y £ son funciones rea-

(T-uI)—le, v (T-uI)_lf, (2) es equiva-

les continuas en [a,b] y u

lente a:
b b b
(3) J e.vr dx = J u.f.r dx + pW
a a a
De (2) sigue que T es simétrico ((Tu,v) = (u,Tv)) si y sdlo si:
(4) p(a).W(u,v)(a) = p(b).W(u,v)(b) para todo u,v € D(T),
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pues los coeficientes de T son reales. Esto equivale a que para ese
u € oP(T), U real, valga

b b
(5) J e.v.r dx = J u.f.r dx para todo u,v € 70(T).
a a

(S) es equivalente a:

b b b b

(6) Je(x)r(x)dx[ G(x,y,u)f(y)r(y)dy=J f(x)rcx)dxj G(x,y,We ) r()dy.
a , a a a

Aplicando el teorema de Fubini (6) es equivalente a:
b b b b

(7) f £(y)r(y)dy f 60,y e ()T (0dx = | £0Irmdy j 6y, %, W e ()T () dx.
a a a a

0 lo que es lo mismo, a:

b b
(8) J G(x,y,m)e(x)r(x)dx = f G(y,x,u)e(x)r(x)dx.
a a

Esta a su vez se dia para todo e(x) € C([a,b]) si y sb6lo si:

(9) G(x,y,u) = G(y,x,u)

En consecuencia, vale el siguiente:

LEMA. T es simétrico (en DP(T)) si G(x,y,u) es simétrica en (x,y) para
alglin p real, n & Gp(T), y s6lo si G es simétrica para todo j & op, B
real.

2.7. AUTOVALORES. DEFINICION. Sea u un autovalor de T; llamaremos mul-
‘plicidad de X a la dimensidn del autoespacio asociado a A, o sea a
dim {x: Tx = Ax}.

El autovalor X se dice simple si es de multiplicidad 1, o sea si la di
mensidén del autoespacio asociado a X es 1.

LEMA. Para el problema de Sturm-Isiouville con condiciones de contorno

separadas los autovalores del operador T son simples.

En efecto, sea u € OP(T) y supongamos que u,,u,

ra p linealmente independientes; entonces se verifica: Tui = uyu

u, son autofunciones pa-

i ’
i=1,2 y ademés
Rl(ul) = allul(a) + alzui(a) =0

R, (u,)

alluz(a) + alzué(a) = 0
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Por ser u,,u, soluciones linealmente independientes es: W(a) # 0, por

lo tanto ay; = a3, = 0. Llegamos entonces a una contradiccidn. QED.

Si las condiciones de contorno no son separadas el Lema anterior no es
vélido. Consideremos por ejemplo el problema Tu = -u" en [0,7] con las
condiciones de contorno u{0) - u(w) = 0, u'(0) - u'(wr) = 0. Hemos vis-

to que cp(T) = {4j2, j=0,1,2,...}; si j#0 , sen 2jx , cos 2jy son solu

ciones linealmente independientes para el autovalor 4j2 y el autoespa-

cio correspondiente es de dimensidén 2, (cf. 1,21).

2.8. CALCULO DE LA FUNCION DE GREEN PARA EL PROBLEMA Tu = -u'" EN [0,1]
CON LAS CONDICIONES DE CONTORNO u(0) = 0 , u(l) = 0. En este caso

o, (A) = ((m)* , §=1,2,3,...}.

Sea u ¢ cp(T); si p =10, sea ul(x) tal que Rl(ul) = 0, o sea ul(O) = 0,
por lo tanto ul(x) = X es una solucidén del problema que verifica una
de las condiciones de contorno. La otra solucidn uz(x) debe satisfacer
Rz(uz) = 0, luego uz(x) = 1-x es la otra solucidén buscada. Observemos

ademds que R,(u;) =1 #0 vy Rl(uz) =1 # 0.

Como p(x) = 1 para todo x € [0,1] y W(x) = ul(x)ué(x)-ui(x)uz(x) = -1
es p(x).W(x) = -1, y entonces:
x(1-y) 0 <Kx<y<x<Il
G(x,y,0) = ¢ .
y(1-x) 0 <y<x<1

o bien G(x,y,0) = —%Ix—y[ + %(x+y) - Xy.
Sea ahora u # ('rrj)2 , j=0,1,2,3,..., o sea u €& op(T), nw#0.
e/fjx ) e=/7ﬁx

Tomemos ul(x) , (entonces ul(O) =0) vy

_ /o = -
e/ ux eZ‘ TR V-ux

uz(x) (luego u2(1) = 0).

Ahora bien, ul(x) = 2 senh v-ux , luego ui(x) = 2/-u cosh V-ux , 'y
ui(O) = 2/-u . Por otra parte,

e/fﬁ(e-/fﬂ(1—x) /75(1—x)) _ V-u

u, (x) = - e "% 2 senh V-u(1-x).

Por lo tanto: W(0) = 4 v/-u " ¥ senh v=q . luego:
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u, (x).u, (y)

- senhy-ux.senh/~-u(1-y)

W(0)p(0)

Y entonces:

G(x,y,u)

REFERENCIAS. [6].

Y-u . senhv-u

Y-u . senv/-yu
senhv-uy . senhy-p(1-x)

J senhv-ux . senhv-p(1-y)

Y-u . senhv/-u

>

0 <x<y<xIl
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CAPITULO 3

EL PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE UNIDIMENSIONAL.

3.1. SIMETRIA. CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES. Consideremos el

operador de Sturm-Liouville (cf.1.1):
1
Tu = 63) (-(p(x)u')' + q(x)u)

definido en DT = {u € Cz([a,b]): Riu = 0, i=1,2} siendo

(n Riu = ailu(a)+ai2u'(a)+ai3u(b)+ai4u'(b) R i=1,2 ,
con la matriz real (aij) (1 <i<2, 1<j<4) de rango 2.
Indicamos con Aij la submatriz forma#la por las columnas i,j y con

lAijl su determinante.
TEOREMA 1. T es simétrico en D si y sélo si p(a)lag,| = p(®)[a,,].

DEMOSTRACION. Supongamos p(a)|A34[ = p(b)lAlzl y probemos que dados
u,v € Dy es: (Tu,v) = (u,Tv),
b _ - b —
(Tu,v) = J Tu(x).v(x)r(x) dx = J [(-p(x)u')' + q(x)ulv(x) dx
a

a
Como T es real, si v € D, entonces V € D, y Tv = Tv ; luego

b b
(u,Tv) = J u(x).Tv.r(x) dx = J [-(p(X)V'(xX))' + q(x)V]u dx .
a a

Entonces por la identidad de Lagrange (cf.2.6(1)):

b
(2) (Tu,v)-(u,Tv) J [(-p(X)u')'v(x) + ((pv')'u(x)ldx =
a

b

p(X)W(u,v) (x)

= p(B)W(u,v)(b) - p(a)W(u,v)(a).

a

Como u,v € DT, verifican las condiciones de contorno Riu =0, 1i=1,2,
RiV = 0, i=1,2. Es decir,

[u v u v
A12[ | _, (a) = _A34 —, (b).
{U

u'

<
<

Calculando los determinantes obtenemos:

(3) |8, W, ) (a) = [8,,] W(u,¥)(b).
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Ahora bien p(a)|A34| = p(b)IAlzl y p(x) > 0 para todo x € [a,b] impli-

can que |A # 0 si y sbélo si lAlZI # 0.

341
En este caso:

(4) 115l ww,® ) pea)

a3, W(u,v) (&)  p(b)

Por lo tanto W(u,v) (b).p(b) = W(u,v)(a).p(a) y entonces de (2) sigue:
(Tu,v)-(u,Tv) = 0.

Por otra parte si |A,,| = 0 también es |A = 0; consideremos enton-

35|

12

ces:

0 = oy, Ry()-a,,Ry(u) = u(a) (o) oy, -ay 0, )+ut (@) (0 ,0,,-0,,0,,) =
= |8, lu@) + |a,,|u (@) ,

0 = a,,R (V) - a;,R,(v) = [a,, ]v(a) + |4, [Vv'(a)

0 = a,,R (W) - a; 4R, (u) = |A13|u(a) + IA23|u'(a)

0 = a, R (V) - a;4R, (V) = [A;4]v(a) + |8,51v" ()

Tenemos entonces el sistema homogéneo:

u(a)a;, I +u(a)la,, | =0
V(@) |, 1+ ¥ @)s,,] =0
u(a)|a 5]+ u'@)a,,l = 0
V(a)|a 4] + V' (@) by, = 0

en las incdgnitas |A14| V- I - P iA23| , que tiene solucidén

no trivial por ser na nulo alguno de estos determinantes, ya que |A12| =0 =

= |A34|. Pero entonces el determinante del sistema debe ser nuloc y co-

mo éste es: ¢

u(a) u’(a)
v(a) v'(a) = (W(U,V)(a))z
u(a) u'(a)
v(a) v'(a)
tenemos W(u,v)(a) = 0.

A partir de las igualdades:
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ey Ry (W) - ey Ry(u) =0 0y Ry (V) - oy Ry (V) =0
ayR (u) - o Ry (w) =0 ®22 1(V) T %12 z(VJ =0
y de manera anZloga obtenemos: W(u,?)(b) = (0, Pero entonces también es:

p(BIW(u,v) (b) - p(a)W(u,v)(a) = 0 = {Tu,v) - (u,Tv), (cf. (2)).
Resulta entonces T simétrico.

Sea T simétrico. Entonces para todo u,v € Ug.
(5)  (Tu,v)-(u,Tv) = p(b)W(u,v)(b) - p(a)W(u,v)(a) = 0.

Esta ecuacidén junto con (3) forma un sistema de dos ecuaciones homogé-
neas satisfecho por W(u,v)(b) , W(u,v)(a) y cuyo determinante es
p(a) |A34l - p(b) lA]_zl'

Probaremos que ese determinante es dero. Si no lo fuera, deberia ser:

(6) W(u,v) (b) = W(u,v)(a) = 0 para todo u,v € D.

Ademis o bien |A34| , deberia ser no nulo.

Supongamos sin pérdida de generalidad que IAIZI # 0. Entonces, si

n m
a a a

k N k ‘

o o o o 0

[1 es un vector no nulo tal que 11 12 13 14 1] = { } R
[n o 21

22 %23 %24 nJ
necesariamente |m| + |n| # 0.Este vector puede suponerse real.

Para un tal vector real y fijo, elijamos una funcidén v € Cz[a,b] tal

que v(a) = k, v'(a) =1, v(b) = m, v'(b) = n. (Demostrar su existencia).

Esta v verifica Rj(v) =0, j=1,2, y v € DT‘ Entonces, por (6):

(7) Para todo u € DT, u(b)n-mu'(b) = 0, wu(a)l-ku'(a)

rK\ X
‘ L %1 %2 %13 Cpgffnt _ |°
Luego para todo M tal que Ml = 1o vale
[N} ®21 %22 %23 %24/ W
f h rK’ fO d d
1 k 0 0 Ly = l }. Entonces existe 11 12 tal que
M 0 d d
0 0 n -mj N) J 21 22
1 -k 0 0] [dll dlz] [all }
L0 0 n -mj d,; dyy oy,

Luego, como |n| + |m| # 0 el vector (d,,,d,,) es distinto de cero. Por

lo tanto |A contradiccidn, QED.

12[ = 0,
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3.2, DEFINICION. Un operader A se dice semiacotado por abajo si A es
simétrico y existe ¢ € R tal que (Au,u) =2 c(u,u) para todo u € DA.

TEOREMA. E1 operador Tu = ;f%T((-p(x)u')’+q(x)u) es semiacotado por a-

bajo en D, si las condicicnes de contorno son separadas. Sus autovalo-

res son reales y simples, y no se acumulan en -o,

DEMOSTRACION. Si las condiciones de contorno son separadas:

Rl(u) = allu(a) + alzu'(a) = 0
Rz(u) = aZIU(b) + azzu'(b) =0,
siendo los a;. tales que fa | + [a;,|#0; lay 1+ la,,| # 0, la ma-
triz (aij) es igual a
aj, a, 0 0
[0 0 a,, a,,
y de rango 2. Como IA12| =0, |A34[ = 0 , por el Teorema 1, resulta

que T es un operador simétrico.

Probemos entonces que para todo u € DT existe ¢ € R tal que (Tu,u) >
> c(u,u).

b
(Tu,u) J (C-p(x)u')' + q(u)T dx =
a

b b

1

g(x)uu dx =

. b
C-p(x)ung| -+ [ (pu' )T’ dx + j
a

a . a
b b

f p(x) fur|? ax + J a(x) [ul®dx + p(a)u' (a)T(a) - p®Iu' (BITD);
a a

1

Existen entonces constantes h y k, h = h(aij), k = k(aij), tales que:

b 2 b
(Tu,u) = j p(x) lu | 2dx + j
a

a

q(x)Lulzdx + hp(a)|u(a) | *+kp(b) [u(b) |,

Sabemos que (cf.0.2) dada u € Cl([a,b]), para todo ¢ € [a,b] vale:

2 b b
10y |2 < 2 J u]? ax + 2(b-a) J a2 dx
a a

(b-a) (Zn+1) T2n+3
Llamando X" = 2(n+1)2 v K' = ELE;EL result K" —» o
' ‘n _ (b-a)(2n+1) ° n 2n+3 ~ta Ay Y

K& — 0 cuando n —+ =,
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J/

) 2 2 b 2 _
Entonces |u(c)|” < Ki J ful® dx + K! J lu' | dx =
a a

b 1 ‘ 9 b
K Ja ?TET»Iul r(x) dx + K! Ja lu

T 2 - r | '
min 1(x) ulp™ + K} J iU

A

b
2 2 _ n
= K_llull ™ + K| Ja fut]® dx donde K = r=rray > 0.
L1 2

b b
Pero entonces (Tu,u) = J p(x)lu'|2 dx + J q(x)]u\2 dx -
a a

- ]klp(b)]u(b)fz - |h|p(a)|u(a)|2 >

b
> | [p(x)-(|k].p(b)+|h|.p(a))K:] . ju' |? ax +

a

b
v [ qul? ax - (xl.p®)+In] )k .
a
Sea n tal que [...] = 0. Entonce;

'r‘>'fSL—(ﬁb”2 d k|p(b)+|h 2
(Tu,u) > in (T(X))'Ja lul“.r(x) dx - (Jk|lp(®)+[h[p(a))K .lIul™

y existe c tal que:
(Tu,u) = c ||u||2 = c(u,u).

Si ¢ es una autofuncidn de T correspondiente al autovalor A entonces
de (Ty,¢) = {¢,Ty) sigue que X es real, y que X > c. la simplicidad de
A ya fue demostrada en 2.7. QED.

3.3. TEOREMA FUNDAMENTAL. Consideremos el operador de Sturm-Liouville

Tu = r{&) [ (-p(x)u')' + q(x)ul definide en D = {u € c?(fa,bl):
Ri(u) = 0,

i=1,2} , Ri separadas. Entonces T tiene una cantidad nume-

rable de autofunciones correspondientes a autovalores reales de multi-

plicidad 1 que pueden ordenarse de manera que

(*) A, < kz < 13 < vee 3 A > @

1 n
n-)-oo

Las autofunciones pueden suponerse reales, normalizadas en Lz([a,b];r)

y forman, en ese espacio de Hilbert H,un sistema ortogonal {¢j} tal que
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para todo u € 128 u(x) = ) (u,¢j)wj(x)
j=1
donde la serie converge absoluta y uniformemente en a < x < b.

DEMOSTRACION. Ya hemos probado que T es simétrico y semiacotado por aba

jo. Por ser T semiacotado existe una constante a tal que
() (Tu,u) = a Huu2 para todo u € DT R

y entonces, si y < a, pu no es autovalor de T. Por lo tanto el operador
T = T-ul

es inversible. Ademds Tu = Au, u#0, equivale a Tu = (A-p)u. Luego, X es
autovalor de T si y sdlo si A-u es autovalor de T. Pero como también es

T'lu = u

T , resulta que el problema de determinar los autovalores A

de T, (A > u), se reduce a encontrar los autovalores A] de T™ 1.

Ahora bien, DT = {u € CZ( {a,b]): R.u = 0} = D; siendo R(T) = C(la,bl);
luego T: D~ —~ C(la,bl) vy T-1. C(la,b]) — D; c CZ([a,b]) C D(%‘l).

T" estd en las condiciones del Teorema 0.3. En efecto, T'l es simétrico
pues T lo es y u es real. Ademids si G(x,y,u) es la funcidn de Green

~

para T:

~ b
(2) A = | GeymEmTe) &y, £ e cllabl)
a
y esto define un operador (completamente continuo, mads afin, de Hilbert-
Schmidt) simétrico que lleva R(%) sobre DT. Como R(%) = D(?‘l) =
= C([a,b)) 2 Cz([a,b])/Q D, = R(?_y) es suficiente ver que si {ui}

, . . . . ~-1 .
€s una sucesidén de funciones continuas acotada en H, {T (ui)} contie-
ne una subsucesidn que converge a una funcidn continua. Pero esto si-

gue inmediatamente de una aplicacidén del Teorema de Arzeld-Ascoli. Por
lo tanto cp(%_l) £ @, op(f—l) CRy op(f_l) es un conjuntce finito o
numerable . | B

Por otra parte, si wj € DT , ¢j # 0, es autofuncidn para el autovalor
Aj de T, también w serd autofuncidén de f—l asociada al autovalor
x}ﬁ ;= Q )

Reclprocamcnte, si wj es tal que ?_1wj = Ajwj entonces wj € C(l[a,b])
%——1

3
wj € D(T) vy A;le = T@j. Tenemos asi en correspondencia los autova-

lores de Ty T ° , y también ias autcfunciones.
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Ademis, si T¢ = Ap, p#0 , también Ty = A¢ , y por lo tanto ¢ = cy. O

sea, C = el® y podemos suponer ¢ = ¢.

N

En consecuencia, GP(T) # 0y OP(T) R. Ademis cp(T) es infinito nume-

rable. En efecto, si el nfimero de autovalores fuese finito, como todos
ellos son de multiplicidad uno, también serd finito el nimerc de auto-
funciones, y como R(T) es denso en H, resultaria que H admite un siste
ma completo finito, lo que es absurdo. Entonces los autovalores pueden

ordenarse de manera que |A1| > [Azl > c.. Aj — 0.
n->-o©

Las funciones wj normalizadas en H forman un sistema ortonormal &11i y

siu-=T"1v , v € C(la,b]) , se verifica:
u(x) = jzl(U,¢j)wj ; o sea, para tqdo u € DT'es u ='Z(u,wj)¢j en H.
n n
Sea S_(x) = jzl(u,wj)wj(X) = jzl Ay(v,e )¢, ym <.
Tenemos:

(3) 15, (x-S, )| < I [(v,e)].1a0,] <\/Zl(V,wj)lz-\/ZlAj¢j(X)|2

m+1

Aplicando la desigualdad -de Bessel sigue que:

(4) |5, ()-8, 0| = 01/ Inye 17 (x)
: mt+l

Por otra parte:

2 ~_1 2 b 2
(5) 1} IAjwj(x)I = )T wj(X)I = ZIJ G(x,y,we; (NT) dy|” =
a

j=1

b
2 2
= ZI(G(x,-,u),¢j)| < J [G(x,y,W)|7.r(y) dy <M <= .
s .

De (5) y (4) sigue que Sn(x) converge uniformemente, y por lo tanto lo

hace a u(x). Mds atn, hemos probado que:

(6) IR IRINCOY

converge uniformemente, GED.

EJERCICIO. Demostrar (%*).

52



3.4. Si las condiciones de contorno del problema no son separadas el
teorema fundamental no es mads vidlido en general. Por ejemplo, si Tu =
= -u", v(0)+u(mr) = 0, u'(0)-u'(v) = 0 entonces, como ya sabemos,

op(T) = C, o si u(0)+2u(w) = 0, u'(0)-2u'(wv) = 0 entonces op(T) = @,

Pero en estos casos lo que realmente ocurre es que T no es simétrico.
En efecto, esto puede verificarse directamente, o indirectamente por
medio del siguiente interesante:

- 1 - 1 ! 3 3
TEOREMA. Sea T el operador Tu = ;TET(( pu')'+qu) definido en
DT = {u € Cz([a,b]): Rj(u) =0, j=1,2} donde
= . { ! 1=
Rj(u) ajlu(a) + ajzu'\a) + aj3u(b) + aj4u (b)) , j=t,2 ,
y rango (aij) = 2. S1i T es simétrico (o lo que es lo mismo, si
p(a).|A34] = p(b).IAlzl) entonces: #cp(T) = NO, los autovalores son

reales, de multiplicidad uno o dos, y pueden ordenarse de manera que:

A, < A

1 S Ay <A

A T

n-—>o
Existe un sistema de autofunciones real, ortonormal y completo en
Lz([a,b];r) tal que:

para todo u € DT , u(x) = Z(u,wj)¢j(x) uniformemente en [a,b].

DEMOSTRACION. La demostracidn del teorema anterior se basé en la exis-

tencia de un u tal que u=u ¢ op(T). (La semiacotacibén sdlo se usdé pa-

ra probar este hecho). Luego el teorema quedari demostrado si probamos
la siguiente proposicién, pues en este caso podrd repetirse la demos-
‘tracidén del Teorema fundamental , (cf. 2.6 y 3.1).

PROPOSICION. Si el operador de Sturm-Liouville T es simétrico entonces
existe o € R tal que

A <a = A& GP(T).

DEMOSTRACION. Sea Ao <0 A %%%% pgra todo x € [a,b], v A < Xo. Enton-
ces q(x)-x.r(x) > 0 en [a,b]. Supongamos que ¢(x) es una autofuncidn
real de T para A: (-pe')'+qy = Ti¢. Como |¢'(x)|+|e(x)]| # 0:

0 <p(x)(e' (X)) + (q(x)-Ar () (p(x))? = p.o'? +(pe')'e = (pr'e)!' (x).

Resulta entonces que pyv'vw es una funcidn mondtona estrictamente cre-

ciente. Luego se anula una vez a lo sumo. Como p#0, ¢'v se anula a lo
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sumo una vez en la,b]. Supongamos que v(xo).¢'(xo) = 0. x, no puede ser
un cero doble para ¢. Tampoco puede serlo para ¢' (en caso contrario

tendriamos w”(xo) = 0 y por lo tanto ¢(xo) = 0). Entonces x, es un ce-
ro de p¢' que anula a uno s6lo de sus factores y en forma simple. Lue-
go, o bien ¢#0 en [a,bl, o bien v se anula en un Gnico punto y la fun-

cién tiene signos opuestos a izquierda y derecha del mismo, (si x € (a,b)).
[s]

Supongamos ahora que A y A* son autovalores distintos de T, reales y
tales que A,A\* < X, y sean ¢, ¢* autofunciones reales correspondien-’
tes. Como T es simétrico: (Te,¢*) = (¢,Te*) y en consecuencia

b
f gp*,.r dx = 0. De aqui sigue:
a 4

i) si T tiene dos autofunciones en estas condiciones una de ellas se

anula en (a,b). Si ambas se anularan entonces lo harian en puntos dis-

tintos pues si para un X_, w(xo) = wﬁ(xo) = 0 entonces ¢¢¥* es no nula
b

y conserva signo en .la,bl\ {x }, y por lo tanto [ po*.r dx # 0.
a

Supongamos ahora que Ai < Ao , i=1,2,3, son autovalores, dos a dos
X <
distintos, y ¢; autofunciones reales correspondientes. Probaremos que

ii) tres autofunciones en estas condiciones no pueden anularse en
[a,b].

Supongamos ii) por un momento. i) e ii) implican que no es posible que
haya cuatro autovalores reales que no superen a i . Entonces existe o
tal que A <a = X €& Op(T).

Veamos ii). Supongamos ¢;(x;) = 0, i=1,2,3. Entonces los puntos xjy
son distintos dos a dos y podemos suponer: Xx; < X3 < X,, ¥y a ¥; Y ¥,
crecientes. Consideremos:

(M) u(x) = ¢,(x3)e; (xX)-¢,(x3)e,(x).

Entonces u(x3) = 0. Sea x < x'. Luego, u(x) - u(x') =

= wz(x3)(wl(X)-¢1(X'))-¢l(x3)(¢2(x)-¢2(x')) > 0. Y u(x) es una funcién

que se anula en X5 y e€s estrictamente creciente en [a,bl. En conse-

cuencia b :
J u(x).wB(x).r(x) dx # 0
a
b
Pero de (1) sigue J Up T dx = 0, contradiccidn, QED.
a
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3.5. PROBLEMAS DE CONTORNO CON EXTRIMOS SINGULARES. Consideremos la e-

cuacidn
(1) L(w) = (-p(x)u")' + q(x)u = Ar(x)u

en el intervalo finito (a,b) donde P,P',q y r son funciones reales con-
tinuas, y p y r son positivas (cf.1.1 y 1.2, también 4.1). Si estas fun
ciones no pueden extenderse al intervalo la,b) de manera que sigan veri

ficando las propiedades mencionadas, diremos que x=a es un extremo sin-

gular para (1). Andlogamente se define la singularidad en x=b.

Un ejemplo importante 1lo constituye la ecuzcién de Bessel

2
(2) (—xu')'+1nx——>\xu=0 , 0<x<1 , m>o0.

En esta situacién p y r se anulan en x=0, y q deviene infinita en ese
extremo. El caso particular m=0:

(3) -(xu')' = axu , 0<x< 1,

posee entonces un extremo singular en x=0, Y sera nuestro ejemplo en lo
que sigue del capitulo.

Trataremos de mostrar como 1la informacidn encerrada en la funcidn de
Green de un problema singular nos suministra resultados semejantes a
los ya vistos en el caso regular estudiado en 3.2 y 3.3. Esta funcién
de Green serd 1la correspondiente a un problema de contorno para la ecua
cidn (1), Y en general, podrid construirse con el auxilio de un sistema
lineal de dos condiciones de borde. Por ejemplo, xu' — 0, u{x) — 0.
X — a X— b

Supengamos la presencia de un sistema de esta naturaleza, y que exista

una funcién (de Green) G(x,t) continua en (x,t) € (a,b) x (a,b) tal que

b b oy
(4) J f [G(x,t)|° r(x) r(t) dx dt < «,

a a
Esta funcidén actuando como nticleo (de Green) de un operador integral de
fine una aplicacién ¢

N
(5) Aw(x) = j

G(x,t) w(t) r(t) dt
a -
completamente continua de Lz((a,b);r) en LZ((a,b);r).

Supongamos que 0 no sea autovalor de (5) y que G(x,t) = G(t,x) para to-

do (x,t). Entonces A define un operador autoadjunto con rango denso en

L%((a,b);r).
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Supongamos también que toda autofuncidén de A sea autofuncidn de

"
2(u) := -(pu')' + qu en el sentido que: Aw = uw implica w € C°, pl(w) =

rw, W satisface las condiciones de contorno.

Bajo estas hipdtesis vale lo siguiente, como el lector comprobarada sin
mayores dificultades.

PROPOSICION. Existe un sistema {un} de autofunciones de (1), ortonormal

y completo en Lz((a,b);r), cuyos autovalores correspondientes, {Xn},

tienden a infinito con n, y son reales.

3.51. Cada autovalor es de multiplicidad menor o igual a dos pues £ es
una expresidn diferencial de segundo g@rden.

Son las condicicnes de borde las que forzaran a la multiplicidad a to-
mar el valor uno (cf. teorema fundamental 3.3), las cuales, por otra

parte, son las que intervienen en la construccidén de la funcidn de

Green.

Designaremos con B un sistema lineal de condiciones de contorno. Consi-
deremos el problema:

(P) “£(u) = Aru , B(u) =0,

del cual supondremos también que satisface las hipdtesis mencionadas en
3.5. Vale entonces (verificarlo):

PROPOSICION. Si (P) es tal que cualquiera sea A, £(u) = Aru no implica

B(u) = 0, entonces todo autovalor es de multiplicidad uno.

3.52. Frecuentemente se¢ encuentra que los autovalores estadn ubicados en
un semieje. Esto puede demostrarse, por ejemplo, utilizando proposicio-
nes como la siguiente.

PROPOSICION. Si existe una funcidén m(x) =0 , m # 0, tal que para cier-
to nGmero c real:

tb

(1) J [¢(u)-cruu, .m dx >0
a

entonces Ak > c.

_ En efecto, en todo intervaio [c,d] € (a,b) s6lo hay un nimero finito de
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de ceros uk.

3.53. Supongamos que se¢ verifican las hipdtesis en 3.5.

Si v(x) € Lz(r) es real, vale

(1) v(x) =

s I 1

b
) = (x
c. un(x) s C, Ja v{x) un(x).r\x)dx,

donde la convergencia es en media. En consecuencia, para cada
x € (a,b), (cf. 3.5(5)),

un(x)' 2
(2) G(x,t) = } T u () en L7(a <t <b; r(t)).
n
La igualdad de Parseval asegura entonces que:
2 _ T 2 ® 2 2 U (0
(3) Ivi2 = 5 2 J |G(x,t)|“.rdt = § [
1 " a 1 A
Integrando en x, obtenemos:
boyb 2 S L2
(4) w > J j |G]“.r(x) r(t) dxdt =) /.
a ‘a 1

Si en lugar de la condicidén 3.5(4), G cumple condiciones mas restricti-

vas, vale la siguiente proposicidn.
PROPOSICION. Supongamos que exista C tal que

b . ) :
(5) c > J IG(x,t)|.r(t)dt,

b b
y que J r(t)dt < o, Si h(x) = f G(x,t).w(t) r(t)dt, es decir, si h
a

a

pertenece al rango de A,

]
© c_(w)
n
(6) h = Z Y - U,
1 n
uniformemente en (a,b), (E. Schmidt).
DEMOSTRACION. En efecto, de (2) sigue que
- [b |
(7 cn(h) = cn(G(.,t)) w(t) r(t) dt = cn(w)/kn.

‘a

57



o oy [(x] 9 9
n o
Como C >} | —1°, ¥ {Cn(w)} € ¢, tenemos
1

/i

n

z2.1/2
e S oy,

2D
rd
=

N N

El sistema {un(x).um(t): n,m = 1,2,...} es ortonormal v completo en

LZ((a,b) X (a,b); r(x)r(t)). Los coeficientes de Fourier de G con res-

pecto a este sistema son (cf. (2)):

b b 8
(8) L f G{x,t) u_(x) u (t).r(x) r(t) dxdt = —‘;”j .

a
Por lo tanto, en ese espacio vale en media:

o & (x) u_(t)
(9) Glx,t) = [ Sy ?
n=1

n

3.54. Supongamos que valgan las hipdtesis de 3.5, y que exista ko tal

que si k = ko entonces Ak > 0. En esta situacidn tenemos la siguiente

PROPOSICION. La convergencia en 3.53(9) es uniforme sobre compactos,
(T. Mercer). B '

DEMOSTRACION. Como las autofunciones son continuas en x € (a,b), la

funcidn

(1) Gn(X,Y) = G(X’YJ -

i

o~

, ui(x) ui(y)/)\i

es continua en (x,y). Ademids, si f € Lz(r) es real:

o0

(2) jj G (x,y) £(x) £(y) r(x) r(y) dxdy = 21 Ci(f)/xi >0,
n+

sin = ko. Luego Gn(x,x) 2 0 para todo x. De esto sigue que la serie

o 2
Poju (x) /2
n n

1
a términos no negativos desde un momento en adelante, converge para to-
do x y que su suma no supera a G(x,x).
Por otra parte, si m,s > kO:

S

S ) ° 2 2
(3) | g uj(X) uj(y)/Kjl < g luj(X)I /Xj - luj(y)l {kj <

m
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5 o
<Gk (YJY) * Z IUJ(X)IL/)\J'

(o] m
S
Luego, fijado x, Z uj(x) uj(y)//\n converge uniformemente sobre compac-
1
tos y define una funcidn B(x,y) continua en y. Sea f(y) continua con SO
porte compacto en (a,b). Entonces

(4) [" By £ 1) ay - -§1 e (£) u (x)/A_ = AE(X).

a i= _
En consecuencia, para funciones de ese tipo se verifica,
(5) fb (B(x,y)-6(x,y)) £(y) T(y) dy = 0.

a .
Esto implica B(x,y) = G(x,y) para todo y para cada x. Luego,
(6) G(x,x) = B(x,x) = E [u (X)IZ/A )
1 .n n

El teorema de convergencia mondtona de Dini asegura la convergencia uni

forme sobre compactos de la serie en (6). De (3) sigue entonces que

(7) G(x,y) = g u () u () /2,

sobre compactos de (a,b)x(a,b). QED.

3.55. a) Supongamos que valgan las hipétesis de 3.5. y que q(s3) = 0.

Sea D una variedad lineal contenida en Lz((a,b);r) N Cl((a,b)) tal que

i) uy € D, para todo u, autofuncién de A,’

k
.. & 2 2
11) ¢ €D =0 < J [po' “+q9 1dx < o,
a
b rb
iii) ¢ € D = j [p¢'ui+q¢uk]dx = J ¢[—(pui)'+quk]dx.
a a

Supondremos todas las funciones reales, y definimos en D la funcional

bilineal:
b
(M) <f,g~>-= j [pf'g'+afgldx,
a
para la cual se verifican:
( >
f) = Rl =
(2) <u,u > o= J Us uperdx = A Sk
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b ,
N > = Ak ja ¢uk.rdx = Kk ck(¢), para todo ¢ € D.

(3) < ¢,u

Entonces de la hipdtesis e ii) sigue que A, > 0 para todo k. Si

k
¢ € D tenemos:

,
< ¢,u_ >" b

() Iy () =Tz s << 60 > - |” tpo' 2eas?tax < o
? a

k

B) Supongamos que valgan las hipdtesis de 3.5, y ademds que todo auto-
valor Ak sea positivo.

Sea E una variedad lineal contenida en Lz((a,b);r) y constituida por
funciones dos veces continuamente diferenciables tal que

iv) ¢ € E = L(¢)/r € Lz((a,b);r),

v) ED {uk},

b b
vi) ¢ €D = [ [(-po')'+as] u, dx = f 6 [(-pu) +qu, ] dx.
. a

a

Supongamos como en o) que todas la funciones son reales, y a T definido
por: T(¢) := £(¢)/r. Entonces,

(5) o, (T8) = (Té,u)) = (6,Tu ) = A .c (¢), para todo n.

Por lo tanto

(6) I 22.c2(0) <o,

y esto implica (4).

N.B. De (7) 3.53 sigue que si w € Lz((a,b);r) entonces cn(Aw) =

H

cn(w)\ln. En nuestro caso R) tenemos para ¢ € E:

L(A(T®)) = c_(T$)/2_ = (por (5)) = c_(6).

g]

Esto implica que ¢ = A(T¢), y que ¢ pertenece al rango de A.

3.56. Supongamos que valgan las hipbdtesis de 3.5 y 3.54.

e

PROPOSICION. Sea ¢ € LZ((a,b);r) tal que ) A . c§(¢) converge. Enton-

n=1 n

ces la serie de Fourier de ¢
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(1) | I eq(8) v, ()

converge uniformemente sobre compactos de (a,b). Si ¢ es continua y
G(x,x) > 0 para todo x € (a,b), vale

© ¢ (¢) u_(x)
(2) —~jd39~-;_ P s , a<x <b.
VG(x,x) . n=1 VG(x,x
DEMOSTRACION. En efecto, si N=2M = ko
N N N
i 2,1/2 2 1/2
| 2 c (9) u (x)| < (] A -cd) () ul(x)/x) <
M+1 © B M+e1 Ot R M+1 n
N 2
< G(x,x) . ) Ay (9) QED.
M+1
3.57. EJEMPLO. Sea £(u) := -(xu')', a = O;Ib =1, r(x) = x; las condi-
ciones de contorno B: u(1) = 0, xu'(x)— 0. Entonces,
x—> 0
u, = 1T, u, = In x
son dos soluciones linealmente independientes de £(u) = 0 tales que
p(x).W(x) = 1. Construyendo la funcidén de Green como en 2.4(1) tenemos:
—1ﬁ X , t < x,
(1) 6(x,t) = { -In t , t > x,

la cual verifica 3.53(5) (y por lo tanto 3.53(4)):

X 1 ‘
(2) J |1n x]% t dt + J |1n t[z.t dt < C < =,
(o] X -
Entonces:
1, [* !
(3) Af(x) = (1n EJ J f(t)t dt + J (1n %)f(t) dt
o X
define un operador autoadjunto de tipo Hilbert-Schmidt para el cual va-
le
X
(4) (-x(ADY)'")' = (J f(eyt dt)' = x.f(x) , 0 <x <1,
o]

donde la Giltima igualdad sc verifica en casi todo punto siffEIF((OJ);t),

y en todo punto si ademds f es continua. De (3) sigue que A_l(O) = {0},

Yy por tanto que el rango de A es denso en Lz(r).
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Si f es autofuncidn de A resulta:

X
-xuf' = J f(t).t dt = o(llfll2 r) para x - 0; (-xpuf')' = xf.
o bl

Luego, f € Cz((O,l]), f(1) = 0 y xf'(x) — 0. O sea, f es autofuncidn

x— 0
para £ con u = 1/A. Vale entonces la tesis de la proposicidn 3.5. Tam-
bien se aplica la proposicidn 3.51 pues la ecuacidn £(u) = Axu siempre

tiene soluciones con u(l1) # 0.

Los autovalores resultan positivos en este ejemplo. En efecto, si u es
autofuncién de A, u es acotada y verifica las condiciones de borde; por
lo tanto

1 1 2
J (-xu')'udx = J xu'“dx > 0
[o] o]

y se aplica la proposicidén 3.52 con c = 0, m = 1/x.

También se cumplen las hipdétesis de la proposicidén 3.53, como vimos en

(2). Luego, para toda f € Lz(r), y uniformemente continua en (0,1], va-
le

c_(£f)

n -
. —— u (x) (Hunﬂz’r = 1).
n

(5) Af(x) =

n

o~ 8

Ademds (cf. proposicidn 3.54),

un(x) un(t)

1 >\n

(6) . G(x,t) =

n

It~ 8

, (x,t) € (0,1] x (0,17,

La variedad lineal D = {# € C((0,11) n L=(0,1) n clco,1):

o' € 1L2((0,1);t), ¢(1) = 0} cumple con las hipdtesis i), ii), iii) de
3.55 a). Como G(x,x) = 1In 1/x vale, para ¢ € D,

® )
(7 ——_‘b_(_—’f_):_é 2 Cn(¢) [ Un(X ] 0 <x <1.
1

v 1In 1/x v In 1/x

REFERENCIAS. [6], [12]; Riesz et Sz-Nagy, op. cit. Cap. 0.
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CAPITULO 4

PROBLIMAS DE STURM-LIOUVILLE CON CONDICIONLES DE CONTORNO LINEALMENTE
DEPENDIENTES DEL PARAMETRO ESPECTRAL.

4.1. NOTACION. Varios modelos de la Fisica y de la ingenieria que uti-
lizan ecuaciones en derivadas parciales dan lugar, luego de la separa-
cién de variables, a ecuaciones diferenciales ordinarias con condicio-

nes de contorno separadas del siguiente tipo:

Tu: = ;%;7 [(-p(x)u')' + q(x)ul = Au, a <x <b,
(1) (Aall + Bll)u(a) - (xalz + Blz)u'(a) = Or
(Ao, + B, du(d) - (Ra,, + B, Ju'(b) =0,

donde p, p', q y r son funciones reales continuas y p(x), r(x) son po
sitivas (en a < x < b); a. .

J’
2 2 .
B, * Bi, >0, i=1,2.

Bij son numeros reales tales que

Uno de los problemas que mds interesa resolver de (1), aparte de la ca-
racterizacidon del espectro y las correspondientes autosoluciones, es el
del desarrollo en autofunciones.

Aunque este problema sélo se diferencia del problema de Sturm-Liouville
regular en que en las condiciones de borde aparece el paradmetro A, esta

diferencia no es insignificante.

4.11. Nosotros estudiaremos el siguiente casv particular
Tu := %((—pU')' + qu) = Au,
- ' =
(1) B, u(a) B,,u' (a) 0

(Ray + 8, Ju(b) - (Aa, + B,,)u’(b) = 0

con § = > 0.

Mas alin, normalizaremos el problema asumiendo
(2) § = 1.

Esto Gltimo no restringe la generalidad de los resultados tedricos rela-
tivos a autovalores y desarrollos en autofunciones:; sin embargo no es

- una normalizacidn aconsejable para todas las aplicaciones fisicas.
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4.12. Usaremos las siguientes abreviaturas:
J (u)ab =a, . u(b-0) - a, . u'(b-0),
(M | (W, = 8
(W

i

11 u(a+0) Bi) u'(a+0),

u(b-0) - u'(b-0).

Ba1 B2z
Nuestro problema se presenta ahora de la siguiente manera:
(-pu')' + (g-ArJu =0 , as<x<hb,

(2

~
o
~
w
[
i
o

b

{
A\u)OLb

4.2. DOMINIO DE T. Supongamos por un momento que en el sistema (2) pre-

cedente p = 1 y que Q(x) € Ll(a,b) reemplaza a q-Ar.
La ecuacidn:

(1) -u" + Q(x).u =0 R a <x <b,

podrd resolverse si reinterpretamos adecuadamente el concepto de solu-
cidn (*): por solucidn de (1). entenderemos una funcidén u absolutamente

continua en todo subintervalo cerrado de (a,b) cuya derivada u' satis-

faga las mismas propiedades y tal que -(u')' + Q(x).u = 0 se satisfaga
c.d. en (a,b). u'(x) seri entonces derivada de u(x) en todo x € (a,bl!
y u'"(x) existird en casi todo punto.

Convendremos en decir que u es localmente absolutamente continua,

u € ACloc, si u es absolutamente continua en todo subintervalo compacto.

Andlogamente, diremos que u satisface a
(2) -(pu')' + (g-Ar)u = 0 a<x<bD
si u es localmente absolutamente continua, también pu' E.ACloc y (2) se

satisface casi doquier x € (a,b).

Decir que u es solucidén de 4.12(2) en este nuevo sentido significa que
ademas existen los limites u(a+0), u'(a+0), u(b-0), u'(b-0) y satisfacen

las condiciones de borde (u) = 0, etc.. La existencia de los limites
Ba

u(a+0), u(b-0) para u es equivalente a decir que u(x) es uniformemente
continua en (a,b)

Si ademds u(a+0) = u(a), u(b-0) = u(b), é¢resultard u absolutamente conti

(*) CARATHEODORY, C., VORLESUNGEN uber Reelle Funktionen; Chelsea,
(1948), p.672.
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nua en [a,bl]?
No es cierto en general pero si en nuestro caso pues aqui u' es
uniformemente continua en (a,b) y por lo tanto integrable en ese inter-

valc.

Como p € Cl([a,b]), pu' € ACloc equivale a u' € ACloC y por lo tanto
(u')' = u" existe c.d. x € (a,b).

Estamos ahora en condiciones de definir un dominio para el operador T
de 4.11(1):

D(T) = { u: u,u' € AC, C(a < x < b), u' uniformemente continua
10

en (a,0),Tu € 12((a,b)5 1) }

Las funciones u(x) son a valores complejos. La nomenclatura D(T) se usd

para diferenciar este dominio del designado con DT y definido en el ca-

pitulo precedente: D(T) 2 DT.
D(T) no es el dominio que mids nos interesari pues en €l no aparecen las
condiciones de contorno. Ese conjunto seri un subconjunto de D(T) y de
€l nos ocuparemos oportunamente. La idea es definir un dominio sobre el

cual T defina un operador autoadjunto. Este objetivo no se persiguid en
el caso regular de los capitulos 2 y 3; alli Op C Cz([a,b]). Si en lu-
gar de ese T consideramos % = T-ul con p €& OP(T) sabemos que su rango es

C(la,bl) y existe la resolvente T !. Este operador, completamente conti
nuo sobre R(T), deberia tener dominio ¥ si T fuera autoadjunto, cosa

que no ocurre. Es decir, T sobre DT es simétrico pero no autoadjunto.

Una extensidén autoadjunta de T requerird un dominio mis extenso. Esto es
lo que procuramos en estos momentos: definir desde un comienzo un domi -

nio D C D(T) sobre el cual el operador en cuestidn sea ya autoadjunto.

Logrado esto, la posibilidad de desarrollar en autofunciones seri conse-
cuencia del teorema espectral para operadores autoadjuntos y no necesita
remos conocer de antemano el ndcleo de Green.

4.21. NB. 1) D(T) es en cierto sentido un dominio maximal sobre el cual
puede definirse .T. .

2) Si u(x) es absolutamente continua en (a,b),u € AC(a,b),
entonces es uniformemente continua alli Y en consecuencia exis
ten u(a+0), y u(b-0). 0 sea, AC(a,b) & AClOC(a,b) N uniforme-

mente continuas.,



(¥ pues (x-a).sen ;%Z ¢ AC(a,b)). Podemos entonces definir

D(T) de la siguiente manera:

D(T) = {u € c'(la,b]) : u' € AC,__(a,b),Tu € Lz((a,b);r)} ,
y también como:
D(T) = {‘u € AC(a,b) : u' € AC(a,b),u" € Lz((a,b);r)} :
0 lo que es 1o mismo:
D(T) = {u : u,u' € AC(a,b),u" € Lz(a,b)} .
4.3, REALIDAD DE LOS AUTOVALORES. Sean u, = ui(x,Xi), i=1,2, funciones de

D(T) y soluciones no triviales de

Tu: = % ((-pu')' + qu) = Xu,
QD) (Wg, =0,

W gy = -2 s

donde A € C. Entonces por ser soluciones de la ecuacidn:

(2) (p(uju, - uju))' = (A,-r)ruu,, c.d.x,
y sigue
b b
- - 1 gt -
(3) (A1-2,) jauluzrdx p(ujul-uju,) ]

= p(b)W(u,,u,)(b) - pla)W(u ,u,)(a).

Por otra parte tenemos (cf.4.11):

u(x)  v(x) | (o) o, fu  -v)|
I &
W(U,V) (X) = = % (X) ,
u' (X) v! (X) 821 BZZJ I -ut Vl)
ral a, 1 fu -V
lim 1
(4) W(U,V) (b) L= ;];’g 3 =
Byq BZZJL'U' v!
(u)ab ﬁ(v)abl
-3 = 5 Wy (V) m (W) (V) gy )
(Wgy -y
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Resulta entonces de las condiciones de borde y de 4.11(2) que

b
= p(b) .« Wluy, u)(d) = p(b) [ (u))gy(uy) y

(5) p'w(ul’ uz)

_(UZ)Bb(ul)ab] = (Az - Al)p(b) . (ul)ab(UZ)ab
0 sea,

b
(6) (Az - Al) . Sauluzrdx + p(b)(ul)ab(uz)ab = 0

Supongamos A, no real. Entonces A,= A, serd también un autovalor (con au-

1
tofuncidn u, = ﬁi) y por lo tanto de (6):

b
2 2
(7) ja lu, () 12r () dx + p(b). [ (u) % = 0.
En consecuencia, u; = 0 sobre [a,b]l; contradiccidn.
Luego, kl = 71. Siendo los autovalores reales podemos asumir, de ahora

en adelante, que las autofunciones son también reales.

4.4 ORTOGONALIDAD DE LAS AUTOFUNCIONES. (6) y (7) sugieren la introduc-
cidén, de una medida positiva, y consecuentemente de un espacio de Hilbert,
en el cual las citadas expresiones se traducen como relacidn de ortogo-
nalidad y cuadrado de la norma de un elemento, respectivamente. Designe

mos con u a la medida definida en [a,b] de la siguiente manera:

(M) = f r(x) dx , si M C[a,b),
(1) Mo

u({b}) = p(b).
sea (.,.) el producto escalar en el espacio de Hilbert j¢ = Lz([a,b];u)~

i definimos

A ui(x) si x € [a,b)
2). v, (x) =

(ui)ab si x =b , 1 =1, 2,

7 las ui(x) son como en 4.3, obtenemos:

b
'3) (vl,vz) = J v, 72 dy = { uluzrdx + p(b).(ul)ab.(uz)ab = 0.
[a,bl 2
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4.5. EL OPERADOR A. E1l paso siguiente consiste cen definir un coperador A
en el espacio H de modo que su problema dec autovalores traduzca el pro
blema 4.3(1).

[ Coemny | - - . - (u
(1) 2 = LW € w5 M, (W, = Ow) = (), }.
[ (Tw) (x) si x € (a,b),
(2) (Aw) (x): = 4
—(u)Bb si x =D>
E1l valor en x=a no necesita definirse pues p({a}) = 0.

PROPOSICION. i) D(A) es denso en ¥

ii) las funciones v v, definidas en 4.4(2) son autofunciones de A co-

l,

rrespondientes a los autovalores Al, Az, y vale (vl, V2) = 0 si Xl £ Az.

DEMOSTRACION. i) D(A) contiene todas las fungiones dos veces continuamen

te diferenciables nulas en sendos entornos de a y b (v(b) = 0); contie-

ne ademds funciones v cuya restriccidén a (a,b) coincide con aquella de

b
una u € C%([a,b]) tal que [ Iu(x)lz‘. r(x)dx <e, u(a) =0 =u'(a),

a,u(b-0) - a,.u'(b-0) = k, cualesquiera sean e y k.

De aqui sigue que D(A) = . |

ii) Tu = Au sobre (a,b)‘
Av = Xv equivale a 1 (u)Ba =0
-(u) Bb = }\(u)ab’ QED'

La demostracidn de esta proposicidn asegura que el problema de autovalo-
res original se traduce correctamente en el problema de autovalores de A

para el cual vale el siguiente resultado.

Pero antes observemos que en lo que sigue cometeremos un abuso de nota-
cidn, denotando <con la misma letra a un elemento de ' y a su restric-
cidn a (a,b). Del contexto siempre quedarid claro cual interpretacidn del

simbolo es la apropiada. .
4.51. TEOREMA. i) A es simétrico;

i1) A es acotado inferiormente,

iii) A no estd acotado superiormente: no existe C tal que
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(Au,u) < C{u,u) para todo u € D(A);

iv) A es esencialmente autoadjunto.
DEMOSTRACION. i) Sean u, v € D(A). Entonces (cf. 4.3(4)):

N A
(Au,v) - (u,Av) = J(V Au - u Av) dy = J (V Tu - u Tv) rdx +

a
b 1
f g, Mg, - Wy (Mg, ) - pM) = [(p0F - w'H1’ dx -
- W(u,v)(b).p(b) = 0
b
i1) (w) = [T LGP e+ quids - pb) . (@) gy (W gy =

a

b B
= [ ol s alul®) - pOIL@ g, (g, + T(b-0)u' (5-0)] +

a

+ p(a).u(a+0).u'(a+0),
b2 2
(u,u) =J lu|“rdx + p(b) . I(u)abl .

7 a

Debemos probar que existe ¢ tal que
b2 2 L 2
(M [ el 1? + qlul®yax « ¢ [ Fulfrax + cpo) | (|
a

=
a

= p(b) . [(G)ab (W) gy *+ u(b-0) u'(b-O)]- p(a) . u(a+0) u'(a+0)
Supongamos a, = 0. Entonces:
(2) Wy, Wy = o 821’u(b-0)’2 - o, By, u(b-0) u'(b-0),

y en consecuencia, usando 4.11(2),

(3) p() . [T0-0) u (b-0) + @y Wy | = 0.

al.821,.lu(b—0)|2.

Por otra parte sabemos que (cf. Cap. 0) para cada K2 > 0 existe un K1
tal que

b b
u(b-0)|2 < K, J lulZax + L J lu' | 2dx.
a 2

a

(4

De (3) v (4) obtenemos eligiendo K, bastante grande:
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b
L2 2
(5) p(b) . loy B,y | ju(e-0)]% < p(d) .o, B, | - Klfa|u| dx +

L L
p(b) . la; B,,1. K, ﬁlu |“dx < p() . lo; B, ] - K, a]u] dx +

¢

b .
I plu'lzdx.

a

+
Y

Tomando un ¢ > 0 convenientemente grande resulta que el Gltimo miembro
es menor o igual a:

b2 b2 1 (P 2
(6) J gqlul®dx + ¢ J lu| “rdx + 5 f plu'|“dx + cp(b) . |(u)ab
a ' a

a

2

Si u(a+0) u'(a+0) # 0 entonces B # 0y

8 .
u' (a+0) = E%i . u(a+0)

Usando una férmula aniloga a. (4) con b-0 reemplazado por a+0, resulta;

o

-~

B b b
11 |u(a+0)|2 <ct', [ [u|2rdx + 1 J p]u'lzdx.
a a

(7) |p(a)| EI; .

2

De (3), (5), (6) y (7) sigue ahora (1).

Supongamos ahora a, # 0. Entonces

' ) alu(b—O) - (u) b Bzz(u) b " u(b-0).
u'(b-0) = - 5 I CO P 2 5
Por lo tanto
(8) P(B). [ (g, (Wgy + U(b-0) u'(b-0)] =
. 3ypl @)y 1%+ o) TOB-0)]? - (@) u(b-0) -(w),, W(b-0)|
)

z

1
6

B -
< p(b) { 533 ) | Jub-0y]° [§;|l(u)ab|.|u(b-0)l }

< ¢ (g, l? + lue-0l%)
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donde €, es una constante adecuada.
E1 Gltimo miembro resulta (usando nucvamente (4)) menor o igual que
b b
2 2 2 2
(9) f (%Iu'l + qlu|9)dx + ¢ J lul“rdx + cp(b)|. [(u)ab]
a a

si ¢ es una constante suficientemente grande.
De (7), (8) y (9) sigue otra vez (1).

iii) Para probar esta proposicién construiremos una sucesién {wn} de e-

lementos de D(A) con la propiedad Hwon = Hwnﬂz= 1y lim(Awn,wn) =

N—»>oo

Sin pérdida de generalidad podemos suponer a = 0, b =1, Sea 0 £ ¢(x)

€ C7(0,«) con soporte compacto en (0,1), Definiendo wn(x) = ¢ (nx),

n=1, 2, 3, ..., resulta v € D(A) para todo n y
-1 - 1 2 2 1 2
(10) (& (-pep)',e) = JOP(X) L oel]%dx = n Jop-lw'(HX)l dx

1 2
= n f p(t/n) . Je'(t)|“dt = n.(p(O).HW'”% + 0(1) )
0
Ademis:

1 1
(11) lo_liz = J( lo(nx) |2 r(x)dx = L J o] 2.0 (t/n)dt =
¢ 0

1 2
=3 (H¢H2.r(0) + ¢(1))
En consecuencia llamando b= wn/ﬂwnHH :

(%»(—pw;)',wn) v a.n?, o = cte. # 0.

iv) Conocida la simetria de A, bastarid probar (cf. Cap. 0) que existe
un nimero real C tal que A-CI tiene inversa acotada con dominio denso
en #. Como A es semiacotado inferiormente, existe p real tal que

((A - uI)f,f ) = 0 para todo f € D(A).

Si € < wu, C es un punto del campo de regularidad de A, es decir, existe

Ac—1 = (A—CI)-1 y es acotado en su dominio.

Para un operador semiacotado arbitrario no puede asegurarse que ademis

el rango de A, sea denso en J(, Pero en este caso particular en que AC es
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s

un cierto operador diferencial si podemos demostrar que el rango del
mismo es denso en X,

Veamos que R(AC) 2 Foo= { f:f € funcidén uniformemente continua en

(a,b), f(b) arbitrario } . Obviamente F = &,

Sean entonces f una funcién uniformemente continua en (a,b) y ¢ un niime

ro dado. Debemos demostrar que hay una u en el dominio de A tal que:

(12) (A-CDDu = £ en (a,b), [ (A-CI) (W] (b) = ¢.
Sea FO = {f:f € uniformemente continua en (a,b), f(b) = 0}.
(13) F0 C R(AC).

En efecto , si f € Fo, debemos probar que existe u € D(A) tal que

-(pu')t + (d—Cr)u = f.r
(14) ‘ Bllu(a+0) - Blzu‘(a+0) = 0

(821 + C()Ll) u(b-0) - (822+C0L2) u' (b-0) = 0.

Ahora las condiciones de borde corresponden a las de un problema cldsi-
co de Sturm-Liouville (cf. 4.11(2)) y como (A-CI)u = 0 sii u =0, este
problema diferencial es rescluble utilizando su funcidn de Green. Se tie
ne entonces que existe u € Cz([a,b]) que resuelve (14).

Redefiniendo: u(b) = (u)ab’ resulta que la nueva funcidn, que denotare-
mos con la misma letra, pertenece a D(A), y (14) se escribe
(T-CDu = £, a <x <b,
(15) (W, = 0, ulb) = (@),,,
(A-CD (W) () = -(u)gy - C(u) . =0 = £(b).
Esto prueba (13). Observemos ahora que vale la siguiente proposicidén: -

-

(16) Existe un polinomio P(x) tal que P(a-0) = P'(a-0) = 0
“(P)g, - C(P),, = v

Supongamos (16) por un momento.

(17) [ (A-CI)P] (b) = ¢.

Sea F € F, F(b) = ¢. Luego: {F-(A-CI)P} (b) = 0.



Llamando f = F-(A-CI)P, resulta f € FO, y de (13) sigue que existe
u & D(A) tal que (A-CI)(u) = ¢ ‘

O lo que es lo mismo: F = (A-CI) (u+P); entonces

(18) » R(AC) 2 F.
Veamos ahora (16). Si P(a) = P'(a) = 0 entonces necesariamente deberi
ser: P(x) = (x-a)z. Q(x).
Luego (P)Bb + C(P)ab = -¢ si y sb6lo si
(Byp *+ Cap)P(b) - (B,, + Ca,)P'(b) = -o.

Como |821 + Callz + |622 + Ca2|2;> 0 existen v, y y, tales que:
(821 + Cal)y1 - (622 + Caz)yz = -¢. Todo se reduce entonces a encontrar
un Q(x) tal que

Y, = P(b) = (b-a)? q(b)

Y, = P'(b) = 2(b-a). Q(b) + (b-a)?. Q'(b), QED.

4.6, A es un -operador esencialmente autoadjunto. Probar que es autoad-

junto equivale a probar que es cerrado.

Para lograr esto filtimo demostraremos que existe un operador cerrado AO
Yy un subespacio J de dimensién finita tal que si K = D(AO) y L = D(A)
entonces K N J = {0} , L =K + J,(cf. 0.6. y 0.61).

Recordemos lo siguiente

DEFINICION. dim (L / K) = dim J.

Sabemos que esta es una buena definicidn pueé dim J s6lo depende de L y

K,y leemos dim (L/K) como "dimensidn de L moédulo K'.

4.61. A, es, por definicidn, la restriccidén de A a la variedad 1ineal defi
nida de la siguiente manera:

(N D(Ab) := {u € D(A) : u(a+0) = u'(a+0) = u(b-0) = u'(b-0) = 0}

PRQPOSICION. A0 €s un operador cerrado.

DEMOSTRACION. En efecto,
J'Tu si a<x<b,
(2) AL (x) =

0 si x = b.
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LT

Si D(A,) > u, ~ uy Au — v entonces u(b) = 0 = v(b).
Si designamos también con v la vestriccién de v al subintervalo (a,b)

2 .
tenemos Tun — v (L"(a,b)). En consecuencia (-pué)' — W = Vr - qu

(L%(a,b)).

Luego en a <x < b: -pu; — y = wa(t) dt pues u' (a+0) = 0. De aqui
a
sigue que: u’ — -y/p en a <x <b. Por lo tanto:
u_ (x) — u(x) = Jx-(y/p) dt en a <x < b. En consecuencia u(a+0) =
a
u'(a+0) = u(b-0) = u'(b-0) = 0 y

_{* at [ i
u = Ja 5T Ja[r(s).v(s) q(s).u(s)lds.

Luego u € D(Ao) y Au = v, QED.

4.62. Sea A, el operador definido de la siguiente manera:

D(A;) = {u € D(A) : u(b-0) = u'(b-0) = 0},
(1)

Alu = Au para todo u € D(Al).

Evidentemente D(Ao) - D(Al), Ay extiende a Ao y ambos son simétricos.

PROPOSICION. dim D(Al)/D(AO) = 1.

DEMOSTRACION. Sean gi(x), i=1,2, polinomios que verifican:

{ g, (a+0) = 1 , {gz(a+0) = g,(b-0) = g} (b-0) = 0

H

’

gj(a+0) = g (b-0) = g} (b-0) = 0 gy(a+0) = 1
Como elementos de ¥ supondremos que gi(b) := 0, i=1,2, y por construc-
cién resulta (gi)ab'= 0, i=1,2. Ademas

g = Brp8y * By S D(AND(A)).
Por otra parte si u € D(Al) entonces (u)Ba = 0. Como (g)Ba = 0 sigue

enseguida que existe c tal que u - cg € D(Ao), y por lo tanto

D(A)) = D(A)) + [g] , QED.
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COROLARIO. A =

4.63. PROPOSICION. dim [D(A) / D(AD] = 2.

DEMOSTRACION. Sean hi’ i=1,2, polinomios tales que

K

Iy (a+0) = hj(a+0) = h (b-0) = 0 h,(a+0) = h}(a+0) = h}(b-0) = 0

fl

I
—d

hi(b—O) 1 ‘ hz(b—O)

Definiendo h, (b) =(h)) ,» i=1,2, resulta h, € D(A) \ D(A;); ademds los
h; son linealmente independientes médulo D(Al). Por otra parte dado

u € D(A) existen c, ¥y ¢, tales que u-c;h;-c,h, € (A, QED.
Sigue entonces que A = A y asi el
TEOREMA. A = A%,

4.7. EL CASO CLASICO: ap = o, = 0. Este caso puede considerarse como la

situacidn limite lograda haciendo @, = o, = e —0. Es mds simple repe-

tir los razonamientos contenidos en 4.1 - 4.6 para obtener los resulta-
dos correspondientes:

~ s

b .
sea H = Lz([a,b]; r) con lo que Huﬂg = I |u(x)|2r(x)dx; y sea

a
D(T) = { u : u,u' € ACloc(a,b),u' unif. continua en (a,b),Tu € H‘}-

Definimos
[ D(A): = {u €0(T) & (wy, =0 = CIPH }

< (1)
[ Asu := Tu si a <x <b.

Tendremos entonces el siguiente

TEOREMA. AS e€s un operador autoadjunto y semiacotado inferiormente en H.
Obsérvese que la demostracidn de la simetria de T sobre DT dada en 3.1
puede repetirse cuando T es reémplazado por As'y DT por D(AS).

La constancia de W(x) - p(x) se prueba como en 1.3.

Para esto puede utilizarse el siguiente:

LEMA. Sea %¥-= P(x).W, P(x) e Lioc(a,b), WO arbitrario. Entonces exis-

te una Gnica solucidén W(x) absolutamente continua sobre intervalos
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compactos tal que W(xo) = WO y %%(x) = P{x).W(x) c. d. x:
X
- J pP(t)dt

W(x) = W, .e %5

Este es un caso particular de un resultado muy general que demostrare-
mos mas adelante.

4.71. Como D(As] contiene las funciones dos veces continuamente diferen-

ciables en [a,b] que satisfacen las condiciones de contorno sabemos del
capitulo precedente que existe una sucesidén de autovalores reales sim-

ples de A_: A, < A, < ... tales que la familia de autofunciones (normali

zadas) correspondientes es una base ortonormal para H. Tenemos entcnces
el siguiente resultado (cf. 0.7 f£.f.) que es consecuencia inmediata del

teorema espectral para operadores autoadjuntos:
TEOREMA. E1 espectro de As es puramente discreto y los autovalores son

simples, reales, y se acumulan en + =. Las autofunciones normalizadas for

man una base para H.
>

4.72. H puede interpretarse como un subespacio de #. Precisamente, es

isomorfo al de las funciones con u(b) = 0. Andlogamente, AS puede pen-

sarse como un operador con dominio D(AS) CHCJ¥ tal que R(AS) C H;

En esta situacidén el nuevo operador AS no es autoadjunto pero si cerrado.

~

4,73. Sea ASl el operador obtenido de AS por restriccidn del dominio a

(1) D(A ) = {ue’ﬂAJ : u(b-0) = u'(b-0) = o}
y ASO el obtenido por restriccidn a
(2) D(ASO) = { u € D(AS) : u(a+0)¥u'(a+0) = u(b-0) = u'(b-0) = 0}-

Como en 4.62 obtenemos

(3) ' dim (D(A_,) / D(A_))) = 1,
y también que

(4) dim (D(A)) / D(A_)) = 1.

(En efecto, definamos hl(x) y hz(x) asi:
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! hy (b-0)=1 hz(b—0)=h2(a+0)=hé(a+0)=0

| h](b-0)=h, (a+0)<h!(a+0)=0 ; h) (b-0)=1

-

Sea h = 822h1+821h2. Entonce; h € D(A)) \D(Asl))IDCAS)=D(ASI)+[hJ.)

Luego |

(5) dim (D(A)) / D(A_)) = 2

TEOREMA. Entre los dominios del operador autoadjunto AS Yy el operador

cerrado ASO (cf. 4.61) existe la siguiente relacidn:

dim (D(AS) / D(ASO)) = 2

4.8. DESARROLLO EN AUTOFUNCIONES. ‘Recurriéndo ahora al lema 0.% y ob-
servando que en €l los operadores A Yy B estdn en situacidn semejante a

los operadores AS Y A, concluimos que o(A) es’ puramente discreto. Reunien-

do resultados y utilizando, por ejemplo, el teorema espectral, obtenemos

la siguiente proposicién Cuya verificacién dejamos al lector.

TEOREMA. El1 espectro de A consiste de una sucesién no acotada de auto-

valores reales con un Gnico punto de acumulacién en + «:

Ap <A, <Ay < ot e,

Ademds cada autovalor es simple. Puede elegirse un sistema de autofun-
reales {wi} tal que Awi = Aiwi para todo i y

-] b N
- d
u kzl 0y Iau(x)wk(x) u

para toda u € ¥ en el sentido de la convergencia fuerte en ¥,

4.81. El siguiente teorema aporta informacidn adicional respecto de la
relacidn que establece el teorema 4.8.

TEOREMA. Si v € H = LZ((a,b);r) y ¢k es la restriccidén de " al inter-

valo abierto (a,b), se verifica: '

I oy [0
(1) v = @, . vy rdx
k=1 k Ja k
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(2) (W don © %

o
I
Il e~18

k=1

En ambos casos las series son fuertemente convergentes en H. Ademis

(3)

Il ~18

2 1
()2 = 5TET -
Kot k7 ab (b)
DEMOSTRACION. Si v € H definimos

v(x), a <x<b,

u(x) =
0 , x=5>, ;

entonces (1) sigue del Teorema 4.8. Por otra parte si

0 , a<x<b,

u(x) =
1 R x =Db s
entonces
u(@) = § e, (P, (b) = T ¢, CIPI(P )y,
k=1 k=1
pues ¢, es autovector de A. Luego: .

0 = Lim Ju-T(o)qpP(0) 9y fyc -

h->o

. 2 b mn 2
= 1lim { p(b)” . [ ) ¢k(x)(wk)ab] rdx +
a k=1

n-—+c

n . 2 2\
FpM) - ] (o), - P(D)] }
de donde resultan (2) y (3), QED.

4.82. Nétese que (2) y (3) de 4.81 aseguran que no hay desarrollo Gni-

co para ningin elemento de H. El sistema {Gj} no es ortogonal en

L*((a,b) ;1) .

EJERCICIO. Demostrar la simplicidad de los autovalores afirmada en el
T.4.8 (sug. cf. 4.3(1) y 4.5(1)). '

N.B. Las series -como en (2)- que convergen en media a 0 y cuyos coefi-

cientes no son todos nulos, se denominan series nulas.

REFERENCIAS. (111, [10].
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CAPITULO S

SOLUCIONES REALES, CEROS Y EFECTOS EN LA SOLUCION POR ALTERACION DE LOS
COEFICIENTES EN ECUACIONES DE SEGUNDO ORDEN

~

5.0. Consideremos la ecuacidn diferencial

(1) KU () - 6()ulx)
siendo X(x),G(x) funciones reales: K(x) € C([A,B]l), K(x) > 0 para todo

0, -©o <« A< x <B < +w

\ 1 N . 2 )
x € [A,B]; G(x) € L ([A,B]). Tenemos de esta manera una ecuacidn "'casi

diferencial" dado qué G(x) & Ll([A,B]). u se dird solucién de (1) si
ella es absolutamente continua, si la funcidén a(x) = K(x).u'(x) (c.d.)

es absolutamente continua y u satisface (1) casi doquier.

K(x)u'(x) _
K(x)

=:m(x) una funcién continua que coincide con u'(x) c.d. y puede ser

Como se pide que Ku' '"sea" absolutamente continua, resulta

tomada como representante de su clase; su primitiva serd u(x).

Resulta entonces u(x) derivable en todo punto y m(x) = %% .

De esta manera podemos asecgurar que si u(x) es solucidén de la ecuacidén

du . . . . .
(1), u' = dx €X1ste en todo punto y es una funcidn continua. Indique-

. . . . 1 .
mos siguiendo la notacidén de Neumark, u[ . K(x)u', u[2J =

%E(K“'(X)) - G(x)u(x), (cf. 7.1).

Llamaremos Wronskiano casi diferencial a:

Uy u | Y1 Yy
(2) W(ul,uz) = = K(x). = K W(ul,uz)
[1] (1] *
L] 1
u, u, !ul u,
Resulta entonces: W(x) % 0 si y s6lo si W(x) % 0.
Observemos ademias que u es solucidn de (1) si y sbdlo si u[Z] = 0.

5.1. Tambiér para estas ecuaciones casi diferenciales vale -como opor -
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tunamente veremos- un teorema de condiciones iniciales donde se asegu-
ra la existencig y unicidad de la solucidn en [A,B] dados u(xo) y

u[lj(xo), X € [A,B]. Nétese que aqui solamente se pide K(x) continua

- . 1 . .
Yy no como en capitulos anteriores p(x) € C . Demostraremos también el
siguiente teorema (cf. 7.21, 7.22):

i) W(u,,u,) con u. solucién de (1), i =1,2
1272 i

»Z, Se anula en un punto si

lo hace idénticamente, y en este y s6lo en este caso u, y u, son li-

nealmente dependientes;

ii) toda solucidn de (1) es combinacién lineal de dos soluciones 1i-
nealmente independientes.

Si suponemos que u(a) = 0, u(b) = 0 siendo [a,bl] € [A,B] sigue que
u'(x) = 0 para algin x € (a,b). De aqui resulta que si u tiene infini-
tos ceros en [A,B], u' también tendrddinfinitos ceros en [A,B]; por lo
tanto existird C € (A,B) tal que u(C) = 0 y u*'(C) = 0; pero entonces

ull](C) = 0 y esto implica el siguiente resultado.

TEOREMA. Sea u(x) una solucidén de la ecuacién casi diferencial (1). S1
u tiene infinitos ceros en [A,B] es necesariamente u = 0.

Dicho de otra forma: soluciones no-triviales de la ecuacidn (1) se a-
nulan s6lamente un nimero finito de veces en [A,B].

5.11. Demostraremos a continuacién el primer teorema de Sturm. Notese

que en este capitulo consideramos solamente soluciones reales de la
ecuacién (1).

TEOREMA. Los ceros de soluciones linealmente independientes de la e-

cuacidén (1) se separan mutuamente. Es decir, si u,, u, son soluciones 1i-

1’ 72

nealmente independientes de (1) y a,b son ceros consecutivos de u,

(a < b), entonces existe C € (a,b) tal que uz(C) = 0, vy necesariamente
C #a, C #b.

DEMOSTRACION. Si u; y u, son linealmente independientes, como ul(a) =0
el wronskiano casi-diferencial es igual a —K(a)ui(a)uz(a) y es no nulo.

0 sea, uz(a) # 0. Andlogamente uz(b) # 0.

u
Supongamos que uz(x) # 0 para tode x € [a,b]. Como ai(a) = 0, —(b) =0
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y uju, - usuy W(ul,llz) o )
()= 5 = 3 , debe existir C € (a,b) tal que
u,
2 u, K.u2
u
(l‘)'(C) = 0. Pero entonces W(C) = 0. Esto implica que u; no es 1i-

)

ncalmente independiente de u contradiccidn. QED.

2’

5.2. TEOREMA. Consideremos las ecuaciones:
d H _ [ = . d ' - =
a;(K(x)u ) Gltx)u 0; ETE(K(x)u ) Gz(x)u 0,

A

sicndo AG = G1 - 62 >0 c.d. (y 0 < J AG dx < »); entonces las solu-
B

ciones de la segunda ecuacidn oscilan mds rapidamente que las solu-

ciones de la primera.

Sean u,,u, soluciones de la primera y segunda ecuacidn respectivamen-

te. Si u, tiene varios ceros en {A,B] decir que u, oscila mids répida-

mente que Uy significa que u, tiene al menos un cero estrictamente en-
trc dos ceros consecutivos de u, (entendemos que u, y u, son solucio-

nes no triviales).

DEMOSTRACION. Sean Xy5X, dos ceros consecutivos de u, y supongamos

ul(x) > 0, uz(x) > 0, para todo x € (xl,xz). Por ser:

d
(2) HE}K(uiuz - ulué)J = (G, - 6,)uu,
"resulta:
X
(3) ul[”.u2 - uz[”ul 2 .
X
1
4 XZ
= Wix) - Wix,) = JX AG.u u,dx >0 .

1

Pero X > 0, ul(xl) = 0, ul(xz) =0y u, > 0 en (xl,xz) implican

1], (1] ) ‘ o <
u, (xz) <0y uy (xl) = 0; por lo tanto: (Kuiuz)(xz) 0,

(Kuiuz)(xl) = 0. De esto sigue una contradiccidn (cf. (3)). QED.
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5.21. NOTAS.
1) En realidad hemos probado que entre dos ceros consecu-
*2
tivos de Ut Xy, Xy, hay un cero de u, si j AG dx > 0, AG = 0 c.d.
X.
i
en (xl,xz), permaneciendo K invariable.

du
2) E1 hecho que ui = ail en todo punto juega un papel

importante.
En efecto, concluimos que (ul[l].uz)(xz) = K(xz),uz(xz).ui(xz) <0

pues seguramente ui(xz) existe y esgli(xz) < 0.

5.22. Consideremos ahora el caso en que K y G varian simultineamente:

b

sean las ecuaciones

[2] _ 4 _ . [2] _ d _
(N u, = EE(Klui) - Glul =0 ;U = a;(Kzué) - qu2 = 0,
siendo G1 = G2 + AG , K1 = K2 + AK con AG > 0, AK > 0, K2 > 0.

Tenemos ahora

d _d _
ax(Kjujuy) = ax(Kqupdu, + K ujul = Giuju, + Kjujujg

d 1 — 4 1 1
ax (Kpupup) = Gyuju, + Koujuy

i T rrmnaie s i

sy s,

A

WG h

luego

(2)

Sl——(K u'u, - K.u'tu = AG.u,u, + AK.u'u!
dx 717172 27271

172 172 >

expresidon que difiere de 1la que aparece en el Teorema anterior (cf.

5.2(2)) en el

término AK u'u!

1Yp5 Para evitar esto consideraremos:

é_(EL (K,utu, - K. ulu,)) = EL[AG uu, + AK.ulu!l]l +
. dx u2 17172 27271 u2 R ) R )
ulu, - u'u
172 271 ' _ '
* 2 (Kjuju, - Kyuju,)
2
2 2
u.u'u! u; u!
_ 2 2 17172 1 2 _
= AG.ul + Kl(ul) 2K, —-a;-— + K, 5
u
2
u.,u!
_ 2 (N 2 v . 1722
AG.up + AK.(u])” + K,. (u} u, )7

Hemos obtenido entonces 1la igualdad de Picone: si u2=# 0
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U

u,ul’;2
2 . 2 172
- ' _ ' 1 = ; 3 VK. ! 4 ' - s
; (I\lulu2 kzuzul)) A(.ul + LK (ul) + hZ[ul u, ]

Q-IQ-
5

(3)

Por lo tanto, si a,b son ceros consecutivos de u,, siendo ul(x) > 0

1

para todo x € (a,b) y si también suponemos uz(x) > 0 para todo x €

(a,b): '

b
(4) | 8Guj dx + | 8K (uD? dx + J K, [u] -
‘< a

b
u

_ 1 ' _ '
‘E;(Kluluz Kouyuy

u

y entonces si uz(a) + 0 # uz(b): ai—(Klu‘u - Kzu'ul) 0 pues el

172 2

a

primer miembro lo es. Pero ul(b) = 0 = ul(a), contradiccidn.

TEOREMA. Si en la ecuacidén 5.0 (1) K y G disminuyen de manera que las

hipdétesis hechas sobre ellas se mantienen: K1 = K2 + AK con AK > O,

G, =G

1 . * AG con AG > 0, entonces aumenta la oscilacién de las solu-

ciones en el sentido que estrictamente entre dos ceros consecutivos de

una solucidn no trivial de ufz] = 0 hay al menos un cers de cada solu-

(2]
2

cidn no trivial de u = 0.

DEMOSTRACION. Sean a,b dos ceros consecutivos de u por lo observa-

1’
do anteriormente sdlo falta considerar el caso en que, por ejemplo,

uz(a) = 0, ya que ahora no podemos usar sin mids la igualdad de Picone.

Pero si x ——a resulta que
ul(x) ui(a)
_—
uz(xi ué(a) >0

pues los ceros de las soluciones son simples (cf.5.1). El segundo

miembro de (4) tiende a
ui]( )
—ta). 1im (K,u'u
\]
UZJ >a 17172

Y nuevamente tenemos contradiccién. QED.

! =
Kzuzul 0.

5.23. NOTA. Ura observacidén andloga 2 ia Nota 1 de 5.21 es aplicable
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en este caso para ascgurar la existencia de un cero de u, entre dos

4

consecutivos, a,b, de u

@]

Si suponemos K, & K,, G, & G .d. en [a,bl,

1’ 2° 1 2
el miembro izquierdo de 5.22(4), que es igual a
b b (b u'u u.,uly2
(1) 0G.uldx + | Ak u'ldx + | K, |12 L2} ax
1 J 1 2 u
a ] a a 2

es positivo si AG > 0 en un conjunto de medida positiva de (a,b). Si

esto no ocurre, bastari que K1 > K2 en un conjunto de medida positiva

de todo subintervalo de [a,b] para asegurar que (1) es positivo. En
efecto, si asi no fuera

de donde seguiria ui = 0 en la,b] y por lo tanto ul(x) = ul(a} = 0.

Finalmente, si G, = G, c.dy K, = K, en un intervalo [o,B] C [a,bl],

entonces u, ¥ u, son en [a,B] soluciones de la misma ecuacidn, por.

1o que (1) = 0 sdlo si u, y u, son linealmente dependientes en [a,B].

5.3. TEOREMAS DE COMPARACION.

Consideremos los sistemas:

( ' (
& (Ku') - Gu =0 4 (Ku) - Gu=0
(1) + u(a) = a, (1I1) u(a) = a,
u'(a) = ai- u'(a) = aé

I
™
)
AN
~
N
(o

con Iail + Jal] #0, i

Asumiremos las siguientes hipdtesis sobre las ecuaciones y las condi-
ciones iniciales:

ECUACIONES
(1) G, real € Ll K, > 0 continua, i = 1,2.

2) No se verifican simultineamente X, = X,, G, = 6. c.d. en

algtn subintervalo de [a,b].

3) En ningln subintervalo de [a,b] es admisible para ambas

ecuaciones la solucidn u = cte # 0.

CONDICIONES INICIALES ‘
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K, (i)a! K, (a)a!

C(1 Ctz

3

(C1) {a £ 0 = oa,
[ 2

Ky € satisfacen las reclacioncs siguicntes: Kl 2> Kz, Gi > 62 c.d..

La hipdtesis (E) ascgura la validez del Tcorema 5. 2, ecs decir, cl au-

mento de oscilacién de las soluciones, pues clla implica que £,235(1)

€s positiva.

En efecto, sea uy solucifén no trivial de 5.22(1). Si 5.23(1) fuera cero

entonces Gl = G2 c.d. en (a,b). De (E) 2) seguiria entonces Kl > Kz

en (xl,xz) C (a,b), y por lo tanto ui = 0 al1i. O sea, u, = cte en ese

solucidn no trivial, u, # 0 en (xl,x,}, Luego

LS

intervalo por ser u,
Gl = 0 c.d. alli. Por lo tanto G2 = 0 en casi todo punte de {xl,xz).

Pero en esta situacidn (II) admitiria una solucién constante no trivial
en e¢se subintervalo, contradiciendo (E) 3).

TEOREMA. (PRIMER TEOREMA DE COMPARACION) ., Sea u, solucidn del sistema
(D) vy u, solucidn del sistema (II); entonces u, tiene por lo menos tan-

tos ceros en (a,b] como u

|» Supuestas las hipétesis (8} y (LI). Mas
alin, si numeramos los cercs de u, en (a,bl, Xy € Xy <Xy < uun, Y
los de U, , xi < xé < Xé < ..., se tiene que para todo k paraz el cual

existe x, : x! < x..
= k k k

~

DEMOSTRACION. Por lo probado anteriormente sabemos que u, tiene un cero

2
entre dos ceros consecutivos de u,; por lo tanto basta sélo probar que
u, tienc un cero entre a y X - Si ay = ul(a) = 0 e¢sto es cierto, a me-

nos que u, no se vuelva a anular en (a,b].

4

Supongamos entonces oy # 0; si u, 7 0 en [a,xl}, la férmula de Picone

da lugar a:

m ' A = uy (
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X X X
1 7 1 9 ! uiu2 u i, 2

= AG uldx + | AK u!“dx + K, ( ) dx = B

1 1 2 u

a a a 2

sicndo B > 0 pues valen las hipbtesis (E). Mis atin, esto mismo vale

cualquiera sea a;, siu, # 0 cn (a,xl), como se¢ ve aplicando (1)

a la + €,X;) ¥ pasando al limite.

Por otra parte:

2 X
u K,u! K,ul -1 K,u! K.u!
-2 1 171 272 272 171
A= (g - D | =2 2@ - Al <o
a 1 2 1
1 _ a A
por la hipdtesis (CI), contradiccidn. QFED.

5.31. TEOREMA. (SEGUNDO TEOREMA DE COMPARACION). Bajo las mismas hip6-

tesis (E) y (CI), si u,(b) # 0y u;, u, tienen el mismo ntmero de ceros
en (a,b) entonces ul(b) # 0 y se verifica:

Kl(b) ui(b) Kz(b) ué(b)
e a(6) . T, 0B

L

DEMOSTRACION., i) Tomemos X; = b en 5.3(1) y supongamos u, # 0, u, 90

1 2
en (a,b); entonces del primer teorcma de comparacidn sigue que ui(b) # 0,
Ademds B > 0, :

. Kl(b) ui(b) K, (b) ué(b) ‘ -
Si no fuera ul(b) > uz(b) , seria A = 0, absurdo.

1i) Supongamos que U, u, tengan exactamente n ceros en (a,b); enton-

Ces: a < X! < x, < x! < x_, < ... < x' < X < b.
1 1 2 2 n n

El argumento utilizado en la demostracidn de i) puede repetirse ahora,

aplicando 5.3(1) al intervalo (xn,b) Y queda asi probada la validez

de (1).  QED.

5.4. LAS FUNCIONES CARACTERISTICAS Y SUS CEROS. TEOREMA DE OSCILACION
DE STURM. E1 objetivo perscguido en este parrafo es demostrar un teo-

rema que posibilita indicar las autofunciones de un problema de Sturm-

Liouville para la ecuacidn ~l-(p(x)u')' - (q(x) - NMu =0, a <x <p,

T(X)

con un subindice que es igual al namero de ceros de la misma en el in-.

\
'

b
i
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tervalo (a,b). El resultado que sigue cs muy general pues permite que
tanto las condiciones de contorno como los coeficientes de la ecuacidn

diferencial dependan del parametro (espectral) i.

Dado el problema de contorno
/ :
$ (KO, (1)) - Glx,u(x) = 0, a < x <b,

lu*(x)u(a) - a(M)u' (a)
BF(Mu(b) + B(A)u'(b)

0,
0,

se llamard@ valor caracteristico del problema, a tcdo A para el cual hay

una solucidn no trivial u. Dicha solucién se dirad funcidn caracteris-

tica correspondiente a A, (cf.1.1 a 1.21).

TECREMA. Sea la ecuacidn diferencial

(1) gE(K(X,K)u'(X)) - G(x,\Nu(x) = 0
donde
(1) "® < a < b < 4o, -w < A1 < A< A2 < 4o,

(i1) K(x,A) es real y continua en fa,bl] .x (AI’AZ) y existen dos cons-
tantes L y M tales que para todo (x,A): 0 < L < K(x,A) < M < +o,

(iii) G(x,r) € Ll([a,b]) para todo A y G(x,A) es real y continua en A
para todo x € [a,b].

Supoengamos ademds que valen las siguientes hipdtesis (Hz) y (E) sobre
G(x,A)y K(x,2).
(H,) lim G(x,A) = -» para todo x € [a,b],

AN

2 .

donde el limite es mondtono en casi todo x a partir de un momento en
adelante.
(E) Si Ay < Ay (Ai € (Al,Az), i =1,2) entonces K(x,ll) > K(x,kz),
G(x,xl) = G(x,xz) c.d. y no se verifican simultineamente en algln sub-
intervalo: K(X,Al) = K(X,A?), Gx,kl) = G(X,Az) c.d., mientras que en

ningtn subintervalo es admisible la solucidn u

cte # 0 para las dos
eécuaciones obtenidas de (1) reemplazando por kl y Az. (*)

(*) Puede suponerse, sin pérdida de generalidad, que las hipGtesis sobre

Ky G valen en un intervaio {a - e€,b + ¢l, € > 0.

o0
J
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Supongamos también que valen las hipdtesis (CI) y (CC) sobre las condi- .
ciones de contorno:

(CI) a(A) y o*(X) son funciones reales continuas tales que

(2) la (M) ]+ la®(X) | # 0 para todo A
y «(A) = 0, o bien a(X) # 0 para todo X y en este Gltimo caso la fun-
cidn: '
*
(3) K(a&%%? () decrece en sentido lato cuando X crece de A, a A,.

(CC) B(A) y B*(A) son funciones reales continuas de A € (Al’Az)’ no

simult@neamente nulas y tales que B = 0, o bien B(X) # 0 para todo A,
*
siendo en este caso K(bé%1§ () decreciente en sentido amplio.

Entonces el problema de valores de contorno:

(4) Cal;(Ku') - Gu = 0, a*u(a) - au'(a) = 0, B*u(b) + gu'(b) = 0

posee infinitos valores caracteristicos en (AI,AZ): Ao < Ay o< Az <
Si u, es funcibén caracteristica correspondiente a Xi, i=0,1,2,...,
entonces u, tiene en (a,b) exactamente i + s ceros, (teorema de oscila-

cién de Sturm), donde s es un entero = 0 que depende del sistema. Estos

son todos los valores caracteristicos en (Al’Az)’

DEMOSTRACION. 1) Comenzaremos aceptando la siguiente proposicidn: Sea

u = u(x,X) la solucidn real de (1) que satisface las condiciones ini-
ciales: u(a) = a(A), u'(a) = a*{(1). Entonces u(x,A) es continua en (x,A)

lo mismo que u' = u;(x,k).

La demostraci6n de este resultado seguiri sin mayor esfuerzo cuando se
pruebe la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones casi dife-

renciales que satisfacen condiciones iniciales dadas, {cf.7.2).

1i) Como u(h,X) = 0 implica u'(h,A) # 0 resulta que los ceros de u:

h = h(X) € [a,bl, son funciones continuas de A.

iii) Cada cero de u(x,)) en (a,b] decrece estrictamente con continui-

dad cuando X crece.

Esto sigue del primer teorema de comparacidn (5.3). En efecto, los sis-
temas
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[%;(K(x,ll)u') - G(x,A)u = 0, (K, A )u") - G(x,A)u = 0,
(I) u(a,kl) = a(Al), (I1) u(a,Kz) = a(lz),
' (a,r) = a*(r;), lu'(a»Az) = a%*(2,),
se encuentran, cuando Al < Xz, en la misma situacidén que (I) y (II)
del teorema 5.3. '
iv) Andlogamente se prueba que (cf.5.31) si u(b,Az)’i 0, vy u; = u(x,kl)

y u, = u(x,Az) tienen el mismo nimero de ceros en (a,b) entonces
ul(b) = u(b,kl) # 0 y vale

K(b,2;).u" (b,4)) K(b,x,) .u' (b,1,)
u(b, 1)) u(b,A,)

v) Veamos ahora que el nimero de ceros de u(x,A) en (a,b) aumenta sin

limite cuando A - A2. (*)

PROPOSICION 1. Sea r entero positivo. Si ‘A esti suficientemente proéximo

a AZ entonces el sistema (82):

fda

_—(K( ,)\)U') - G(X,A)u =0 3
(82) dx X

u(a) = a(A) , u'{a) = a*(1),

tiene por 1o menos r ceros en (a,b).

DEMOSTRACION. Comparemos (52) con el sistema:

( 2
e e
(5)) X2 (b-a)
lu(a) =1, u'(a) = 0 .
Pongamos: K, = M, K, =K, G = 1[...1, G, = G.

Sea u; una solucidn de (Sl). u, tiene r parejas de ceros consecutivos

en (a,b).

Sea u, = u(x,)) solucidn de (SZ) Yy X, X, una de las parejas menciona-

das. El segundo término de 5.3(1) para el intervalo (xl,xz) es positivo

(*) Sin pérdida de generalidad puede, cuando sea necesario, suponerse
que las hipdtesis sobre K v G se verifican en un intervalo

[a - e,b + e], € > 0.




AR &b

Si X esta bastante prdéximo a A2 (Cf'(HZ))°

Luego u(x,X) no puede ser # 0 en (xl,xz) para escs valores del paridme-

tro A. O sea, si X es suficientemente grande, u(x,\) tiene r ceros al
menos en (a,b), QED.

vi) Veamos para que valores de A el sistema (4) es compatible, es decir,
existe solucidn # 0.

PROPOSICION 2. E1 sistema (4) tiene infinitos nGmeros caracteristicos
si B = 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que u(x,X) es una solucidén de (Sz) con m (=0)
ceros en (a,b). Si A - A2 el ntmero de ceros en (a,b) puede hacerse

tan grande como se quiera. Como los ceros se desplazan continuamente
hacia la izquierda cuando X crece, de la Gnica manera en que su nGme-
ro puede aumentar (ya que el primer teorema de comparacidn asegura que

su nimero en (a,bl no decrece) es que para un primer A: A = Mo, un

cero del sistema se instale en x = b. Esto se ve usando la continuidad
de u(x,A), y la de u'(x,X); en efecto, con ellas se demuestra que si

u(b,ko) # 0, el nGmero de ceros no varia en un entorno de AO. Entonces -
u(x,u) tiene en (a,b), m+1 ceros si 0 < py - Moo < €. Asi encontramos

una sucesion:

W< ...

<
H H m+j

ees <
m m+1 H

mt+j-1

»

tal que toda solucidn u(x,A) de (Sz) tiene m + j ceros en (a,b) si

=2 A > y estos son nimeros caracteristicos para el caso

Mo 3 m+j-1°
B

= 0.

vii) En nuestra situacidn vale el segundo teorema de comparacidn 5.31,

pues se verifican las hipdtesis (E) y (CI). Entonces, si u € (um,um+1)

la solucidén u(x,u) de (82) tendrd m + 1 ceros en (a,b), y para esos va-
lores de u la cantidad

K(b,u) u'(b,u)
TEWD (u(b,u) * 0)

decrecerd estrictamente de +» a - al pasar u de M_oau

m+1

Supongamos B(A) ¥ 0. Como
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K{b,un).B*(u)
B (W)

crece en sentido amplio, existe exactamente un A € (um,um+l) tal que:

. K(b,A).u' (b,)) _ _ K(b,A).8%(})
(5) GRS = B0

0 sea, u'(b,A).B(A) + u(b,).B*(X) = 0

Tenemos entonces la siguiente:

PROPOSICION 3. Si B # 0 existe en cada intervalo (um+j—l’um+j) un y

s6lo un valor caracteristico Am La funcidén caracteristica u L. o=

+3° +3

= u(x,lm+j) posee exactamente m+j ceros en (a,b). Estas soluciones es-

tdn univocamente determinadas salvo por un factor constante.

viii) Sea ahora m el menor entero no negativo para el cual existe Mo

Los argumentos utilizados en vii) también permiten mostrar que al de-

K(b,2) u'(b,A) crece de -« a un limite B < +», Por
u(b,A)

crecer A de n,oa Ay,

otra parte como sdlo sabemos que -K(b,A) B*(X) / B()A) crece en sentido

amplio de Ay a M, No podemos asegurar que exista A = Xm verificando

(5), aunque si existiera seria fGnico.

Concluimos entonces que numerando los valores caracteristicos en senti-
do creciente y partiendo de cero resultard que al j-&simo le correspon-
derd una funcidén caracteristica con j+m ceros en (a,b) para todo j, o
bien con j+m+1 ceros en (a,b) para todo j. QED.

5.41. E1 teorema demostrado deja sin respuesta a dos cuestiones impor-
tantes:

1) é¢Cuando m = 07

2) 8im=0 jes cierto o mno que existe A, < u ?

EJERCICIO. Demostrar que si j - « entonces Aj > A

2

5.42. E1 caso clidsico de Sturm-Liouville queda cubierto por el siguien-
te teorema.

TECREMA. Si ademds de las hipdtesis del teorema 5.3 se verifica unifor-

memente en [a,b]:
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(H)) lim G(x,A) = +® ,
A*Al

entonces m = 0 y existe AO < Mo

DEMOSTRACION. Consideremos los sistemas diferenciales
f4

0 & (KGMu) - Glx,A)u = 0,

u(a) = a(2) ; u'(a) = a*(A),

(11) d () -1u=o, |
u(a) = a: = La(l); u'(a) = a': = K(a,l)a*(1),

donde 0 < L < K(x,X) para todo (x,A) y A <1 < M

T = T(X) se define por LT: = inf G(x,A).
X

De (Hl) sigue que podemos suponer 1 tan préxima a A1 de manera que si

A <1, T > 0.

La funcidn siguiente es solucidn de (II):

(M . u, (x) = a cosh /T (x-a) + ol senh /T (x-a)
vYT

Supongamos en primer lugar que a(A) ¥ 0. De (Hl) sigue que para A bas-

tante préximo a Al’ uz(x) # 0 en [a,bl. Por otra parte tenemos

Q

' * 1 . * by
(2) L.g= = K(e, DL < x(a, 033,

L

es decir, se satisfacen las hipbétesis del primer teorema de compara-
cidén 5.3 entre los sistemas (I) y (II). Por lo tanto u(x,)A) es distin-

ta de 0 en (a,b]l. En consecuencia m = 0. Como u(x,A) y uz(x) tienen el

mismo nimero de ceros en (a,b) y es aplicable el segundo teorema de
comparacidén, resulta

. , ul (b)
(3) K(b,A) % > 1 éﬁ

: u, (b)
. . 2 .
Como A » A, implica T(X) » = y esto a su vez que uz(b tiende a +wx,

concluimos que el miembro izquierdo de (3) tiende a +». Luego existe

A,. Supongamos ahora a(A) = 0. De la misma manera se ve que u(x,A) sdlo

se anula en x = a y nuevamente m = 0. También el mismo argumento prece-

dente prueba que existe Ao } QED.



COROLARIO. Si K(x,A) y G(x,A) verifican las hipdtesis (i), (ii), (iii)
del teorema 5.4, (HZ), (E), (CI) y (CC) del mismo teorema Yy (Hl) del
teorema 5.42 entonces el problema de contorno

(5) $ (Ku') - Gu = 0, a*u(a) - ou'(a) = 0, R*u(b) + Bu'(b) = 0
posee infinitos autovalores en (AI,AZ):

(6) Ay < Ay

Estos son todos y Ay A2 cuando n - «~, 3Si Uy es la funcidn caracte-

< A, <
Ay

ristica correspondiente a Aj entonces uy posee j ceros en (a,b), j = 0,

5.43 N.B. Es fundamental para la validez del corolario que valgan las
alternativas:

1) a(r) 0 o bien a(A) # 0 para todo A,

2y 8(x) 0 o bien B(A) # 0 para todc A.

En efecto, si B(A) se anulara en Ao sin ser idénticamente nula, aun

1t

siendo o y o* constantes y estrictamente decreciente la funcidn

K(b,A) B*(X) / B(X) a uno y otro lado de Ao, puede ocurrir que dos au-

tofunciones tengan el mismo ntmero de ceros en (a,b), (cf. 42 REF.).

5.44. TEOREMA. El problema de contorno definido por (1) y (2):

(1) y" - (q-2)y = 0 , o < a <x <b < +,
(2) a'.u{a). - a.u'(a) = 0, B'.u(b) + B.u'(b) = 0,
donde a, a', B y B' son constantes reales, |a| + |a'| > 0, |B|+ |B'| > O,

. - 1 . Ly .
Yy q(x) es una funcidn de L (a,b), posee infinitos valores caracteris-
ticos en (-, +x):

(3) Ag € Ap < A, < cee

Estos son todos los valores caracteristicos del problema.
Ademis Aj'+ +o y la funcidn caracteristica uy asociada a Aj tiene exac-

tamente j ceros en {(a,b).

DEMOSTRACION. Este problema satisface las hipbétesis del teorema 5.4

con Ay = -=, A, = +o. Para probar el teorema bastard exhibir una solu-

cidn u satisfaciendo las condiciones de contorno en x = a sin ceros en
(a,bl y tal que u'(b) / uf(b) tienda a +e cuando ) - -, (cf. T.5.42).

93

R




En lugar de a y a' podcmos usar sen o y -cos o respectivamente, esta
vez con o € (0,7]. Con esta normalizacidn de las condiciones y A € C,
definimos ¢(x,A) como la solucidén de (1) tal que

(5) ¢(a,r) = sen a, ¢'(a,r) = -cos a.

. 2 . . . . . .y -
Sea s = 0 + it y s° = A. Valen las siguientes aproximaciones asintdti-

cas a ¢ y ¢', uniformemente en la,bl:

]
|t (x-a)
¢(x,2) = [cos s(x-a)] sen a + O [9——T§T——— si sen a # 0,
(6) 1 Csen s(x-a) e|ti(x—a)
¢ (x,r) = 5 ) cos a + O —~—T—T7—— si sen a = 0.
\ S
( f ]t](x—a)\
¢'(x,A) = -ssen s(x-a)] sen a + O le J, sen a # 0,
(7 4 oltl (x-2))
$'(x,A) = -[cos s(x-a)] cos a + O ———TET——~J , sen o = 0,

Estas fdrmulas serdn demostradas mids adelante y pueden verse en [25].

Supongamos que sen a # 0 y que X < 0 con |A| suficientemente grande.
Entonces s = it y - h

cos s(x-a) = cosh t(x-a), |¢o(x,A)| = % |sen o cosh t(x-a).

Sea sen a = 0. Si |A| es suficientemente grande y X es negativo enton-
ces ¢'(x,x) no cambia de signo.
En ambos casos ¢(x,A) no se anula en (a,bl.

Las mismas aproximaciones asintdéticas permiten demostrar que vale

(8) ¢'(b,A) —— +o -
d)(b))\) A > - ’
y tenemos el teorema. QED.

REFERENCIAS. [18];

M. BOCHER, "Lecons sur les méthodes de Sturm", (1917); l25];

A. I. BENEDEK and R. PANZONE, 'On Sturm-Liouville problems with the
square-root of the eigenvalue parameter contained in the boundary
conditions'", Appendix I, Notas de Algebra y Andlisis N° 10, INMABB
(UNS - CONICET), (1981).
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CAPITULO 6

OPERADORES DIFERENCIALES DE ORDEN n: CONDICIONES DE CONTORNO, AUTOFUN-

CIONES, FUNCIONES ASOCIADAS, NUCLEO DE GREEN.

6. OPERADORES DIFERENCIALES CON COEFICIENTES DIFERENCIABLES. Sea 1(y)
la expresidon diferencial definida por:

() 1) =p )y™ +.vp )y, a<x<b , y=y,

donde pi(x) e C(la,bl) vy po(x) # 0 en [a,b]; n=>=1.

Una expresidn diferencial define un operador diferencial tan pronto co

mo se defina un dominio de la misma: {y(x)}. Si 1(y), cuando el dominio
de definicidn es C(™)((a,b]), es designada con Ll y con Lo cuando el
dominio de definicidn es D, = {y e(ﬁn);y(j)(a) = y(j)(b) =0 ,

j=20,1,...,n-1}, entonces L, DL, es decir, L, extiende a L.

1

Llamando L a 1 restringida al dominio:

D={yec™ U(y) =0, i=1,2,...,m

y donde las Uj definen condiciones de contorno lineales y homogéneas

(n-1) (n-1)
(2) IJi(y) = ai,oy(a) + .00+ & o1 = a) + Bi,OY(b) + ...+ Bi,n—ly (b)
entonces cbviamente L1 es una extensidon de L que a su vez es una ex-

C(n)

tensidn de L pues ODDO>D : L, DL DOL.. '
o o 1 o

Obsérvese que no s6lo no se ha restringido el orden de la ecuacidén sino

que tampoco se exige que los coeficientes sean reales. Sin embargo, pedi

remos para agilitar la presentacidén que los coeficientes de la ecuacién
sean suficientemente diferenciables.

6.1. El operador L serd descripto por la expresién diferencial y el

sistema de condiciones de contorno: L = (1,Uj), pues sobreentenderemos
que y € Cﬁo.Sea U(y) la matriz de orden m por n definida por (U(y))ij =

= Uij 1= Ui(yj) donde {yj} es un sistema de n soluciones linealmente

independientes de Ll(y) = 0. Siempre existe un tal sistema pues P, #0.

Mds adelante demostraremos un teorema de existencia y unicidad mids ge
neral que el necesitado aqui. Si ¢ designa un vector columna de n com-
nentes, U(y).c = 0 tiene tantas soluciones linealmente independientes ,

S ,como la diferencia del orden de la expresién diferencial y el ran-
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go de U(y): S = n-r, r = rango U(y). Sea y = } €Y+ Entonces de

Uj(y) =) ckUj(yk) = 0 se ve que el problema de contorno homogéneo

Ly = 0 tiene exactamente n-r soluciones linealmente independientes.
Asi:

m < n = siempre hay soluciones no triviales,

m = n = hay soluciones no triviales si y sélo si det U= 0,

m >n = m-r filas de U son linealmente dependientes de las restantes.

Como r < n este caso se reduce a uno de los dos casos ya discutidos.

Observemos que lo dicho no depende del sistema {y.}. En efecto, sea C
J

una matriz de orden n por n con det C # 0, y z; = ¥ Cijyj el nuevo sis
A ) ) ) . -
tema. De Uh(z Cijyj) =7 CijUh(yj) se vé que U(z) = U(y).C . En parti

cular tenemos: rango U(z) = rango U(y).

n .
6.2. Supongamos ahora que 1(y) = § pj(x)y(n'J)(x) verifica para todo
. 0
i: p. € C(n’l)([a,b]). Repetidas integraciones por partes muestran que:
- 1

(1 jb I'(y).z dx = | TA. (b) y3) () z(K) (b
a 0<j,ksn-1 Ik
j+k<n

(3) (7 (k) b U Ao
- Ajk(a)y\J (a)z (a)] + j y.1%¥(z)dx = tg Pn + J y.1*(z)dx
a a

donde

(2) 1%(2) = py-2) " (-ynt

(pi.z

b

il ~0

i=0

es la expresidn diferencial adjunta a 1.%£Pn es una funcional bilineal
en los vectores (columna) 2n-dimensionales:

£= [y(a),y' (@,....y ™ Vay,ym),...,y Dy

n= olz(a),z'(@),...,2® V@), zm), ..., 2™ by

N|O
Segin (1), P es una matriz (Pij) de la forma [6—+h]' Por otra parte co

mo j+k > n implica Akj(a) = Akj(b) = 0 , tanto M como N tienen ceros

debajo de la diagonal secundaria:
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(dependen de o
-~ [ 0
p = - -7 ‘ y por lo tanto
=] e e m e e m e e ew mem f. ________
t dependen _ -
'de b
.M
0 T 0
\ .
i i
= . M = - N. . M. c g
det P = det N . det i1 J;n-yﬂj=1 i,n-j+1
Como cada sumando de 1(y) de la forma Py y(n_h) contribuye a la forma

bilineal con

n~h b
. k-1 -(n-h-k — (k-1
(3) I nithy e g gy (D)
k=1 a
y puesto que cada elemento diagonal N o N aparece en la for

j,n-j+l1 %,n—j+1

ma con un factor y(k).E(h), k+h

= n-1, resulta que los elementos diago
nales mencionados provienen de la integracidn por pértes de

po(x) y(n)(x). De (3) vemos que entonces

Akh(b) = itpo(b) si k+h = n-1; Akh(a) = % po(a) si k+h = n-1 y por 1lo

tanto det P # 0.

Reemplazando b por x en (1) y derivando obtenemos, con Aij ect
4 1 z-yTF@ =0 § ALy P e 2@ ey
i+j<n J
0<i,j<n

(1) (o (4)) es conocida como la férmula de Lagrange.

PROPOSICION. La expresidén diferencial 1* esti univocamente "determina-
da por (4)".

5> tendriamos

DEMOSTRACION. En efecto, si hubiera dos: 1?, 1%

y(l?(z) - lg(z)) = (d/dx) (algo) para todo y,z € Cﬁﬂ Si el segundo miem
bro no es idénticamente cero debe contener un sumando de la forma
u(x)y(h)(x), u#0, h >0, para un cierto z fijo. Puesto que y € C(n),
disponemos de suficientes funciones como para mostrar que esto lleva

a una contradiccién. QED.

La unicidad de la adjunta como aplicacién de C(n) en C - garantizada

por la satisfaccién de (4) - implica que: (1*)* = 1; it + 1% = (1, + 1,0%;
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i A M AL k. ot i

(A 1)* = X 1%,
En particular, cuando

(5) 1) =p (X)y" + p, (X)y" + pz(xjy con p_ € Cz([a,bl), p, € ct Y

r, e c° , resulta

(6) 1*(2) = (p,2)" - (p,2)' + (P,2)

6.21. El prdximo objetivo es determinar condiciones de contorno adjun-
tas que determinen un subespacio D* de manera que el operador L* defi-
do por medio de 1* y D* verifique

(n (Ly,z) = (y,L*z).

Llamemos £ la matriz de orden m por 2n cuya j-ésima fila es:

%5,007 %m0 Bylo0e0By g

Supondremos que estas filas son linealmente independientes. En conse-

cuencia 1 < m < 2n. Designemos con Y a la matriz,de orden 2n por n,cu-
ya k-ésima columna es:

~

‘ (n-1) (n-1)
(2) [y, @),y @),y 1),y 2D (o))
Entonces £.Y = U(y) es justamente la matriz considerada en 6.1 si
las yj son soluciones linealmente independientes de Ll(y) = 0. Sea

y(x) € c(™ p y le estd asociado un vector columna definido por (2) que

llamaremos &. Entonces £ — L& define una aplicacién de E2n en Em, 1<m< 2n.

Si Ll(y) = 0 entonces las comﬁonentes de £ de indice mayor que n depen-

den linealmente dé las precedentes pues y = ) C;¥;» lo que permite des-

pejar las cj como funciones lineales en y(h)(a), h=20,1,...,n-1.

6.22. La interseccidn del espacio nulo de la aplicacidén definida por £
con el subespacio de dimensién n de las £ que provienen de elementos
del espacio nulo de L; es tal que a cada £ de esa interseccidn le co-

rre<ponde una y s6lo una solucién de Ly = 0. Simbélicamente:
N, N NLl = N..

6.23. Hasta ahora supusimos 1 <m < 2n y vimos que si L(y) = 0 tiene

soluciones no triviales bastan r < n condic¢iones de contorno para de-
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terminar n-r soluciones linealmente independientes, (cf.6.1). Sin em-
bargo si L depende de un pardmetro, por ejempio A, entonces las m con-
diciones no podrdn, en general, reducirse pues las r = r(A) necesarias

cambiaran en cada caso.

€.24. Sea ahora m < 2n. Podemos completar el sistema de condiciones de
contorno hasta tener Zn condiciones linealmente independientes. Es de-
cir, ampliamos £ de manera de obtener una matriz 2n por 2n de determi-

nante no nulo. Entonces de

t - — _ (n-1)
EPmn=1)P. & Ny , &= ly(a),...iy 1,

n = [z(a),...,z(n_l)(b)] resulta L& = [U, (y),...,U, (¥)] y

(1 P = fETMU (), . )P = (U (), BT R (T (), L] =
2n
= U, ) 0,,G),. LY E = L U)o E)

j=1
(Hemos utilizado paréntesis para vectores filas y corchetes para vec-
tores columnas).

Luego, si llamamos £* a la matriz no singular te=l.p (recordar que de-

terminante de P # 0) convendremos en escribir su fila j como
* * * &
aj,o""’aj,n-lfsj,O"'"Bj,n-l

DEFINICION. Las condiciones de contorno adjuntas a las Uj seran las Vk
donde Vk(z) = componente 2n-k+1 de £*[z(a),...] y precisamente, si ori

ginalmente j < m (< 2Zn), entonces elegimos las Vk que verifican
1 <k < 2n-m.

(n)

En este caso, si D* = {z; z € C ,Vj(z) =0, j=1,...,2n-m} entonces

y € D, z € D* implican (cf.(1) 6.2 y (1) 6.24):

b _ b
(2) (Ly,z) = j Ly.Z dx = j y.T¥(27 dx = (y,L*(2))
a a

6.25. EJEMPLO. Sea 1(y) = y" + p(X)y, U1 = y(a), U

5 y'(a). Completa-

mos condiciones de contorno con U3(y) = y(b), Ua(y)

I

y'(b). De 6.2 ob

tenemos 1%(z) = z" + pz. Ademds:
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