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El primer trabajo fue realizado por el Dr. Antonio Monteiro y expuesto, en 1966, en el
Instituto de Matemaética de la Universidad Nacional del Sur.

Los resultados aqui expuestos fueron utilizados posteriormente por diversos autores. Los
mismos se encontraban redactados muy sintéticamente en unas notas tomadas por la Lic.
Olga Rueda quien asisti6 a la exposicién de A. Monteiro.

Para facilitar la lectura de este trabajo, hemos incluido las demostraciones de otros resul-
tados inéditos de A. Monteiro obtenidos en 1966, que redactamos y publicamos en: Un-
published papers I, Notas de Légica Matemaética 40, INMABB-CONICET-UNS, (1996).

En segundo trabajo fue realizado antes de 1997, pero no encontramos los manuscritos.

Agradecemos al Lic. Ignacio D. Viglizzo la colaboracién en la redaccién y dactilografiado.

Dr. Luiz F. Monteiro
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Algebras de Lukasiewicz trivalentes
con un numero finito de generadores libres

Antonio Monteiro

Instituto de Matematica - Universidad Nacional del Sur - 1966
Bahia Blanca - Argentina !

1 Introduccion

Nos proponemos en esta nota determinar el dlgebra de Lukasiewicz trivalente L, con
un ntimero finito n de generadores libres y mostrar que el nimero de elementos de este
algebra estd dado por la férmula:

N(L,) =2*".3%"~".

La nocién de 4lgebra de Lukasiewicz (trivalente) introducida por Gr. Moisil [5], [6], [7]
(Ver A. Monteiro, [8], [10]) desempeiia en el cdlculo proposicional trivalente de Lukasiewicz
un papel andlogo al de las algebras de Boole en el célculo proposicional clésico. Si Ly,
es el conjunto de las férmulas (bien formadas) del célculo proposicional trivalente de
Lukasiewicz, cuyo alfabeto contiene n variables proposicionales g, g2, . - -, gn, €ntonces se
puede mostrar que el dlgebra de Lindenbaum de L, es el 4lgebra de Lukasiewicz L, con
un nimero n de generadores libres.

2 Algebras de Lukasiewicz trivalentes

La nocién de lgebra de Lukasiewicz trivalente introducida por Gr. Moisil, puede definirse
del siguiente modo: ( [10], [14])

Definicién 2.1 Un sistema (A,1,V,~, A, V) formado por :1°) un conjunto no vacio A;
2°) un elemento 1 € A; 3°) dos operaciones unarias V y ~ y dos operaciones binarias
AV, se dird un dlgebra de Lukasiewicz trivalente si se verifican los siguientes axiomas:

L) zA(zVy) =z
12) zA(yVz)=(zAz)V(zAy)
L3) ~~ax =2z

I4) ~(zAhy)=~zV~y

1Hemos incluido en la bibliografia algunos trabajos publicados después de 1966
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L5) sA~x =~z AVZ
L6) rVV ~z=1
L7) V(zAy)=Vz AVy

Usaremos muchas veces las expresiones 4lgebra o 4lgebra de Lukasiewicz en vez de algebra
de Lukasiewicz trivalente. Supondremos conocidas las reglas de cédlculo validas en estas
4lgebras (ver [5], [6], [9]).

Como la nocién de dlgebra de Lukasiewicz esta definida por medio de igualdades , sabemos

por un resultado de Garret Birkhoff [3], que existe y es unica (a menos de isomorfismos) el

4lgebra de Lukasiewicz L, con un conjunto de generadores libres G = {gi}icr de cardinal
dado a.

Vamos a estudiar las algebras L,, donde m es un numero natural > 1, esto es
G= {917927 s ag’n}'

Si L es un &lgebra de Lukasiewicz es bien conocido que el conjunto B(L) = {z € L:
Viz = z} es una subalgebra de L y mas precisamente B(L) es un algebra de Boole.

Consideremos el dlgebra de Lukasiewicz formada por el conjunto T= {0,¢,1} y las ope-
raciones ~, V, A, V, indicadas en las tablas siguientes: :

/\‘OC 1 V|0 c 1 :E|~:c|Vm
0(0 0O 00 ¢ 1 0] 1 0
cl0 ¢ c cle ¢ 1 c| c 1
110 ¢ 1 111 1 1 1] 0O 1

Luego el subconjunto B(T) = B = {0,1} de T es un algebra de Boole. Pongamos por
definicién: Az =~V ~ .

3 Homomorfismos

Para estudiar un 4lgebra es importante saber determinar sus imagenes homomorficas.

Definicién 3.1 Si A y A’ son dos dlgebras de Eukasiewicz, un homomorfismo de A en
A' es una aplicacion h de A en A’ que verifica las siguientes condiciones:

H1) h(z Ay) = h(x) A h(y)

H2) h(~ z) =~ h(z)

H3) h(Vz) = Vh(z)
De la férmula z Vy = ~ (~ zA ~ y) se deduce, utilizando H1 y H2 que: H4) h(z Vv y) =
h{z) V h(y).

De L6 se deduce: H5) h(1) = 1’ € A’. Siponemos () = ~ 1, entonces de H2 y H5 deducimos
que: HE) h(0) =0 € A'.

Sih: A — A es un homomorfismo suryectivo, entonces se dice que A’ es una imagen
homomoérfica de A. De las férmulas anteriores resulta inmediatamente que el conjunto
h(A) es una subalgebra de A’, que es una imagen homomorfica de A
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Definicién 3.2 5: A y A’ son dos dlgebras y h es un homomorfismo de A en A, lla-
maremos niucleo de h al conjunto Nuc (h) de todos los elementos a € A, tales que
h{a) =1 € A, esto es:

Nuc (h) ={z € A: h(z) =1} = B71(1).

Es facil ver que Nuc (h) tiene las siguientes propiedades:
N1) Nuc (h) es un filtro.

N2) Si z € Nuc (h), entonces Az € Nuc (h).

Definicién 3.3 Un filtro F de A que verifica la propiedad N2 se denomina un A-filtro.
Un A-filtro F es propio si F # A.

Recordemos ahora ciertos resultados que necesitaremos para resolver el problema plan-
teado (ver [9}, [12]).

Teorema 3.1 Si h es un homomorfismo de A en A', para que h(z) = h{y) es necesario
y suficiente que exista un elemento n € Nuc (h), tal guen Az =nAy.

Teorema 3.2 Si N es un A-filtro de A y ponemos z =y (méd. N) para indicar que
existe un elemento n € N, tal que n ANz = n Ay, entonces “ =" es una relacion de
equivalencia definida sobre A, compatible con las operaciones N\, V,~,V. Si|z| es la clase
de equivalencia que contiene al elemento x € A y si ponemos:

(1) =V |y| = |z Vyl; @) [z Ayl =z Ayl

(3) ~ [z| = |~ zl; (4) Vlz| = [Vz|; (5) 1" = 1]

entonces el sistema (A’ = A/=,1'V,~ V,A) donde A = A/= es el conjunto de todas las
clases de equivalencia (mdd. N ) y por las operaciones V,~,V, A definidas sobre A" del
modo indicado anteriormente, es un dlgebra de Lukasiewicz que recibe el nombre de algebra
cociente de A por N y que representaremos por la notacion A/N. La transformacion
h(a) = |a| es un homomorfismo (natural) de A sobre A', que tiene por nicleo a N.
Reciprocamente, toda imagen homomdrfica de A puede obtenerse de este modo ([9]).

Si X es un subconjunto de un algebra de Lukasiewicz L representaremos por SL(X) la
subalgebra (de Lukasiewicz) de L generada por X.

Lema 3.1 Si G es un conjunto de generadores del dlgebra de Eukasiewicz L, esto es
SL(G) = L y si h es un homomorfismo de A en un dlgebra de Lukasiewcz A', entonces
h(G) es un conjunto de generadores del dlgebra de Lukasiewcz h(A), esto es SL(h(G)) =
h(A).
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4 Filtros primos y A-filtros

A continuacién vamos a indicar, a fin de facilitar la lectura y comprension de estas notas,
algunos resultados de la teoria de reticulados y otros de A. Monteiro que fueron expuestos
en un Seminario de 1966 [11] y publicados en 1996, [12].

Vamos a representar con D(L) el conjunto de todos los A-filtros propios de un algebra de
Lukasiewicz L.

Proposicién 4.1 El conjunto ordenado (D(L),C) de los A-filtros propios de un dlgebra
de Lukasiewicz es inductivo superiormente.

A todo elemento méximo del conjunto ordenado (D(L),C) lo denominaremos A-filtro
maximal. Representaremos con M(L) el conjunto de todos los A-filtros maximales de L.

Teorema 4.1 Todo A-filtro propio es interseccidn de A-filtros mazimales.

Definicién 4.1 Diremos que un filtro P de L es primo si P # L y sila condicidn aVb € P
implica que a € P 6 b€ P.

Si A es un reticulado distributivo con primer y altimo elemento, con F(A) representaremos
el conjunto de todos los filtros propios de A. Entonces el conjunto ordenado (F(A),Q)
es inductivo superiormente. A los elementos maximales de este conjunto ordenado se los
denomina ultrafiltros. Representaremos con U(A) al conjunto de todos los ultrafiltros de
A. Sabemos que todo ultrafiltro es un filtro primo. Representemos por P(A) el conjunto
de todos los filtros primos de A y por p(A) el conjunto de todos los filtros primos minimales
de A, esto es el conjunto de los elementos minimales del conjunto ordenado (P(A), Q).
Por lo tanto P es un filtro primo minimal, si P es primo y si no existe ningtn filtro primo
que sea una parte propia de P.

Sea L un 4lgebra de Lukasiewicz. Si X C Lsea~ X ={z€ L:~ z€ X}y (X =L\X.
Si P € P(L) es bien conocido que ¢(P) = [ ~ P € P(L). La funcién ¢ se denomina
transformacién de Birula-Rasiowa, [1], [2], y verifica ¢(¢(P)) = P cualquiera que sea
PecP(L)ysi P,Q € P(L) entonces P C Q <= ¢(Q) C ¢(P).

Si X es un subconjunto de L, notaremos con F(X) el filtro generado por X en el reticulado
distributivo L.

Lema 4.1 Si R es un reticulado distributivo con primer (0) y dltimo elemento (1) y
X C R entonces el filtro generado por X en R es el conjunto:

F(X) = {y € R : existen elementos z;,%2, -,Zn € X tales que /\ zr <y}
k=1

Lema 4.2 Si X es un subconjunto de R que verifica: Six,y € X entoncesz Ay € X,

entonces F(X) ={y € R: existez € X talquez < y}. $i 0 ¢ X entonces F(X) es un
filtro propio , esto es F(X) # R.

Observacién 4.1 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz, X C B(L), notaremos por Fp (X)
el filiro de B(L) generado por el conjunto X. Es facil ver que Fp(X) = F(X)N B(L).
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Vamos a estudiar las relaciones entre los filtros primos de un 4lgebra de Lukasiewicz L y
los A-filtros maximales de L.

SiXCLseaVX={Vz:izeX}yAX={Az:z€ X)}).

Lema 4.3 Si X es un subconjunto de B(L) que verifica: (1) “Siz,y€ X = zAy € X,
entonces F(X) es un A-filtro.

Dem. Seay € F(X), entonces por la hipétesis (1) y el Lema 4.2, existe z € X tal que
z <y, luego z = Az < Ay. Entonces por el Lema 4.2, Ay € F(X). [ ]

Corolario 4.1 Si P € P(L) entonces F(AP), F(VP) son A-filtros de L.

Dem. Sean z,y € AP, luego x = Ap, y = Aq, donde p,q € P, luego z Ay = A(p A q)
y como pA g € P, tenemos que z Ay € AP. Luego por el Lema 4.3 F(AP) es un A-filtro
de L. Andlogamente se prueba que F(VP) es un A-filtro de L. |

Lema 4.4 La transformacion « : D(L) — F(B(L)), cualquiera que sea D € D(L),
definida por a(D) = D N B(L), es un isomorfismo de orden del conjunto ordenado
(D(L), <) en el conjunto ordenado (F(B(L)),C), y «~(Q) = F(Q), Q € F(B(L)).

Dem. Si D € D(L), es ficil probar que (D) € F(B(L)). Sean Dy, D, € D(L) tales
que D; C D,, entonces es claro que a(D) C a(D,).

Si D € D(L), entonces a(D) = DNB(L) € D y en consecuencia F(DNB(L)) C F(D) =
D.Sid € D entonces Ad € DN B(L) C F(D N B(L)) y como Ad < d tenemos que
d € F(DN B(L)). Acabamos asf de demostrar que : (1) F(D N B(L)) = D.

Sea ) € F(B(L)), entonces como @ verifica las condiciones del Lema 4.3 tenemos que
F(Q) € D(L), y por lo tanto a(F(Q)) = F(Q) N B(L). Como Q C B(L), entonces
Q = QnNB(L) C F(Q) NB(L). Siye F(Q)N B(L), entonces (1) y € F(Q) y (2)
y € B(L). De (1) resulta que existe z € Q tal que = < y. Luego teniendo en cuenta (2)
tenemos (3) Vx < Vy=y.Dez € Q, 2 < Vr y Vz € B(L) deducimos que (4) Vz € Q.
De (3) y (4) resulta y € Q. Acabamos de probar que a(F(Q)) = Q. Esto muestra que o
es una funcién suryectiva.

Sean Dy, D; € D(L) tales que a(D;) C a(D,), esto es D; N B(L) € Dy N B(L), luego
Dy = F(DyNB(L)) C F(D; "\ B(L)) = D,. Esto muestra que « es una funcién biyectiva
y que a(Q) = F(Q), Q € F(B(L)). | .

Lema 4.5 i P € P(L) y b€ B(L) N P entonces b € F(VP).

Dem. Como b € B(L) N P entonces b=Vbe VP C F(VP). [

Es facil probar que:
Lema 4.6 (a) Sib¢ P P(L) yb € B(L) entonces ~b € P.
(b) Si F es un filtro propio de L y b € F N B(L) entonces ~ b ¢ F.
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Lema 4.7 i P € P(L) entonces F(VP) € M(L) y F(VP) C P.

Dem.

1) F(VP)CP.
Probemos que (i) :VP C P. Sea t € VP, entonces t = Vp, donde p € P. Como
p < Vp=ty P es un filtro entonces ¢t € P. Como (ii) P es un filtro, entonces de
(i) y (ii) deducimos 1).

2) Por el Corolario 4.1, F(VP) es un A-filtro. Probemos que es un A-filtro maximal.
Supongamos que existe M € M(L) tal que: (1) F(VP) C M. Probemos que (2)
M ¢ P. De (1) resulta que existe un elemento m € L tal que (3) m € M\ F(VP),
entonces como M es un A-filtro de (3) deducimos que (4) Am € M. Como Am < m,
teniendo en cuenta (3) resulta (5) Am ¢ F(VP).

Si (6) M C P, entonces de (4) resulta, Am € P y entonces Am = VAm € VP,
luego Am € F(VP), lo que contradice (5).

De (2) resulta que existe z € L, tal que (7) 2 € M \ P, entonces (8) Az € M, (9)
Az ¢ P.

De (8) resulta teniendo en cuenta el Lema 4.6,(b) que (10) ~ Az ¢ M. De (9)
y el Lema 4.6, (a) ~ Az € P, luego ~ Az V ~ Az € VP, y entonces
~ Az € F(VP) C M, lo que contradice (10).

I

]
Si X es un subconjunto de un 4lgebra L designaremos con D(X) al A-filtro generado por
X v si D' es un A-filtro de L y x € L, designaremos con D(D',z) al A-filtro generado
por el conjunto D' U {z}. Es bien conocido que:

D(D',x)={yeL:V~zVyeD}

Lema 4.8 Todo filtro primo P de un dlgebra de Lukasiewicz L contiene un y sélo un
A-filtro mazimal.

Dem. Por el Lema 4.7 sabemos que existe un A-filtro maximal contenido en P, a saber
F(VP). Sean M, M' € M(L) talesque M C P, M' C Py M # M’'. Entonces existe
2z € M\ M oexiste z € M'\ M. Siz € M\ M entonces Az € M y Az ¢ M'. Como
M’ es un A-filtro maximal entonces L = D(M',Azx) = {y € L :~ Az Vy € M'}, luego
~ Az € L = D(M',Az), esto es ~ Az = ~ AzV ~ Az € M', y como M' C P tenemos
~ Az € P. Como Az € M C P, entonces Az € P y por el Lema 4.6(b), ~ Az ¢ P.
Contradiccién. Siz € M’\ M, tambien llegamos a una contradiccion. n

Lema 4.9 Si P € P(L) entonces F(VP) C ¢(P).

Dem. Supongamos que (1) F(VP) € o(P) = C ~ P, entonces existe (2) m € F(VP),
(3) m ¢ o(P).

De (2) deducimos (4) Am € F(VP) y como Am < m de (3) y (4) resulta (5) Am ¢ ¢(P).
Como L es un 4lgebra de Kleene sabemos que todo filtro primo P de L, es comparable
con ¢(P).

Si P C ¢(P), entonces como F(VP) C P, tenemos F(VP) C ¢(P), lo que contradice
(1). Entonces (6) ¢(P) C P.
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Como Am V ~ Am =1 € ¢(P) y ¢(P) es un filtro primo, entonces teniendo en
cuenta (5), tenemos ~ Am € ¢(P), y por (6) tenemos ~ Am € P, luego por (4)
0=AmA~Amc P.

Demostracion de L. Monteiro. Sea m € VP, entonces m = Vp, donde p € P. Como
~pVVp=1€ p(P)y ¢(P) es un filtro primo entonces ~ p € ¢(P) o Vp € ¢(P).
Si~pe€ @P) =0 ~ P, entonces ~ p ¢ ~ P. Esta contradiccién muestra que
m = Vp € ¢(P). Acabamos asi de probar que VP C ¢(P), luego F(VP) Cp(P). R

Lema 4.10 Si P € P(L) , P C ¢(P), y Va € P, entonces a € ¢(P).

Dem. Por hipétesis (1) P C o(P), y (2) Va € P. Supongamos que (3) a ¢ ¢(P), luego
a €~ P,estoes, (4) ~a € P. De (2) y (4), tenemos: a A ~a=Va A ~a € P, luego
a € P,y entonces por (1), a € ¢(P), contradiccién. |

Lema 4.11 Si P € P(L) entonces P € M(L) ¢ ¢(P) € M(L), esto es si P es un filtro
primo de L entonces P 6 ¢(P) es un A-filtro mazimal.

Dem. Sabemos que (i) ¢(P) C P o (ii) P C ¢(P). Supongamos que (i) p(P) C P.
Por el Lema 4.9, (1) F(VP) C ¢(P). Supongamos que F(VP) C ¢(P), entonces existe
(2) a € ¢(P) tal que (3) a ¢ F(VP). Si ~ Aa =V ~ a € P entonces por el Lema
45,(4) V ~ a € F(VP). De (1) y (4) deducimos que V ~ a € ¢(P). De (i) ¢(P) C
©(p(P)), entonces por el Lema 4.10 tenemos ~ a € ¢(P) C P, lo que contradice (2).
Como AaV ~ Aa =1¢€ P € P(L) y ~ Aa ¢ P, deducimos que Aa € P, y entonces
Ag = VAa € F(VP), luego como Aag < a, tenemos a € F(VP), lo que contradice
(3). Eutonces F(VP) = ¢(P). Vimos asi que si ¢(P) C P entonces F(VP) = ¢(P) es
el dnico A-filtro maximal contenido en P. Anélogamente si P C ¢(P) = @, entonces
©(Q) C ¢(P) = @, luego por lo visto precedentemente P = ¢o(Q) = F(VQ)e M(L). R

Corolario 4.2 M(L) C P(L), esto es todo A-filtro mdzimo de L es un filtro primo de
L.

Dem. Sea M un A-filtro maximal, entonces existe U € U(L) tal que (1) M C U. Como
U(L) C P(L), entonces U es un filtro primo y como ¢(U) es comparable con U, tenemos
necesariamente (2) ¢(U) C U. Luego por el Lema 4.11 ¢(U) es un A-filtro maximal,

y como por el Lema 4.8 existe un dnico A-filtro maximal contenido en U, tenemos que
M =p(U) e P(L). |

Los siguientes resultados son bien conocidos:

Lema 4.12 Si R es un reticulado distributivo con primer y dltimo elemento (0 y 1 res-
pectivamente), entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

a) U es un filtro mazimal de R.

b) Dado x ¢ U existe u € U tal que x Au = 0.

Lema 4.13 S5i R es un reticulado distributivo con primer y tltimo elemento (0 y 1 res-
pectivamente), entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

a) P es un filtro primo minimal de R.
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b) P =R\ I, donde I es un ideal mazimal de R.

y las condiciones siguientes son equivalentes:
¢) I es un ideal mazimal de R. d) Dadop & I existe g € I tal quepV ¢ = 1.

Lema 4.14 (I) p(L) C D(L); (II) p(L) = M(L). Esto es todo filtro primo minimal de
L es un A-filtro de L y el conjunto de los filtros primos minimales de L coincide con el
conjunto de todos A-filtros mazimales de L.

Dem.

(I) Sea P € p(L). Si0 € AP, esto es 0 = Ap donde p € P, luego p ¢ L\P =1
Entonces por el Lema 4.13 existe ¢ ¢ P tal que 1 =pV g, luego 1 = AlpVq) =
ApVAG=0VAg=Ag<gq,yporlotantog=1¢€P. Absurdo. Tenemos asi que
0 ¢ AP luego teniendo en cuenta el Corolario 4.1 y el Lema 4.2, tenemos que: (*)
F(AP) es un A-filtro propio de L. Probemos que P = F(AP). Sea p € P, como
Ap < py Ap € F(AP) entonces p € F(AP), luego P C F(AP). Supongamos
que P C F(AP), entonces existe un filtro P que verifica (1) z € F (AP), tal que
(2) = ¢ P. De (1) resulta que existe p € P tal que (3) Ap < z. De (2) v (3)
deducimos (4) Ap ¢ P, y como ApV ~ Ap =1 € P, tenemos que (5) ~ Ap € P.
Como Ap € F(AP) y P C F(AP), de (5) deducimos ~ Ap € F(AP), y entonces
0=Ap A ~ Ap € F(AP), lo que contradice (*).

(I1) a) Sea P € p(L) entonces por (I) P es un A-iltro. Supongamos que existe
M € M(L) tal que P C M, entonces existe (1) z € M tal que (2) = ¢ P. Entonces
(3) Az € M y (4) Az ¢ P. Como AzV ~ Az =1 € P, de (4) tenemos que
~ Ax € P, y entonces (5) ~ Az € M.
De (3) y (5): 0 = AzA ~ Az € M. Contradiccion.
b) Sea M € M(L) entonces por el Corolario 4.2, M € P(L). Si M ¢ p(L), entonces
existe (1) P € p(L) tal que (2) P C M. De (1) resulta por (II) a) que P € M(L),
lo que contradice (2).

Corolario 4.3 Todo filtro primo de un dlgebra de Lukasiewicz L contiene un tnico filtro
primo minimal de L.

Dem. Por el Lema 4.8 cada filtro primo contiene un y sélo un A-filtro maximal, y por
el Lema 4.14,(II) el conjunto de los A-filtros maximales de L coincide con el conjunto de
los filtros primos minimales de L. u

Lema 4.15 Si P € p(L) y P ¢ U(L) entonces existe un y sélo un P' € P(L) tal que
P C P, y mds precisamente P' = ¢(P).

Dem. Sea P € p(L) , sabemos que (1) ¢(P) C P 6 (2) P C ¢(P). Como ¢(P) € P(L)
y P es un filtro primo minimal la condicién (1) no se puede verificar. Sea U € U(L), tal
que @(P) C U, entonces ¢(U) C ¢(¢(P)) = P, luego como P es un filtro primo minimal
debemos tener que ¢(U) = P, luego U = ¢(P).
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Entonces ¢(P) es un ultrafiltro que contiene P. No puede ocurrir que ¢(P) = P, pues
por hipétesis P ¢ U(L), entonces :

P C ¢(P) y ¢(P) ultrafiltro.

Sea P' € P(L) tal que (3) P C P'. Vamos a demostrar que (4) P’ C U = ¢(P). En efecto
si P' ¢ U existe (5) p' € P’ tal que (6) p’' ¢ U. De (6) , ver Lema 4.12 , deducimos que
existe (7) u € U tal que (8) uAp' =0. Siu € P’ entonces 0 =uAp’ € P, y por lo tanto
P' = L, contradiccién. Como P' € P(L) entonces por el Lema 4.7:

(9) F(VP) e M(L) y (10) F(VP)C P,

Por el Lema 4.14, (I), p(L) = M(L), entonces (11) P € M(L). Por el Lema 4.8 sabemos
que cada filtro primo de un dlgebra de Lukasiewicz contiene un y sélo un A-filtro maximal,
entonces de (9), (10), (11) y (3), tenemos que: (12) F(VP') = P.

De (5) resulta (13) Vp' € VP' C F(VP') = P. Como P C ¢(P)=Uy P € M(L), por
el Lema 4.8 tenemos que P = F(VU) CU.

De (7) resulta (14) Vu € F(VU) = P,y de (8), (13) y (14): 0 = VO = V(uAp') =
Vu A Vp' € P, contradiccién. Entonces P/ C U = ¢(P).

Supongamos que P’ C U = ¢(P), entonces tenemos P C P' C U, luego

P = o(U) C p(P') C ¢(P) = U.

De o(P') C U, deducimos que existe u € U tal que u ¢ @(P’). Sabemos que P’y
¢(P') son comparables. Supongamos que P’ C ¢(P’). Como u A ~ u < u entonces:
(i) ~u A Vu=uA ~u¢g o) Deu ¢ p(P') deducimos ~ u € P’ y como
Vu € F(VU) =P C P/, entonces ~u A Vu € P’ C ¢(P') lo que contradice (i).

Si (P") C P/, tambien llegamos a una contradiccién.

Entonces U = ¢(P) es el tinico filtro primo que contiene a P como parte propia. |

Corolario 4.4 Si P € p(L) y P ¢ U(L) entonces el dnico filtro propio F que contiene a
P como parte propia es F = ¢(P).

Dem. Sea F un filtro propio tal que: (1) P C F, y supongamos que F ¢ U(L),
entonces existe (2) U € U(L) tal que (3) F C U. De (1) y (3) tenemos: P C U, de donde
deducimos por el Lema 4.15 que U = ¢(P). Sea (4) z € U\ F.

Como F = ({P': P € P(L),F C P'}y=z¢F, entonces existe P' € P(L) tal que (5)
FCP y(6)z¢ P.De(4)y (6) tenemos P' # U = ¢o(P). De (1) y (2): (7) P C P
Entonces existe un filtro primo P’ diferente de ¢(P) que contiene P como parte propia,
lo que es imposible por el Lema 4.15. [

El siguiente resultado es bien conocido ([9])

Teorema 4.2 Si M es un A-filtro mazimal de A, entonces A/M es isomorfa a B o a T.
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5 Determinacién del algebra de Lukasiewicz L, con
n generadores libres

Es bien conocido que si L es un lgebra de Lukasiewicz, no trivial, entonces L es isomorfa
a una subélgebra de
I z/m

MeM(L)

vy que si el conjunto M(L) es finito entonces L =[] L/M. Vamos a demostrar que
MeM(L)

el conjunto M(L,) es finito de donde resultard que el conjunto de sus filtros primos es

finito, y sabemos que este conjunto determina L. Por el Teorema 4.2 si M € M(L,)

entonces L, /M = B 6 L,/M = T. Identificando 4lgebras isomorfas entonces Ly, /M =B

6 L,/M =T.

Sea M un A-filtro maximal de L,, y m el homomorfismo natural de L, sobre el algebra
cociente L, /M. Como G = {g1,g,---,9n} €s el conjunto de generadores libres de Ly,
entonces por el Lema 3.1, m(G) es un conjunto de generadores de Ln, /M. El homomor-
fismo m determina una aplicacién f de G en T, precisamente la restriccién, myg de m
al conjunto G, esto es f(g) = myc(g) = m{g), cualquiera que sea g € G. Luego como
L,/M =T 6 L,/M = B, entonces f : G — T. Pongamos por definicion: Y(M) = myg,
luego 9 : M(L,) — T¢. Reciprocamente, si f es una aplicacion de G en T, entonces
existe uno y sélo un homomorfismo hs de L, en T que prolonga f. Sea M = Nuc (hy).
Es claro que h; y f coinciden sobre G y por lo tanto la restriccion de hy al conjunto G
es una funcién de G en T que coincide con f, luego 9(Nuc (hy)) = f, lo que prueba que
la funcién 1 es suryectiva. Esto ya muestra que el conjunto M(L,) es finito, pero vamos
a probar que existe una correspondencia biunivoca entre los A-filtros maximales de L, y
las aplicaciones de G en T. En efecto, sean M; y M» dos A-filtros maximales de L, y
my i Ly, — Ly/Myymg: Ly — L, /M, los respectivos homomorfismos naturales. Sean
f1 vy fa2 las restricciones de m; y my ,respectivamente, al conjunto G, luego fi:G—=TT,
f2 :G— T.

Supongamos que (M) = (M) esto es que fi(g) = fa(g), cualquiera que sea g € G.
Luego, m1(g) = fi(g) = f2(g) = ma(g). La funcién f; = f» admite una tnica extension
a L, y como 1y y my son extensiones de f, entonces mq(z) = ma(z), cualquiera que sea
z € L,. Por lo tanto M; = M,.

Acabamos asi de probar que existen tantos A-filtros maximales como aplicaciones de G
en T. El ndmero de aplicaciones de G en T es 3" y por lo tanto existen 3" A-filtros
maximales distintos en L, esto es 3" filtros primos minimos distintos.

Determinemos el ntimero de A-filtros maximales M, tales que L,/M = B. En este caso,
el homomorfismo natural m aplica L, sobre B y por lo tanto la restriccién f de m a G
es una aplicaciéon de G en B= {0,1}.

El ntimero de tales aplicaciones es, evidentemente, 2": Veamos que el conjunto de estos
A-filtros maximales de L,, coincide con el conjunto de los ultrafiltros de L.

En efecto, sea M un A-filtro maximal de L, tal que (1) L,/M = By m: L, — B el
homomorfismo natural. Sea U un ultrafiltro tal que (2) M C U. En el Corolario 4.2
probamos que M = ¢ (U) luego ~ M = CU.

Sea S = MU ~ M = M UCU. Vamos a demostrar que S es una subdlgebra de L,, que
contiene a G. En efecto:
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(I) GC S. Sea g € G, si g € M entonces g € S. Si g ¢ M entonces por (1) m(g) =0y
por lo tanto m(~ g) =~ m(g) =1 luego ~ g € M y en consecuencia g e~ M C S.

(I} S es una subalgebra. Sea s € S luego s € M 6 s € ~ M. En el primer caso
~ s€~ M CS. En el segundo s =~ m donde m € M luego~ s=me M CS.

Sean s,t € S, luego podemos tener los siguientes casos (a) s,t € M, (b) s,t e~ My
(c)se M, te~ M.

(a) En este caso como M es un filtro, sAte M C S

(b s=~ my conmy € M yt=~ mgconmg € M, luego s A\t =~ (m;V mg)y como
M es un filtro, m; € M y m; < my V my tenemos que my; V my € M y por lo tanto
sSAtE~ M.

(c)t=~ mconme M, luego sANt=8sA~ m=~ (~ sVm). Comom € M,
m <~ sVmy M esun filtro tenemos que ~ sV m € M y en consecuencia s A\t €~ M.
Para demostrar que S es una subdlgebra sdlo nos falta demostrar que

(IIT) S verifica “Si s € S entonces Vs € S.”

Para ello vamos a demostrar en primer lugar que B(L,) N (U \ M) = (. En efecto si
existiera b € B(L,) N (U \ M) entonces (d) b € B(L), (e) b€ U y (f) b ¢ M. Sabemos que
si b es un elemento booleano de un dlgebra de Lukasiewicz, su complemento booleano es
precisamente ~ b (ver [4], [15]), luego de (d) resulta que (g) bV ~ b=1€ M. Por el
Corolario 4.2, M es un filtro primo de L, luego de (g) y (f) resulta que ~ b € M, luego
(h) b€~ M =CU. De (e) y (h) se concluye que 0 =~ bAb € U, absurdo.

De B(L,)N(U\ M) = 0 resulta que B(L,) C C(U\ M) =CUUM = S, y en consecuencia
se verifica (III).

Por lo tanto como S es una subdlgebra de L,, que contiene a los generadores de L,, tenemos
que S=L,,estoes MUCU = MU (U\ M)ULU y por lo tanto U\ M C M ULU, luego

U\M=U\M)nlMmMul)c(Mulu)ynl(mMulU) =0

De U\ M = ( resulta que U C M y como M C U tenemos finalmente que M = U y en
consecuencia M es un ultrafiltro.

Reciprocamente, si un ultrafiltro M es un A-filtro, entonces M es un un A-filtro maximal.
En efecto si M’ es un A-filtro tal que M C M’ C L, entonces M’ seria un filtro propio
que contiene a M como parte propia lo que contradice que M es un ultrafiltro. Probemos
en este caso que L,/M =B. Si L,/M =T, y m es el epimorfismo natural de L, — T,
entonces m~1(1) = M, y existe a € L, tal que m(a) = ¢. Ademas U = m~(c) es un
ultrafiltro de L, tal que U # M, luego M = m~1(1) C m~!(c) = U, absurdo. Por lo tanto
L,/M =B.

Luego existen 2", A-filtros maximales que son ultrafiltros y por lo tanto 3™ — 2" A-filtros
maximales que no son ultrafiltros.

Para cada A-filtro maximal M que no es ultrafiltro, L,,/M = T. Ademés hemos demostra-
do que cada A-filtro maximal M estd contenido propiamente en uno y sélo un ultrafiltro
U. Por lo tanto, el diagrama de Hasse del conjunto de todos los filtros primos de L, es el
siguiente:
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Y en consecuencia, L, es el producto cartesiano de las cadenas indicadas en el siguiente
diagrama de Hasse:

[1].]

. ~ . —
o~

De donde resulta finalmente
L, =B¥ x T %

N(L,) = 27" .38"-2"
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Algebras de Moisil trivalentes con un
numero finito de generadores libres

Anténio Monteiro
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1 Introduccion

La nocién de dlgebra de Lukasiewicz trivalente introducida por Gr. C. Moisil (2], [3], [5],
puede definirse del modo indicado en el trabajo anterior (Ver A. Monteiro, [6], {7], [8] ¥
[9).

Las &algebras de Lukasiewicz trivalentes con eje fueron introducidas por Gr. M. Moisil
[4]. De acuerdo con resultados indicados por L. Monteiro [10], un algebra de Lukasiewicz
L tiene eje si existe un elemento e € L, denominado eje de L, tal que (1) A e = Q,
(2) £ = (A z Ve) AV z, cualquiera que sea x € L. Si un élgebra de Lukasiewicz tiene

eje, el es unico [10]. A estas 4lgebras las denominaremos dlgebras de Moisil trivalentes o
algebras de Moisil.

Un 4lgebra de Lukasiewicz L se dice centrada si existe un elemento ¢ € L tal que ~ ¢ =c,
y ¢ se denomina centro del algebra. Sabemos que si un 4lgebra tiene centro el es unico
y que toda &lgebra de Lukasiewicz con centro c es un &algebra con eje y que el eje es
precisamente ¢. La nocién de dlgebra de Lukasiewicz centrada coincide con la nocién de
dlgebra de Post trivalente. Es claro que si A, A’ son &dlgebras de Moisil, e eseje de A y
h: A — A’ es un homomorfismo entonces h(e) es un eje de h(A). Para mas detalles sobre
la teoria de homomorfismos ver [7].

Consideremos el algebra de Lukasiewicz centrada formada por el conjunto T= {0,c,1}
indicada en el trabajo anterior. Vimos que el subconjunto B(T) =B = {0,1} de T es un
algebra de Boole.

Si X es un subconjunto de un élgebra de Lukasiewicz A, representaremos por SL(X) la
subédlgebra de Lukasiewicz de A generada por X, y si A es un 4lgebra con eje notaremos
con SM(X) la subélgebra de Moisil de A generada por X. Claramente si A es un 4lgebra
de Moisil y e su eje entonces, SM(X) = SL(X U {e}).

Representemos con M(A) el conjunto de todos los A-filtros maximales de un algebra de
Lukasiewicz A. El siguiente resultado es bien conocido ([7])

Teorema 1.1 §i D es un A-filtro mazimal del dlgebra de Lukasiewicz A, entonces A/M
es isomorfo a B o a T.

Como la nocién de dlgebra de Moisil se puede definir por medio de igualdades, sabemos
por un resultado de Garret Birkhoff [1], que existe y es tinica (a menos de isomorfismos)
el 4lgebra de Moisil M, con un conjunto de generadores libres G = {g;};c; de cardinal

2Trabajo realizado antes de 1977
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dado a.

Representemos con M, el 4lgebra de Moisil con un conjunto G = {g1,92,.--,9n) de
generadores libres.

2 Determinacién del algebra M,

Es bien conocido que si A es un dlgebra de Lukasiewicz, no trivial, entonces A es isomorfa
a una subélgebra de
Il o

DeM(L)
v que si el conjunto M(L) es finito entonces L= [] L/D.
DeM(L)
Por el Teorema 1.1 si D € M(M,) entonces M,/D = B 6 M,/D = T. Identificando
4lgebras isomorfas entonces M,/D =B 6 M, /D =T.

Sea Mi(M,) = {D € M(M,) : M,/D = B} y My(M,) = {D € M(M,) : M,/D =T}

Si D € M, (M,) sea m el homomorfismo natural de M,, sobre el dlgebra cociente M, /D.
El homomorfismo m determina una aplicacién f de G en B, precisamente la restriccion,
my; de m al conjunto G, esto es f(g) = mig(g) = m(g), cualquiera que sea g € G.
Pongamos por definicién: (D) = myg, luego 11 : M(M,) — BC. Reciprocamente, si f
es una aplicacién de G en B, entonces existe uno y sélo un homomorfismo hy de M, en
B que prolonga f. Como h(M,) = SL(hs(G)) y la tnica subalgebra de B es la propia
B entonces hs(M,) = B, esto es hy es un epimorfismo. Sea M = Nuc (hy). Es claro que
hsy f coinciden sobre G y por lo tanto la restriccién de Ay al conjunto G es una funcion
de G en B que coincide con f, luego 91 (Nuc (hf)) = £, lo que prueba que la funcién ¥
es suryectiva. Vamos a probar que ¥ es biunivoca. En efecto, sean Dy, Dy € My(M,,),
my: M, — M,/D1ymy: M, — M, /D- los respectivos homomorfismos naturales. Sean

f1 v f2 las restricciones de my y mg respectivamente, al conjunto G, luego f; : G — B,
fa:G— B.

Supongamos que ¥;(D1) = ¥1(Ds) esto es que fi(g) = f2(g), cualquiera que sea g € G.
Luego, m1(g) = f1(g) = f2(g) = ma(g). La funcién fi = f admite una Unica extensién a
M, y como my y my son extensiones de f, entonces ma(x) = ma(z), cualquiera que sea
z € M,,. Por lo tanto D, = Dj.

Acabamos asi de probar que el ndmero de elementos de M;(M,,) es igual al ntimero de
funciones de G en B, y sabemos que este niimero es igual a 2".

En forma aniloga si D € M(M,) y m es el homomorfismo natural de M,, sobre el
&lgebra cociente M, /D = T, entonces el homomorfismo m determina en este caso una
aplicacién f de G en T, precisamente la restriccion, mjq de m al conjunto G, esto es
f(g) = mic(g) = m(g), cualquiera que sea g € G. Poniendo por definicién: ¢»(D) =
myc,entonces ¥y : Ma(M,) — TC. Reciprocamente, si f es una aplicacién de G en T,
entonces existe uno y sélo un homomorfismo hy; de M, en T que prolonga f. Como
he(M,) = SM(hs(G)) = SL(hs(G) U {c}) y la tnica subélgebra de T que contiene al
centro de T es la propia T entonces hs(M,) = T. Del mismo modo que el anterior se
concluye que 1, establece una biyeccion entre M,(M,,) y el conjunto de todas las funciones
de G en T y sabemos que este conjunto tiene 3" elementos.
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Acabamos asf de probar que:
M, =B¥ x T*".

por lo tanto el ntimero, N(M,,) de elementos de M, es:

N(M,) = 22" 3"
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