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il A. Monteiro y L. Monteiro

Nota del redactor

Estas notas estan basadas, fundamentalmente, en el curso Algebras de Boole monddicas
que dictara en la Universidad Nacional del Sur, en diversas oportunidades, entre 1960 y
1973, el Dr. Antonio Monteiro.

Agradecemos la colaboracion en el dactilografiado vy correccidn de estas notas a los si-
guientes docentes del Departamento de Matemdtica de la Universidad Nacional del Sur:
Doctores Manuel Abad y Aldo V. Figallo, al Mg. Ignacio D. Viglizzo y a los Licenciados
Sonia Savini, Julio Sewald y Alicia Ziliani. En la versidn actual la colaboracidn del Lic.
Martin Figallo.

Los cursos que A. Monteiro dictara en la UNS, en particular el curso sobre Algebras
de Boole Monddicas, fucron de fundamental importancia para la realizacién de mi Tesis
Doctoral, [23], cuyo tema generaliza precisamente el de las Algebras de Boole monddicas.
Algunos de los resultados obtenidos en la misma permitieron mejorar algunas demostra-
clones de la teoria de las Algebras de Boole monddicas ue fueron incluidas en los cursos
que dictados por mi en la UN.S. entre 1973 y 1994.

Los capitulos sobre Algebras de Boole monddicas libres no formaban parte de los cur-
sos que ¢l Dr. Antonio Monteiro dictara en la U.N.S. En ¢l mismo incluimos resultados
obtenidos por: L. Monteiro en 1968, que fucron expuestos en un curso de A. Monteiro en
1973, y que solo fucron publicados en 1978, [24], por L. Monteiro, M. Abad, S. Savini y
J. Sewald en 1994, [2] ¢ 1. Viglizzo 1994, [35]. El capitulo sobre subalgebras monddicas,
conticne diversos resultados, que tampoco formaban parte de los cursos de A. Monteiro.

En ¢l capitulo 11 incluimos un resultado inédito de A. Monteiro. En ¢l desarrollo de
estas notas solo citarcmos algunos resultados de la teoria de las Algebras de Boole. Para
mayor mformacion se recomienda consultar, por ¢jemplo: L. Monteiro Algebras de Boole,
Informes Téenicos Internos 66 (1998), Instituto de Matemética, Universidad Nacional del
Sur. que contiene partes de diversos cursos ue ¢l Dr. A, Monteiro dictara en la U.N.S.,
cntre 1957 v 1975 ¥ que L. Monteiro también dictara cn la UN.S. entre 1974 y 1999.

Laos objetivos de la redaccion de estas y otras notas son:

1) Rendir un pequenio, pero sentido y merccido homenaje, a quien dejo una profunda
huella en la U.N.S.

2) Dejar a disposicidn de futuras generaciones los contenidos de los cursos de nuestro
quertdo macstro.
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Introduccién

El estudio de diversos calculos proposicionales (clasico, intuicionista, modal, etc.) da ori-
gen al estudio de ciertas estructuras algebraicas (4lgebras de Boole, de Heyting, de Lewsis,
etc.) que tienen tambien un gran interés en la Matematica. Es suficiente remarcar, por
ejemplo, que la teorfa de las dlgebras de Boole, de Heyting y de Lewis estan intimamente
relacionadas con la teoria de los espacios topoldgicos.

De un modo general podemos decir que durante este siglo se acentud la tendencia a estu-
diar diversos capitulos de la Légica, utilizando técnicas generales del Algebra, tendencia
que tiene su origen mas antigua en los trabajos de Boole y de sus contemporaneos. Por
otro lado la teorfa de los espacios topolédgicos tiene un rol muy importante en el estudio
de la Logica, despues de los trabajos de fundamentales de M. Stone, A. Tarski seguidos
de los de H. Rasiowa, R. Sikorski y otros autores.

Paul Halmos inicié el estudio de sistcmas algebraicos intimamente relacionados con el
caleulo funcional cldsico, a los que denomina dlgebras poliddicas.

Las dlgebras de Boole monddicas son una abstraccion del cdleulo de funciones proposi-
cionales de una variable.

(Extraida de: Algébres monadigues, A. Monteiro, Notas de Logica Matematica 7 (1974),
Instituto de Mateméatica, Universidad Nacional de Sur, Bahfa Blanca, Argentina)



Algebras de Boole Monadicas

1 Algebras de equivalencia

Definicién 1.1 Dados dos conjuntos no vacios E y E' diremos que E' es una 1magen de
E si existe una funcidén suryectiva f de E en E'.

Se plantea naturalmente el problema de determinar todas las imdgenes de un conjunto £
por medio de una construccién efectuada sobre E. Para ello consideremos una transtor-
macién f de E sobre E' y veamos cémo es posible reconstruir en E los elementos de E'.
Dado un elemento i de E’ consideremos el conjunto I; = f~1(2) = {x € E : f(x) = i}.
Obtenemos de este modo una familia {I;}icg/, que es una particion del conjunto E. esto
es, esta familia tiene las siguientes propiedades:

—

. I; # 0 cualquiera que sea t € E'.

. UL:E.

i€l

Q]

3. Sii,j€ E ei#jcntonces [NI; =0.
En cfecto:

1. SiI;, =0 (i; € E') entonces no existirfa ningin « € E tal que f(u) =1, y por lo
tanto la funcion f no scria surycctiva.

N\

Como I; C E para todo i € E’ entonces (1) U I, CE.

el

Probemos ahora que E C U I;. Scax € E, como f(x) € E'y w € Iy, entonces
el
€€ U I;, luego (i) E C U I;.
i€l e
De (i) e (ii) resulta que £ = U I

ich!
3. Sii,j€ E'ei+#j entonces [; N I; = 0.

Supongamos que I; N I; # B, esto es, que existe x € ;N I;. Luego x € I; y w € I,
lo cual significa que f(z) =14, f(z) = j y por consiguiente ¢ = j, absurdo.

Tenemos entonces que cada transformacién sobreyectiva f de E sobre £’ da origen a una
particién del conjunto E a la cual llamaremos particion inducida por la transformacion
f. Esto sugiere la idea de identificar las imdgenes de un conjunto con las particiones de
ese conjunto.

Sea P = {I;}ics una particién del conjunto E. Podemos suponer sin inconvenientes que
si 4, son dos elementos diferentes de J entonces I; # I;.

Sea E’ el conjunto cuyos elementos son los conjuntos de la particién y probemos que E’
es una imagen de E.

En efecto, dado un elemento x € E sea f(z) = I; € E’ el 1inico conjunto de la particion
P que contiene a = (la existencia y unicidad de este conjunto resultan de las propiedades
de la particién). Obtenemos asi una transformacién f de E sobre E' y es evidente que la
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particion inducida por f es la particion dada inicialmente visto que I; = F~UL).

Esto muestra que la determinacién de las imédgenes de un conjunto puede reducirse al
estudio de las particiones de ese conjunto.

Ahora bien, el estudio de las particiones de un conjunto se puede identificar con el estudio
de las relaciones de equivalencia sobre el conjunto dado.

En efecto si f es una transformaciéon de E sobre E' y P la particién correspondiente
cntonces la relacién de equivalencia ~ asociada a la particion se define en la siguiente
forma:

a~b siysblost f(a)= f(b)
la cual es evidentemente una relacion de equivalencia.
|

En resumen: la determinacion de las imdgenes de un conjunto X, el estudio de las par-
ticiones de X y el estudio de las rclaciones de equivalencia definidas sobre X, pueden
considerarse como tres aspectos de un mismo problema.

A continuacion estudiaremos las particiones. A cada uno de los conjuntos de una particion
le Namarcmos célula (clase) o célula de equivalencia (clase de equivalencia).

Sca P una particion de E y representemos por 3a la clase (univocamente determinada)
de la particién P que conticne al clemento g, entonces tenemos un operador 3 que a cada
punto de E hace corresponder una parte no vacia de E.

Vamos a extender este operador en forma natural a todas las partes de E del siguiente
maodo:

1. 30 = 0.

2. Si XN # @, entonces AN = U Ap.
peEN

3 se denomina operador de saturacion y se dice que ¢l conjunto 3X es el saturado del
conjunto X.
Desde ¢l punto de vista de la teorfa de relaciones de equivalendia s claro que 3X es la
familia de todos los puntos que son cquivalentes a algin punto del conjunto X.
Es claro que 3 es un operador definido sobre el dlgebra de Boole A = 2% Tenemos asi
un par (A, 3) tormado por el dlgebra de Boole A = 2" v por el operador 3 que a cada
X € A le hace corresponder 3X € A.
Indiquemos las propiedades mas importamtes del operador 3:
E0) 30 =0,
E1l) X C 3X, .

Como p € Tp, U {p} C U dp. Luego, X = U {p} C U Jp=3X.

PEX peX peEX peEX
E2) 3(XN3Y)=3XN3IY
i) (XNIY)CIAXNIY

Sea p € X NIY) entonces existe (1) z € X N3Y tal que (2) p ~ z. De (1)
resulta (3) = € X (4) z € 3Y; de (2) y (3) resulta (5) p € 3X y de (4) resulta
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(6) existe y € Y tal que T ~ y. De (6) y (2) se sigue que p ~ y(y € Y), esto es
(7) p€ Y. De (5) y (7) resulta p € IX NIY.

i) 3X N3y € (X NIY)
Sea p € 3X N3Y. Luego p € 3X, y por lo tanto (1) existe x € X tal que
7 ~ p. Andlogamente, como p € 3Y, (2) existe y € Y tal que p ~ y, de donde
resulta que existen r € X e y € Y tales que x ~ y. Por lo tanto (3) x € Jy.
De (1) y (3) resulta (4) z € X N 3Y. De (1) y (4) resulta que p € 3(X N IY)

De i) y ii) resulta E2.

Lema 1.1 3 es un operador completamente aditivo, esto es, si X = UX‘L' entonces
il
3x = J3x.
i€f

Dem.  Sip € X entonces existe 7 € I tal que p € X, luego 3p C 3X; C U 3X; vy por lo

el
tanto (i) 3X = U dp C UHX.,; )
peX il
Probemos ahora que (i) U 3X; C 3X.
iel
Sca p € UHXL-. Lucgo, existe un 7 € I tal que p € 3X;. Cowmo p € X, existe @, € X,

icl
tal que peN &y, csto es p € Fuy, pero de x; € X; € X resulta gque a; € X Luego,
p € d; C U Jr = 3X. Luego p € IX.

LEN
De (1) y (i) resulta 3X = U 34X, o

il

No indicaremos otras férmulas de cdleulo porque todas cllas (incluyendo la anterior) son
consecuenclas de las féormulas EO, E1 y E2.
En el dlgebra A = 2F estan definidas las operaciones N,U, — y 3. Es natural entonces
definir el concepto de subdlgebra de (A = 2%, 3).

Definicién 1.2 Una parte no vacia A’ de A = 2% se dice una subdlgebra del dlgebra
A, si A" es cerrada con respecto a N,U,—,3. Diremos también que A" es un dlgebra de
equivalencia. ‘

Se plantean naturalmente los dos problemas siguientes:

1. Dada el dlgebra A = 2F y un operador 3 definido sobre A que cumpla las condiciones
E0, E1 y E2, jexistird alguna particién del conjunto E tal que 3 sea el operador de
saturacién relativo a esa particién? La contestacién es afirmativa y serd demostrada
més adelante.

N

Supongamos que A es un algebra de Boole cualquiera en la cual estd definido un
operador 3 con las propiedades EO, E1 y E2, ;serd el sistema dado, (4,3) (al
cual lamaremos dlgebra de Boole monddica) representable isomérficamente por un
dlgebra de equivalencia, esto es, por una subélgebra del dlgebra indicada en el
primer problema? Nuevamente, la contestacién es afirmativa y serd demostrada
mas adelante.
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2 Algebras funcionales monadicas

Sea B un algebra de Boole y E un conjunto no vacio. Consideremos el conjunto A = B E
de todas las funciones definidas sobre F y que toman sus valores en B. Si algebrizamos
las funciones punto por punto, sabemos que A es un algebra de Boole. El primer elemento
de A es la funcién O definida por 0(z) = 0 para todo = € E, y el iltimo elemento de A es
la funcién 1 definida por 1(z) =1 para todo z € E.

Dada f € A queda determinado el siguiente subconjunto, de elementos de B, a saber el
rango de f: R(f) ={f(z):z € E}.

En cualquiera de los siguientes casos: (1) B completa, (2) E finito, (3) R(f) finito,
podemos afirmar que existe el supremo (infimo) del conjunto R(f), que notaremos 3f =

V@), (V= A fx)

zeL

Ejemplo 2.1 Sea E un conjunto con mas de un elemento. Consideremos la funcion
f: E — B, definida del siguiente modo: dado x, € E, f(t,) =k € Bysiz € X, = #
Xy, fx) =ky € B centonces 3f =k Vhy yVf =k Ak

Si f € Ay existe ¢l supremo (infimo) del conjunto R(f) entonces podemos considerar las
siguicntes funciones de E en B:

3Ny =3f vy (Vf)(z) =Vf, para todo = € E.
Observemos que dada la definicion precedente ambas funciones 3y V son constantes.

Definicion 2.1 Daremos ¢l nombre de dlgebra de Boole funcional monddica a toda sub-
dlgebra booleana S de A = BY que verifique:

M1) Para toda [ € S, caisten los clementos 3f y Vf,

M2) Si feS, entonces Af,Vf € 8.

El operador 3 (V) serd denomanado cuantificador funcional evistencial (wniversal).
Recordemos el siguicnte resultado:

Lema 2.1 Sea A un dlgebra de Boole y {a;}ie; C A:

1) Si caiste el \/ a; entonces tambien eviste el elemento N\ —a; y N\ —a, = — V aa,
€l i€l i€l i€l
2) Si caiste el N\ a; entonces tambien caiste el elemento \/ —a; y \ —a; = — N\ 0.

iel i€l i€l i€l

En la Definicion 2.1 no hace falta pedir que existan los elementos 3f y Vf, y que Af,Vf €

S.puesporcl el Lema 2.1: Af =\ f(e)=— A —fl@)=— AN (—f)z)=-V—fyen
n€l zeE rels

consecuencia (Ff)(x) = 3f = =V — f = =V(-f)(z) = (=V — f)(z). Abreviadamente se
suele escribir 4 = -V — .

Andlogamente Vf = —3— fyVf=—-d - f.

En otras palabras, si S es una subdlgebra booleana de A tal que para todo f € S existe
cl clemento 3f v ademds Af € S entonces también existe el elemento Vf v Vf € S. Es
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claro que la reciproca de esta afirmacién también es verdadera.

Sea C el subconjunto de A = BF de todas las funciones constantes. C es claramente
una subélgebra booleana de A. Ademas si f € C esto es f(z) = b € B para todo

r € E, entonces existe el elemento 3f = \/ f(z) y 3f = b. También existe el elemento
z€E
Vf= A f(z)yVf=0bporlotantosi feC, VfeC y Afe C.
reL

Lema 2.2 Si A es un dlgebra de Boole y {a;}ie; € A, en la cual existe el elemento \ a;,

i€l
y b € A, entonces tambien existe el elemento \/ (a; A b), y
iel
\/(ai Ab) = (\/ a;) N b.
i€l icl

Teorema 2.1 Si S es un dlgebra de Boole funcional monddica el operador 3 tiene las
propiedades siguientes:

E0) 30 =0.

El) f < 3f, cualquicra que sea f € S.

E2) 3(f A dy) =3Af Ay, cualquicra que scan f,g €S.

Dern.

E0) En cfecto, como 0(x) = 0 para todo 2 € E, entonces 30 = \/ ‘()(:1:) =0, y por lo
tanto (F0)(z) = 30 =0 = 0(x). e

E1) Resulta de la definicion de supremo. BEsto es f(x) <V fx) = 3f = (3f)(x),
luego f < 3f. et

E2) Como f, gy € S entonces existen los elementos de B, 3f, 3g.

A AI)() =ar. \ (F ATg)() = V (f=) A (D)g(x)) =

ek rely

\/ (f(z) A3g) = (por el Lema2.2)= (\/ f@) Andg=3f A3y =

rek el
3)(=) A (Fg)(=) = (3f AFg)(x),

y por lo tanto
3(fATyg)=3f AHy.

O
Observemos que si una funcién f € S es constante entonces es evidente que If = f.
Reciprocamente si f € S es tal que f = f, entonces ella es constante. En efecto como

(3f)(z) = ~\e/E f(z) =3f y f(z) = (3f)(z) entonces f es constante.

El concepto de &lgebra funcional monddica se presenta en légica en la teoria de la cuan-
tificacion.
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Sca E un conjunto no vacio de elementos llamados individuos, B un algebra de Boole
de proposiciones y f una funcidn proposicional; esto es, f es una funcién que a cada
individuo z le hace corresponder la proposicién f(z). Si ¢ se considera como una variable
libre sobre E, f no es una proposicién sino una forma proposicional, en cambio cuando
se considera un elemento fijo « € E tendremos la proposicién f(a) € B.

Ejemplo 2.2 Sea E el conjunto de los nimeros reales y B el congunto de las proposiciones
de las cuales se ocupa la teoria de los mimeros reales. Entonces © + 2 = 3 es una
forma proposicional, y si reemplazamos x por 1 tendremos 1+2 =3 que es una ProposicLon
verdadera, en cambio, si reemplazamos x por 2 tendremos 2+8 = 3 que es una PrOPOSLCION
falsa.

La proposicién f(z) se lec del siguiente modo: el individuo z tiene la propiedad f. Si
suponemos que el conjunto E tiene un ndmero finito de elementos ay, a9, ..., 4y, entonces
el elemento (f)(z) = f(a1) V flaz) V...V f(a,) indicard que a, tiene la propiedad
f, 6 que ay tiene la propiedad f, ..., 6 que a, tienc la propiedad f. Este enunciado
sucle indicarse de la siguiente forma: existe un = que tiene la propicdad f y por eso
suele escribirse Af = A, f(x) v se dice entonces que el operador I, es el cuantificador
existencial. En forma andloga ol elemento (Vf)(x) = f(ar) A fla2) A... A f(an) significa
que ay tiene la propicdad f, ay tiene la propiedad f, ...,y a, tienc la propicdad f, lo cual
sucle expresarse abreviadamente: cualquicra (ue sca @, x tiene la propiedad f, y por cso
sucle escribirse Vo, f(1) = V£, y se dice que ¢l operador V.. cs el cuantificador uniwversal.
Se prucha en ¢l estudio del cdleulo proposicional de primer orden de la 1ogica clasica que
las funciones proposicionales de una sola variable forman un dlgebra de Boole en la cual
¢l operador A ticne las propiedades EO, E1y E2.
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3 Algebras de Boole monadicas

3.1 Definicion

Los dos ejemplos concretos tratados anteriormente sugieren la siguiente:

Definicién 3.1 Daremos el nombre de dlgebra de Boole monddica al par (A,3) formado
por un dlgebra de Boole A y por un operador 3 que a cada elemento a € A hace corres-
ponder un elemento 3a € A en forma tal que se cumplan las siguientes condicrones:

E0) 30 = 0. .
El) a < Ja, cualquiera que sea a € A.

E2) 3(a A 3b) = Ja A b, cualesquiera que sean a.b € A.

Entre los diversos objetivos del estudio de las dlgebras de Boole monddicas, citaremos:
estudio de las reglas de cdlculo para el operador 3, sus rclaciones con las operaciones
booleanas, determinacion de sus imagenes homomorficas, estudio de las algebras coclentes.
Pero el objetivo principal es ¢l estudio de las relaciones (ue existen entre el concepto
abstracto que acabamos de definir y los ejemplos mds coneretos que dimos anteriormente
de dlgebras de equivalencia y de dlgebras funcionales. Para precisar esta idea indicaremos
la siguicnte:

Definicion 3.2 Dadas dos dlgebras de Boole monddicas (A, 3) y (A, 3) se dice que A’
es isomorfa a A si eviste una transformacidn biunivoca h de A sobre A" que cumpla las
condictones stquientes:

H1) h(a Ab) = h{a) A h(b),
H2) h{aVb) = h(a)V h(b),
H3) h(—a) = —h{a)

H4) h(3a) = 3h(a)

1y escribiremos A’ = A.

Se prueba inmediatamente que la relacién = es una relacién de equivalencia. Entonces da-
da un 4lgebra de Boole monddica A, el conjunto de todas las dlgebras de Boole monadicas
isomorfas a A forman una clase de equivalencia y todas esas édlgebras tienen las mismas
propiedades algebraicas, difiriendo solamente en la naturaleza de sus elementos, visto que
en virtud de las propiedades H1 a H4 todas las propiedades algebraicas de A se pueden
traducir en propiedades algebraicas de A’ y reciprocamente.
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Los problemas fundamentales que vamos a estudiar som:

1. Dada un &lgebra de Boole monddica abstracta A saber si existe algin dlgebra de
equivalencia isomorfa a A.

)

. Dada un 4lgebra de Boole mondadica abstracta A saber si existe algin algebra fun-
cional isomorfa a A.

Si las respuestas a los problemas 1 y 2 son afirmativas podremos decir que el concepto
de 4lgebra de Boole monadica es una formulacién abstracta adecuada de los conceptos de
Algebra de equivalencia y de dlgebra funcional.

3.2 Reglas de calculo

Demostraremos que las siguientes reglas de cdlculo son vélidas en un dlgebra de Boole
monadica.

E3) 31 =1.
En cfecto, como 31 € A entonces (i) 31 < 1y por la propicdad E1 sabemos que
(ii) 1 <31, lucgo de (i) ¢ (ii) resulta 31 = 1.

E4d) 3¢ = Fa.
En cfecto, de E2 vy ES resulta 33a = 3(1 A 3e) =31 A Ja =1 A Ja = Fa.

E5) Sia < b entonces da < 3b.

Como por hipétesis a < by sabemos por E1 que b < 3b, tenemos que a <0< 3bo
sca que o = a A g, luego por E2 resulta e = 3(a A 3b) = Ja A Jb y por lo tanto
Ja << 3b. :

Definicion 3.3 Se dice que un clemento a de un dlgebra de Boole monddica A ¢s invar-

ante, saturado o constante st 3o = a.
Al congunto de los elementos invariantes de A lo representaremos por K(A) o K.

EG) Sia.be I entonces a Ab € Iy,
Supongamos que 3o = a y 3b = b entonces por E2 tenemos I(a A 3b) = Ja A 3b,
lucgo 3(a Ab) =a Ab, es decir, a AN b € K.

E7) Si ¢ € K cntonces —a € K.

Sca Ju = a, lego 0 =30 =I(~aAa)=I(—aATa)=3F—aAJa=3F—ana Por
lo tanto,
—a=—-aV0=—-aV(3—-aAa)=(—aVI—a)A(-aVa)=T—aAl=T—ua.

Podemos en base a las reglas EG y E7 enunciar el siguiente:

Lema 3.1 El conjunto K de los invariantes de un dlgebra de Boole monddica A es una
subdlgebra del dlgebra de Boole A.
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E8) Sia,b € K entonces aVbe€ K.
Como a,b € K entonces por E7 tenemos —a, —b € K, luego por E6 —a A -be Ky
teniendo en cuenta nuevamente E7, —(—a A —b) € K estoesaVb e K.

b) = 3a v 3.

«cto, como a < aVbyb < aVbentonces por ES tenemos Ja < FaVvbd)y
3(a V b), luego (1) Ja Vv Ib < F(aVb). Por El sabemos que a < Ja y que
5, luego ¢V b < JaV 3by por ES se tiene que (1) 3(aVb) < 3I(3aVIb). Por
bemos que Ja y 3b son invariantes, luego por E8 resulta que Ja Vv 3b también es
ante y por lo tanto 3(Ja v 3b) = Ja V 3b, luego reemplazando en (1) tenemos
J(a v b) < Ja Vv Ib. De (i) e (ii) resulta I(a V b) = a vV Ib.

sdemos definir un algebra de Boole monddica del siguiente modo:

1 3.4 Daremos el nombre de dlgebra de Boole monddica al par (A,V) formado
ebra de Boole A y por un operador ¥V que a cada clemento o € A hace corres-
elemento Yu € A en forma tal que se cumplan las siguientes condiciones:

U0) v1 =1.

Ul) Vu < a, cualquicra que sea u € A.

U2) Y(aV Vb) = Va V Vb, cualesquicra que sean a,b € A.

Todos los lemas y teoremas duales a los dados se demuestran en forma dual.

Lema 3.2 Si en un dlgebra de Boole monddica A existen el supremo de un subconjunto

{aitier y el supremo del subconjunto {Jastier entonces: 3(\/ L) =\ Ju;
icl i€l

Dem.  Sea a = V a;, luego a; < a para todo 4 € I y por lo tanto como el operador

3 es mondtono t.enfllnos que: ¢; < Ja; < Ja para todo € . Por 1o tanto ¢ = V a; <
il
V Ju; < Jo y en consecuencia da < EI(\/ Eia,,i) < Ja luego Ja = Ei(\/ E!a,.i). Pero
! Jda; € K(A) paratodos € I y como ;;(e); hipétesis existe V Ju; entﬁxllces \ Ju; € K(A),
el i€l
Jluego Ja = \/ Ja, esto es: 3(\/ ai> =V Ja; : a
el i€l il

Corolario 3.1 En un dlgebra de Boole motiadica completa el operador 3 es completa-
mente aditivo esto es

3 (\/ a,.i> = \/(Hai).

il el
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4 Algebras de Boole monadicas y algebras de clau-
sura

Si (A, 3) es un dlgebra de Boole monadica vimos que se verifican las siguientes propieda-
des:

0) 30

@)

=0
1) a < 3a, cualquicra que sea a € A,

@)

C2) F3a = Fa, cualquiera que sea a € A,
C3) F(aV b) = Ja Vv 3b, cualesquiera que sean a,b € A.

Decfinicién 4.1 Al par (A,3) formado por un dlgebra de Boole A y un operador 3 que
a cada clemento a € A le hace corresponder un elemento 3a € A en forma tal que se
verifiquen las propiedades CO a C3 se dd el nombre de dlgebra de clausura o dlgebra de
Lewis.”

De acucrdo a la definicidn anterior toda dlgebra de Boole monadica es un dlgebra de
clausura, pero la reciproca no sicmpre cs verdadera. En cfecto counsideremos el dlgebra de
Boole cuyo diagrama se indica cen la Figura 4.1

1
d \(7 f
. [) «
0

Figura 4.1

y ¢l operador 3 definido del siguiente modo:

x 10lalblceldle|f]|1
dx|0je| flcl1leif]l

entonces os facil ver que 3 es un operador de clausura. Pero Jd no es un operador existen-
cial dado que HaAP) =3(aA f)=30=0yJaAnT=enf=c+#0.

Indicaremos a continuacion condiciones necesarias y suficientes para que un algebra de
clausura sea un dlgebra de Boole monddica y de ese modo podremos apreciar la particu-
larizacion que se obtiene al introducir el concepto de dlgebra de Boole monddica. A tal
clecto indicarcmos el siguiente:
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Teorema 4.1 En un dlgebra de clausura A las siguientes condiciones son equivalentes
1) 3(aA3b) =FaATb. (Paul Halmos, [9])
2) 3(—3a) = —Fa. (Chandler Davis, [7])
3) Sian3b=0 entonces Ja A3b=0. (Chandler Davis, [7])

Dem. Observemos en primer lugar que en un algebra de clausura, se verifica la
monotonia del operador I, es decir, si a < b entonces da < 3b. En efecto, como a < b
entonces b = V b, luego I(a V b) = 3b y por IV Ja V 3b = 3b, es decir, Ja < b.

1 = 2) Por hipétesis se verifica la propiedad 1 entonces A es un dlgebra de Boole monédica
y como sabemos que Ja es un invariante de A entonces lo mismo ocurre con —3a esto es

3(—3a) = —3a.

2 = 3) Sea a A 3b =0, esto es a < —3b luego por hipétesis Ja < I(—3Ib) = —Tb y por lo
tanto da A 3b < —3b A Fb =0, es decir, Ja A b = 0.

3 = 1) En primer lugar vamos a probar que si Ja = a entonces 3(—a) = —a. Como
0= —aAa=—aAda, luego por hipétesis 3 — a AJa =0, esto es Ja < —3 — a y como
por Il a < dJa entonces ¢ < —3d—a de donde 3 —a < —a < 3 — ¢, es decir, 3 — a = —a.

8i @ A 3b = O entonces por hipétesis Jo AT = 0y I(a A Fb) = 30 = 0, por lo tanto
A(a A 3b) = Ja A Tb.

Supongamos que a A 3b # 0, como a < Ja entonces a A 3b < Ja A 3b, luego Fa A Ib) <
3(Ja A 3b) y como en un dlgebra de clausura vale E6 entonces 3(Ja A 3b) = Ja A Ib y por
lo tante (i) 3(aA3b) < Ja A b

Como a = aAl = an(IbV —3b) = (aATb)V (aA—3b) entonces I = I(aAIb)VI{aA—-3b).

Como J(—3b) = —3b y F3e¢ = Ja entonces I(Fa A —3b) = JaA—Tby como a < Ja resulta
que a A —3b < Jda A —3b.

Luego 3o = 3(a A 3b) V I(a A —3b) < F(a ATb) V (Ja A —3b) y por lo tanto Fa A 3b <
(FanIb)V(Fan—-Tb))ATb = (F(aAITB)ATB)V (FaA—TbATE) = F(aATb) AT < A(anTb),
es decir, (i) Ja A 3b < I{a A Tb). De (i) e (ii) resulta 1. O

Observacion 4.1 Las dlgebras de clausura que verifican cualquiera de las condiciones 1,
2 ¢ 3 pueden por lo tanto ser identificadas con las dlgebras de Boole monddicas.
En el estudio del dlgebra de la légica se suele dar el nombre de dlgebra de clausura S5 a
un dlgebra de clausura que verifica la condicion 2 (otros autores consideran la 3) y por lo
tanto las dlgebras de clausura 85 coinciden con las dlgebras de Boole monddicas.
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5 Caracterizacién de un algebra de Boole monadica
por medio de los invariantes del operador 3

Vamos a comenzar por recordar resultados de A. Monteiro y H. Ribeiro, [22] publicados
en 1942,
Sea (A, <) un conjunto ordenado y P un operador unario definido sobre A, que verifica:

(i) = < P(z), cualquiera que sea z € A,
(i) Siz,y € A son tales que z < y entonces P(x) < P(y),
(iii) P(P(z)) = P(z), cualquiera que sea z € A.

Representemos con K(A) o con K el conjunto de todos los elementos de A que son
invariantes por el operador P, esto es:

K(A)={z € A: P(z) =z}.

De la condicién (iii) resulta P(z) € K(A) cualquiera que sea z € A, por lo tanto la imagen
Im P, de este operador verifica Im P C K(A), y por la definicién de K(A), tenemos que
K(A)C ImP.

Dado t € A, sea K(t) = {k € K(A) : t < k}. Vamos a demostrar que existe el {nfimo, en
K(A), de este conjunto y que ese infimo es precisamente P(t).

De la condicién (i) resulta que # < P(t) y por (i) P(t) € K(A), luego el conjunto K (t)
no es vacio. Por definicién K (t) C K(A).

I1) P(t) < k para todo k € K(t).
De k € K (t) resulta que & € K (A) y t <k, luego por (ii) P(t) < P(k), pero vimos
que k € K(A) implica que P(k) = k, luego P(#) < k cualquiera que sea k € K(t).

12) Siz e K(A) verifica z < k para todo k € K(t) entonces x < P(t).
En efecto, como P(t) € K(t) entonces x < P(t).

Acabamos asi de probar que:
Nik € K(A):t <k} = P(2).

Supongamos ahora que K es un subconjunto, no vacio, del conjunto ordenado A que ve-
rifica: (iv) cualquiera que sea t € A el conjunto K(t) = {k € K : 1 < k} tiene un infimo
en K. Diremos que K es relativamente completo. Bajo esta condicidn, vamos a demostrar
que existe un dnico operador unario P definido sobre A que verifica las condiciones (i),
(ii) ¥ (iii) y que ademés el conjunto de los invariantes de tal operador es precisamente el
conjunto K.

Dado t € A pongamos por definicion: P(t) = A{k € K : t < k}, luego por la hipGtesis
tenemos que (*) P(t) e Ky

() t< Nk e K:t <k} =P(2),

Probemos (ii). Supongamos que t,s € A son tales que ¢ < s luego:
(ke K:s5<k}C{keK:t<k}yporlotanto:

Pty=N{keK:t<k} < \keK:s<k}=P(s).
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Por (i) sabemos que P(t) < P(P(t)). Por definicion P(P(t)) = A{k € K : P(t) < k},
luego P(P(t)) < k para todo k € K tal que ¢t < k, luego como por (*) P(t) € K y
P(t) < P(t) tenemos que P(P(t)) < P(t), lo que demuestra que la propiedad (iii) es
verificada.

Probemos que K(A) = K. En efecto por definicién P(¢) € K y por (iil) P(t) € K(4).
te K(A) < P(t)=t, pero P(t) € K luego t € K.

Si @ es un operador unario, definido sobre A que verifica (i), (ii), (iii) y tal que
{zx € A: Q(z) =z} = K, entonces Q = P. En efecto como Q(z) € K vy z < Q)
entonces P(z) = A{k € K : 2 < k} < @Q(z). Como z < P(z) entonces por (ii)
Q(z) < Q(P(x)). Por otro lado P(z) € K y como por hipétesis K = {y € A: Q(y) = y}
tenemos que Q(P(z)) = P{z), luego Q(z) < P(z).

Supongamos ahora que K; y K3 son dos subconjuntos relativamente completos de A y
que (1) K; # K,. Por el resultado anterior a K, (K>) le corresponde un operador P, ()
tal que el conjunto de los invariantes de Py (P,) es precisamente K; (K,.) De (1) resulta
que, por ejemplo, existe &y € K3 y ky ¢ K, por lo tanto Pi{k1) = k1 y Pa(ky) # %y, por
lo tanto P, # Ps.

Lema 5.1 St A es un dlgebra de Boole monddicay a € A entonces Ja = a <= Va = a.

Dem. En efecto, si Jo = a sabemos (ver propiedad E7) que 3 — a = —a luego
—~V — —a = —a 0 sea —Va = —a y por lo tanto Va = a. Reciprocamente si Va = a esto es
—3 —a = a entonces 4 — a = —a luego por E7): 3o = a. O

Lema 5.2 S5i K es el conjunto de los invariantes con respecto al operador 3 de un digebra
de Boole monddica A, entonces se verifican las siguientes propiedades:

K0) K no es vacio.

K1) Sia,be K entoncesaVbeK.
K2) Sia,be K entoncesanbe K.
K3) Sia € K entonces —a € K.

K4) Dado un elemento fijo x € A el conjunto {k € K : 2 < k} tiene un infimo
A& € K: 2 <k} que pertenece a K. '

D) El infimo indicado en la propiedad K4 es precisamente 3.

Dem. KO) Resulta de 30 =0.

Las propiedades K1, K2 y K3 ya fueron demostradas anteriormente (ver seccién 3.1).
K4) Como el operador 3 cumple con las propiedades (i), (ii) y (iii) entonces de acuerdo
con los resultados anteriores se verifican K4 y D. O

Las condiciones KO a K3 expresan que K es una subélgebra booleana de A y la condicién
K4 expresa que esa subdlgebra tiene una propiedad especial. Los resultados anteriores
nos llevan a la siguiente:

Definicién 5.1 A toda subdlgebra booleana de A que tiene la propiedad K4 daremos el
nombre de subdlgebra relativamente completa en A.
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A efectos de demostrar que existe una correspondencia biunivoca entre los operadores de
cuantificacién 3 definidos sobre un dlgebra de Boole A y las subilgebras de A relativamente
completas en A, probaremos el siguiente:

Teorema 5.1 Sea A un dlgebra de Boole y K un subconjunto de A que verifica las sigui-
entes condiciones:

0) K no es vacio.

1) Siabe K entoncesaVbe K.
1) Sia€ K entonces —a € K.
)

III) Dado un elemento fijo = € A el conjunto {a;}icr de todos los elementos de K tales
que x < a; tiene un infimo N a; que pertenece a K.
iel
Entonces existe un tnico operador de cuantificacidn definido sobre A que tiene por in-
variantes al conjunto K.

Dem. Dado z € A pongamos por definicién 3z = A ;. De las condiciones 0, I y II
el

resulta que K es una subélgebra booleana de A. Ademds de acuerdo a la definicién de

3z resulta que si a € K entonces 3a = a. En efecto si @ € K considerando el conjunto

{a;}ier de los a; € K tales que a < a;, este conjunto no es vacio porque a € K y a < a,

luego Ja = A a; = a. Esto significa que todos los elementos de K son invariantes para el
iel
operador 3. Probemos ahora que el operador 3 tiene las siguientes propiedades:

1) 30 =0.
Como K es subédlgebra de A entonces 0 € K luego 30 = 0.
2) z < 3Jx.
Six < a; a; € K entonces por definiciéon 3o = A a;, luego = < Ju.
icl
3) d3x = dr.

De la definicién de 3z v teniendo en cuenta III resulta que 3z € K, por lo tanto
ddx = dx.

4) HzVy)=3xV Iy

Observemos que 3 es mondtono esto es si a < b entonces Ja < 3b. Eu efecto sea
{a;}icr el conjunto de todos los a; de K tales que a < a; y sea {b;}jes el conjunto
de todos los b; de K tales que b < b;, entonces es claro que {b; };cs C {ai}ier y por
lotanto da = A a; < A b; = 3b.
el jed

Entonces de las condiciones ¢ < 2 Vy e y < x V y resulta por la monotonia de 3
que 3z < Az Vy)y Jy < Iz Vy)y por lo tanto Iz Vv Iy < Az Vy) (). Ademds
de z < Jz ey < Jy resulta z Vy < Jx VvV Jy y por la monotonia de I tenemos
que Iz Vv y) < I(Jz v Jy). Pero como sabemos por 3 que Iz y Iy pertenecen a K
entonces por I 3z V Jy pertenece a K y por lo tanto 3(3zx v Jy) = Jz Vv Jy, luego
Az Vy) < TwvIy (ii). De (i) e (i) resulta Iz Vy) =Tz V Iy
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5) I(—Fz) = —3z
Sabemos que 3z € K luego por 1T —3z € K y por lo tanto I(—3z) = —Jz

De las condiciones 1), 2), 3) y 4) resulta que A es un dlgebra de Lewis, en la cudl se
verifica 5), luego por el Teorema 4.1 A es un dlgebra de Boole monédica.

Observemos que los tinicos invariantes son los elementos de K, en efecto si dr =z como
Jz € K entonces x = Jz € K, luego z € K.

Si dos subélgebras condicionalmente completas K y K son distintas existe un elemento
k€ K, tal que k| ¢ K> entonces 31ky.= ky y Tk, # ky luego los operadores 3; y 3y son
distintos. O

Lema 5.3 Si en un dlgebra de Boole monddica (A, 3), un conjunto no vacio de elementos

invariantes {a;}icr tiene infimo a = N a; entonces a es invariante.
i€l

Demn. Como a < a; entonces Ju < Jo; = @; luego Ja < A a; = ¢ y como sabemos que
iel

o < Ja entonces Ju =« d

Andlogamente:

Lema 5.4 Sien un dlgebra de Boole monddica (A, 3), un conjunto no vacio de elementos
invariontes {u;}ier tiene un supremo o = \/ a; entonces o es maeariante.

el
Dem.  Como el supremo indicado existe, entonces por el Lema 2.1 se tiene que —a =

A —a; y como de ¢; € K resulta que —a; € A entonces por el Lema 5.3 —e € Ky por lo
i€l i
tanto a € K O

Basdndonos en los resultados anteriores podemos enunciar los siguientes Teoremas:

Teorema 5.2 En un dlgebra de Boole ménadica completa todo conjunto no vacio de
elementos invariantes tiene un supremo y un nfimo que también son muvariantes.

Teorema 5.3 En un dlgebra de Boole ménadica completa el conjunto K de los elementos
invariantes tiene las siguientes propiedades:

1) K es una subdlgebra del dlgebra de Boole A.

II) Todo comjunto {a;}icr no vacio de elementos de K tiene un supremo a = \Voa € K.
el

De las propiedades I) y II) resulta que todo conjunto no vacio de elementos de K tiene
un infimo que pertenece a K.

Definicién 5.2 Una parte K no vacia de A se dice una subdlgebra completa si tiene las
propiedades I y II.

Teorema 5.4 Dada un dlgebra de Boole A y una subdlgebra completa K de A, existe un
dinico operador 3 que tiene por invariantes los elementos de K.
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Dem. Dado a € A como 1 € K y a < 1 entonces el conjunto {ki}ier de todos

los elementos k; € K tales que a < k; es no vacio y por lo tanto existe el elemento

Ja= Ak € K. |
i€l

Observacion 5.1 Todas las subdlgebras finitas de A son subdlgebras relativamente com-
pletas y por lo tanto a cada subdlgebra finita corresponde un operador de cuantificacion
luego sobre un dlgebra de Boole se pueden definir varios operadores de cuantificacidn en-
tre los cuales figura el llamado cuantificador cadtico 0 simple que es aquel que tiene por
invariantes la subdlgebra finita {0,1}, a esta subdlgebra corresponde el cuantificador dado

por:
a) 30=0
b) Six# 0 entonces 3 =1

Este ejemplo muestra que la subdlgebra K puede ser completa sin que A lo sea y lo masmo
ocurre en el caso en que K es finita.

Ahora bien jscrd posible sobre un dlgebra de Boole dada arbitraria infinita definir un
cuantificador que tenga un ndmero infinito de invariantes? En cfecto basta considerar el
cuantificador Jx = w al cual sc llama cuantificador discreto.
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6 Subalgebras monadicas

Consideremos el dlgebra de Boole monddica A cuyo diagrama se indica y cuyo conjunto
de constantes es K(A) = {0,a, f,1}.

Figura 6.1

Entonces S = {0,b,e,1} es una subdlgebra boolcana de A y se tiene que b € Sy
d=f¢S.

Una parte no vacia S de un dlgebra de Boole monddica A, se dice una subalgebra monddica
si S es una subdlgebra booleana de A que verifica: Si s € S entonces 35 € 5.

Entre las subdlgebras monddicas de A figuran naturalmente cl algebra A v la subdlgebra
{0,1}.

Es claro que la interseccién de subdlgebras monddicas de A es una subdlgebra monddica
de A. Dado un subconjunto G de A, siempre existe una subdlgebra monddica de A que
contiene a G, a saber la propia A. Se denomina subdlgebra generada por G a la inter-
seccién de todas las subdlgebras monddicas de A que contienen G, y notaremos a cste
conjunto por SM(G). Es claro que SM(G) es la menor (con respecto a la relacién de
inclusién) subélgebra monadica que contiene a G.

Si el conjunto G verifica SM(G) = A se dice que G es un conjunto de generadores de A.
El siguiente resultado se demuestra fdcilmente:

Lema 6.1 Si A es un dlgebra de Boole monddica, G € A entonces:
SM(G) = | J{SM(F): F C G, F finito}.

Si S es una subélgebra monddica de A y ¢ € A notaremos con SM (S,a) la subalgebra
monéadica generada por el subconjunto S U {a}.

Recordemos que si A es un algebra de Boole, S es una subélgebra booleana de A,a € A
y SB(S, a) representa la subélgebra booleana generada por el conjunto S U {a} entonces:

SB(S,a)={z€A:z=(s51Na)V (s3 A —a), donde 5,32 € S}.
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Lema 6.2 Si A es un dlgebra de Boole monddica, k € K = K(A) y S es una subdlgebra
monddica de A entonces SM(S, k) = SB(S, k).

Dem. Como SM(S,k) es, en particular, una subélgebra booleana que contiene a SU{k}
entonces SB(S,k) C SM(S, k). Veamos que SB(S,k) es una subdlgebra monadica. En
efecto si x € SB(S, k) entonces z = (s1 A k) V (s2 A —k) donde (1) 51,82 € S. Luego
Iz = I(s1 Ak)VI(s2A—k) y como k, —k € K tenemos que (2) 3z = (Is; Ak)V (Is2A—k).
Como S es una subdlgebra monddica, de (1) resulta que (3) 3s1,3s2 € S. De (2) y (3)
obtenemos 3z € SB(S, k).

Como SB(S, k) es una subélgebra monadica que contiene a SU{k} entonces SM(S, k) C
SB(S, k). O
En forma analoga a lo demostrado en el curso de dlgebras de Boole se tiene el sigulente
resultado:

Lema 6.3 Si G = {g1,¢2,---,gn} C A, y S1 = SM{g1}), S2 = SM(S1,¢2),-- -,
Sy = SM(S,_1,9n), entonces S, = SM(G).

Lema 6.4 Si S es una subdlgebra monddica de A y® C X C A, entonces
SM(S U X)=| {SM(S U F): F C X, F finito}.

Dom.  Sea Z = | J{SM(S U F): F C X, F finito}. Dado b € § U X luego (1)
be S (2)be€ X. Encl primer caso b€ § = SM(S) = SM(S U #) con § C X, luego
b e Z. En o segundo caso {b} € X y por lo tanto b € SM(S U {b}) € Z. Acabamos
asi de probar que S U X € Z. Es inmediato ver que Z es una subdlgebra de A, luego
SM(S U X)C Z.Sea FC X, F finito, luego S U FCSUX CSM(S U X) y por lo
tanto SM(S U F) C SM(S U X) para toda parte finita F' contenida en X, por lo tanto
ZCSM(S U X). o

Los resultados del siguiente lema son de facil demostracion.
Lewna 6.5 Sca A un dlgebra de Boole y S una subdlgebra de A entonces:
(1) SB(S U {09, ..., x,}) =SB(SB(S U {2, m9yo Tp1 )y T })-
Sca A un dlgebra de Boole monddica y S una subdlgebra monddica de A entonces:

(2) SM(S U {ay,ay, ...,y }) = SM(SM(S U {00, sy }) i ).

Lema 6.6 S0 S es una subdlgebra monddica de A y F es un subconjunto finito, no

vacio de K = K(A) entonces SM(S U F)=SB(S U F).

Dem.  Por el Lema 6.2 sabemos que el resultado es vélido cuando el conjunto F' tienc
un clemento. Supongamos ahora que el resultado es verdadero para todo subconjuuto
{ky,ky, ..o kn—y} de K con n-1 elementos, esto es que:

(1) SM(S U {ki,koy....kna}) =SB(S U {ky, k2, ka1 }).
Sca {ky, ka, ..., k,} C K entonces:

SB(S U {ki,ka,....ky}) = (porelLema 6.5,(1)) =
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SB(SB(S U {k1,ka, ..., kn_1}),kn) = (por la hipétesis de induccién) =
SB(SM(S U {ky, ks, ..., kn_1}), kn) = (por el Lema 6.2) =
SM(SM(S U {ki, k... kn-1}),kn) = (por el Lema 6.5,(2)) =
SM(S U {ki,kz,... , kn})-

]

Lema 6.7 Si S es una subdlgebra monddica de un dlgebra de Boole monddica A vy

X C K = K(A) entonces SM(SUX) = SB(SU X).
Dem. Por el Lema 6.4 sabemos que:
SM(S U X)=| J{SM(S U F): F < X, Ffinito},
luego como X C K = K (A) podemos afirmar usando ¢l L(:ﬁlzl 6.6 que
L{sM(S U F): F C X, Ffinito} = | JiSB(S U F): F C X, F finito},

Y Como
SB(S U X)=| {SB(S U F): FC X, F finito},
¢l lema estd demostrado. a

De la definicion resulta que si A es un algebra de Boole monddica, no trivial, entonces
SM() = {0,1}, y si A tiene un solo clemento SM () = A.
A continunacion probarcmos, de un modo diferente, cl siguiente resultado de H. Bass [4].

Teorema 6.1 Si G es un subconjunto finito, no vacio, de un dlgebra de Boole monddica

A entonces SM(G) es finita.

Para ello necesitamos demostrar algunos resultados previos. A los efectos de simplificar
la lectura, indicaremos las notaciones necesarias [25] y las demostraciones de resultados
que publiciramos en [2], (1994) y en [27]. Algunos de estos resultados serdn utilizados en
§12.3.

Si X es un conjunto finito con n elementos, notaremos N [X] = n.

Definicién 6.1 Sea (R, A,V,0) un reticulado con primer elemento 0, X € R , N[X] =t,
notaremos:

so(X) = {0} ; s1(X) = X,

s;(X)={Vy:yeY, YCXN[Y]=j}, 1<j<t,

s(X) = ’QO s;(X).
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Salvo indicacidn en contrario, en este parrafo sélo consideraremos dlgebras de Boole (y
de Boole monddicas) finitas no triviales, esto es, finitas y con mas de un elemento. Si B
es un 4lgebra de Boole, notaremos con. A(B) el conjunto de todos los dtomos de B. Si
v € B,z # 0sea A(z) = {a € A(B) : a < 2}, es bien conocido que: = = Vi{a:ae A(x)}.

Siz,y € B, pongamos: 14y = (—zAy)V (xA—y). Bsclaroquezr+0=2 y z+1= —x

Sca B(B,n) = {(bi,bs,....bn) = b € {0,1} € B,1 <7 < n}, esto es, el conjunto
B(B,n) esta formado por todas las n-uplas de elementos 0,1 € B. B(B,n) es el producto
cartesiano de n dlgebras de Boole iguales a {0,1} C B, luego es un algebra de Boole con
n Atomos, que son precisamente las n-uplas que tienen una dnica coordenada igual a 1y
las restantes iguales a 0.

SiG={g1,92,---.4n} S BybeB(B, n) notarcmos con 11,(G) o mas sencillamente my,
al elemento:

\(g: + &)

=1

Observemnos que de acuerdo con la definicion precedente g; +0; = gi 0 ¢i + b; = —yi.

Sea 1 (G) = {my, : b € B(B,n)}, como N[B(B,n)] = 2" entonces N[mn(G)] < 2".
Notarcmos B(B,n,i) = {b € B(B,n) :b; =0}, 1 <1

IA

Lema 6.8 1) Sib,c € B(B,n) y b#c entonces 1y A, = 0.
2) \{my:beB(B,n)j=1.
8) Sibyc € B(B,n), ; b7 cymy < entonces i, = 0.
4) g =\im b€ BB, 1<i<n.

Dein. 1) Como b # ¢ entonces existe por lo menos una coordenada i,1 < i < n, tal
que b, # ¢,y como b, ¢; € {0, 1} C B, cutonces b, =0y ¢; = 170 “by =1y«

Eu ¢l primero de los casos tenemos: 1y Aane = (- A gi A - YN AN=giN--) =0
Andlogamente cn el segundo caso.

2) Por induccion sobre 7. Sin = 1, entonces : m(G) = {mg = g1 + 0,y =g, + 1} =
{91, =}, lego \/{my, b e B(B,1)} =g V—g1 =1

Supongamos que la propiedad cnunciada vale para todo conjunto G con (n.—1) elementos,
y probemos (ue vale para todo conjunto G con . clementos.

Obscrvemos que B(B,n,i) = {b € B(B,n) : b, =0} =B(B,n) — {b € B(B,n) : b; = 1},
cualquicra que sea 7, 1 < i < n. Luego V{my : b€ B(B,n)} =Vi{my b€ B(B,n),
by, =0} v \/{my:beDB(B,n), by = 1} = 51 V 5. Como los elementos que aparecen en

- n—1

¢l primer supremo verifican b, = 0, entonces my, = A (g +b) A (g + 0) = my A gn,
i=1

doude V' = (by, by, ..., b,_y) € B(B,n—1). Observemos que b = (b1, by, ..., b,) € B(B,n)

iy solosi b = (b, by, .. by_1) € B(B,n—1)yb, € {0,1}, luego

51 = Gn FAN \/{'m,b: M b’ - B(B,TL —_ 1)},

y por lo tanto teniendo en cuenta la hipétesis de induccion sy = g, A 1= gn.
Andlogamente se prueba que sy = —gn, ¥ Por lo tanto s, V sy = 1.
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3) Por hipétesis my, = my A m, = [por 1)] = 0.

) g=gAl=[por2)]=gAV{m:b€B(B,n)}=

(g: AV {mp : b€ B(B,n), bi=0})V (g A V{my : b€ B(B,n),bi = 1}) =

(V{gz Amy:be B(B,n),bi = 0}) V (V{g; Amy:bée B(B,n), ;= 1})

Si b, = 0 entonces my = g; A (A(g; + b)), luego g; A'my = my y sl b; = 1 entonces
=i

my=—gi N (A(g; +b5)), luego g; A my = 0. Por lo tanto

j=i

gi = \/{ms: b€ B(B,n,i)}.

Sabemos que SB(() = {0,1}, y es bien conocido el siguiente resultado:

Lema 6.9 $i G es un subconjunto finito, con n elementos del dlgebra de Boole B, en-
tonces:

a) SB(G) = s(m(G)).
b) A(SB(G)) = {my : my € m(G), my # 0}

Lucgo N[A(SB(G))] < N[in(G)] < 2"y por lo tanto N[SB(G)] < 2.

)

Observacion 6.1 Si B es un dlgebra de Boole con un conjunto G = {g1, g2, -, yn} de

generadores libres, entonces my, 7 0, para todo 1y € m{G), yo que B ticne 2" dtomos.

Lema 6.10 Si B es un dlgebra de Boole y G = {g1,92,...,yn} © B entonces SB(G) =
SB(mn(G)).

Dem.  Supongamos que N[m(G)] = t, 0 < t < 2. Como m(G) = s,(m{G)) C
t
U s;(n(@)) = s(rn(G)) = SB(G), entonces SB(m(G)) € SB(G).

=0

Sea y € SB(G) = s(m(G)) entonces y € s;(m(G)), para algin j, 0< 7y <t

Sij =0, elloequivale a y =0, y por lo tanto y € SB(m(G)).

Sij =1, ello equivale a y = my, my € m(G). 512 < j < t, entonces y = V{z:z € Z},
donde Z C m(G), N[Z] =j. Como m(G) C SB(m(G)), entonces en todos los casos
y € SB(m(G)). a

Definicién 6.2 (H. Bass, [4]) Un subconjunto P = {p1,p2,...,p:} de un dlgebra de Boole
B se dice una particion del elemento 1 € B, st

t

j=1

Ejemplo 6.1 1) Los dtomos de un digebra de Boole finita forman una particion de 1.
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2) St B es un dlgebra de Boole con tres dtomnos {a1,a2,a3}, p1 = a1 Yy p2 = a2 V a3
entonces P = {p1,p2} v @ = {0,p1,p2} son particiones de 1.

3) Sea B el dlgebra de Boole con cuatro dtomos indicada en la Figura 6.2, A(B) =
{ay,as,a3,a4}, p1 =b yps = f entonces P = {b, f} es una particién de 1, y ninguno
de sus elementos es un dtomo de B.

4) Si G es un subconjunto finito no vacio de B, entonces de acuerdo con el Lema 6.8
el conjunto m(G) forma una particién de 1, que contiene a los dtomos de SB(G).

O 1

Observacion 6.2 a) Sca B un (il//(:b'/'(f%(ﬁ”ﬁ()?fl%. Si P es una particion de 1 tal que
A(B) C P, entonces P\ A(B) = {0}.
En cfecto, por hipotesis cwiste 2 € P\ A(B). Si x # 0, entonces como
= \Via : a € A(x)}. cualquicra que sea a € A(x) sc tienc a Aa = a # 0
lo que contradice P1.

b) Si P es una particion. de 1, sca Py ={p € P :p#0}. Sip;, pj € Py, donde i # j,
entonces p, # p;, pues st p; = p; entonces p; = p; Apy = pi N p; = 0. Absurdo.
Observemos ademds, que el conjunto Py es una particion de 1.

Lema 6.11 Si B es un dlgebra de Boole, G = {g1,92,--.,9n} una particion de 1, y
Go = {y € G:g#0} entonces Gy = A(SB(G)).

Demn.  Observemos en primer lugar que Gy # @, pues si Gy = @, entonces G = {0} y
este conjunto obviamente no es una particién de 1.

Sabemos que A(SB(G)) = {my :my, # 0, b € B(B,n)}. Sea g; € Gp, estoes g; € G y
9, 7 0.

Como q s A gi = 0, para todo @ # 7, cn’fon((s g; < —g; para todo ¢ # 7, en consecuencia
) S /\{ gii A} ostoes g =g, A A{—git i #3).
e

Sib E B(B n) verifica b; =0 y b; =1, para todo ¢ # j, entonces:

my = g A /\{—91 LiFE L =g5
i=1
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Acabamos asi de probar que Go € A(SB(G)).

n

Sea my € A(SB(G)), luego my # 0y my = A (g: + bi). Si b = b; = 0 para algin par de

i=1

indices 1, j tales que i = 7, entonces my = g; Ag; A N\ {(gn +br) 1 h F# 1,7} = 0. Absurdo.
. h=1

Por lo tanto si m, # 0, no puede existir mds de una coordenada b; de b, igual a cero,

luego b; = 1 para todo ¢ o b; =0 para algin j, 1 <j<ny b; = 1 cualquiera que sea ¢,

1<i<n, i .

n kL
En el primer caso my = A\ —gi = — V gi = —1 = 0. Absurdo. Luego sblo puede ocurrir
i=1 i=1
n - n
el otro caso, y por lo tanto my, = A (g +b) = g; A AN{—yg: : i # j} = (por lo visto
i=1 i=1
precedentemente) = g;, con g; € G. Observemos que g; # 0, esto es g; € Gy, pues
g; = M 74- 0. O

Observacién 6.3 SB(G) = SB(Gyp). Si Gy = G. es obvio. Supongamos que Gy C G,
luego SB(Gy) C SB(G). Como Gy € SB(Go) ¥ {0} C SB(Gy), entonces G = GoU{0} C
SB(Gy), y por lo tanto SB(G) C SB(Gy).

Lema 6.12 S0 G = {g1, 2,4 91, Y12, - - - Y} €8 un subconjunto de un dlgebra de
Boole B, tal que:

a) gi < giye, 1=1,2,..., ¢
b) Gi={y1,y2,--- g} es una particion del clemento 1 de B.
S11 <k <t, notaremos
B(B,2t,k,k+t)={beB(B,2t) : by =0,b; =1, 1 <j <t,j Fk by, = 0},

t
P = {’Iﬂb(G) b e U B(sztakwk +t)}1 Y
k=1

2t
sibe B(B,2t), m(G)= A (g;i+bi). entonces:

=t L
1) A(SB(G))CP.
2) P es una particion de 1.
3) N[A(SB(G))] <t x 21,
1) gi=V{g Amy(G):beB(B,2ti,i+1t)}, L<i<t
5) my(G) =V{g Amy(G) : 1< i<t by =0}
Dem. Por Lema 6.9, b), sabemos que:
A(SB(G)) = {ms(G) : my(G) #0, b€ B(B,21)}.

Sea a € A(SB(G)), es decir, a = my(G), b € B(B,2t), mp(G) # 0. Como G, es una
particién de 1, entonces por lo visto en Lema 6.11, debe verificarse by =0, 1 <k <1t
y b; = 1, cualquiera que sea j, 1 < j < ¢, j # k, luego mp(G) = gx N my(G), donde
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b€ B(B,2t, k). Comog; < gjwe, 1 < j <t equivaleagiA—g;e =0, 1 <7 <t entonces
de by = 0 resulta que debe ser by,; = 0, pues caso contrario my(G) = g A —gr4e A~ = 0.

t
Absurdo. Luego a = my, donde b € | B(B,2t,k, k+1t).

k=1

De 1) resulta que

1=\/{z:z € ASB(G)} < \/{mu(G) : mu(G) € P},
y por lo tanto \/{m,(G) : my(G) € P} = 1. Como P C m(G), entonces my A m, = 0 para
1
b,ce | B(B,2t,k,k+1t), b#c. Por lo tanto P es una particion de 1.
~ k=1

De acuerdo a la definicién de P, sus elementos son los my(G), donde los b verifican: una
de sus primeras t coordenadas es igual a O y las otras iguales a 1, y en las restantes una

debe ser igual a 0 y las otras iguales a O 6 1, luego es claro que N[P] <t x 271y por
lo tanto N[A(SB(G))] <t x 271

Como \V{ms(G) : b€ B(B,2t)} =1, fijado 4, 1 <4 < t, tenemos g; = \/{g: Amy(G) b e
B(B,2t)}. Pero vimos que si b; = 0, donde 1 < j < ¢, j 7 4 entonces g; A my(G) =

GANgi N =0,8b =1, g Amy(G) = gi AN ~—gi N--- = 0 ysi by, =1, luego
G A1 (G) =g A =g Ao =0, luego g; = \{gs Ay (G) - b € B(B,2t,4,t + i)}
{ ) !
Como \/ ¢; = 1, entonces 13 (G) = V (g:Amg(G)) cualquiera que sca b € B(B, 2t). Ahora
it i1
bien si b, i = 1 entonces g, Ami(G) = g A—giyi A- - = 0, luego mi(G) = V{gi Ay (G)
1<i<t, b.i=0}. =

Estos resultados generalizan los indicados por H. Bass [4] en los Corolarios 1y 2.

Ejemnplo 6.2 Sca B el dlgebra de Boole indicada cn la Figura 6.2, y consideremnos los
clementos gy =b=a;Vay. gy= [ =ugVay, g3 =) =aVagVay g4 = t=a; Vv ay Voay,
lucgo tenemos que gy < gy, g2 < ga {g1. g2} es una particion de 1,

| B(B.4, k) + 1) = B(B,4,1,3) UB(B,4,2,4)

|
donde
B(B.4.,1.,3) = {b; = (0,1,0,0), by, = ((), 1,0, 1)}, y
B(B,4,2,4) = {bs = (1,(),(),0),b4 = (1,(), 1,0)},

lucgo my, = ay. g, = dy, My, = a4, Ty, = uy. En este caso A(SB(G)) = P. consi-
deremos los siguientes clementos a1, k = aaVagV ay, b = a1V ay y 1. Luego tenemos
ay < b, k<1 y{ar, k} es una particion de 1. En este caso my, = ay, my, =0, my, = G

Yy, = f : l‘ll.(’..(]() A(SB{ahkabvl}) = {a'laa'Zaf} C 73

Lema 6.18 Si B es un dlgebra de Boole monddica y G = {g1,92,---,9:) C B, es una
particion de 1 sea:

H:G U 3G= {917927"'5glaagluag27-'-7ag1})
entonces SM(G) = SB(H) = SB(G U 3G).
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Dem. Pongamos h; =g;, 1 <4 <tyh; =3¢, t+1 <4< 2t Entonces el conjunto
H verifica las condiciones a) y b) del Lema 6.12.

Como SM(G) es una subalgebra booleana de B, probando que H C SM(G), tendremos
(i) SB(H) € SM(G) .

Como G C SM(G) entonces 3G C ISM(G), y como SM(G) es una subdlgebra monadica,
entonces ISM(G) C SM(G), luego IG C SM(G) y por lo tanto H = GUIG € SM(G).
Como G C GU 3G = H C SB(H), si probamos que la subélgebra booleana SB(H) es
monddica, tendremos (ii) SM(G) C SB(H).

Por el Lema 6.12, SB(H) es finita, entonces para probar que es monédica, basta demostrar
que: “Sia € A(SB(H)), entonces Ja € SB(H)".

t
Por el Lema 6.12, si a € A(SB(H)) entonces a = m,, donde b € |J B(B,2t,k,k + t),

k=1
2 2
estoes: a=mA N (hj+b)=aAN A (Bgj—+0b;), paraalgine, 1 <<t
j=t+1 j=t+1

Como 3g;_; + b; =3g,oy 6 Jgj—y + b; = —dy;,, entonces Jy;_ +b; € A(B) = 3B,

. 2t
t4+1< <2, yporlotantor= A (Jygj— +b;) € K(B) =3B. Luego Ju =3y A .
j-ti

Como by,; = 0, entonces 3gg - + by = 3gi, luego r < Jdg; yen consccuencia Ja = r.

Por otro lado 3g; € 3G € SB(GU3G) = SB(H), 1 < j <t luego =3y, € SB(H),
1< j <t de donde resulta que » € SB(H), esto es Ju € SB(H). a

Lema 6.14 Si B es un dlgebra de Boole monddica y G = {yi,92,..-,91} entonces

SM(G) = SM(m(G)).
Dern. Como SM(G) es una subalgebra monddica de B, si probamos (ue m(G) C

SM(G), entonces: (i) SM(m(G)) € SM(G).

Sea my, € m(G), esto es ¢
'
Ty = /\(.(J'i +b;), donde b= (by,bs,...,b) € B(B,1).
i=1

Como G C SM(G) entonces si g € G, resulta —g € SM(G), luego g; + b; € SM(G),
1 < ¢ £ t, por lo tanto my € SM(G).
Probemos (ii) SM(G) C SM(m(G)). Por el Lema 6.8, 4) sabemos cue:

g; = \/{m» :bEB(B,1), b, =0}, 1< <t

Luego como m, € m(G) € SM(m(G)), tenemos que G € SM(m(G)), de donde resulta
(ii). a

Lema 6.15 Si G = {g1,92,-..,0:} es un subconjunto de un dlgebra de Boole monddica
B, entonces:

a) SM(G) = SB(m(G) U 3Im(G)).

b) NASM(G))] < 2 x 22 =1
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Dem. Sea H =m(G) U Im(G).
Sabemos que el conjunto m(G) es una particién de 1. Entonces por el Lema 6.13 :
SM(m(G)) = SB(m(G) U 3Im(G)), luego aplicando el Lema 6.14 se concluye a) .

Como N[m(G)] < 2' entonces aplicando el Lema 6.12, se concluye b). ' O

Este lema generaliza los resultados indicados por H.Bass [4] en la pagina 261, y del mismo
resulta que toda 4lgebra de Boole monddica finitamente generada es finita.

Si B, representa un algebra de Boole con n 4tomos, n € N, entonces es bien conocido
que ¢l ndmero de subélgebras booleanas es igual al nimero de particiones de un conjunto
con n elementos.

Es natural plantearse el siguiente problema: Si B, es un dlgebra de Boole monddica,
¢ Cudntas subdlgebras monddicas tiene B, ?

L. Monteiro, M. Abad, S. Savini, J. Sewald y M. Zander [28], caracterizaron las subdlge-
bras monddicas de un &lgebra de Boole monddica finita y determinaron la cardinalidad
del conjunto de tales subdlgebras.



[Cv]
-1

Algebras de Boole Monadicas

7 Homomorfismos y filtros monadicos

7.1 Homomorfismos monadicos

El concepto de homomorfismo monéadico se define en la forma habitual esto es:

Definicién 7.1 Sea (A,3) un dlgebra de Boole monddica y sea A’ en el cual estdn
definidas dos operaciones binarias A, V, y dos operaciones unarias —, 3, que no obligamos
a verificar ninguna condicidn. Supongamos que existe una transformacion h de A sobre
A’ que verifica las condiciones sigurentes:

H1) h{a Ab) = h{a) A h(b)
H2) h(aV b) = h(a) V h(b)
H3) h(—a) = —h(a)

H4) h(3a) = 3h(a)

Diremos entonces que A’ es una imagen homomdrfica de A, y que h es un. homomorfismo
monddico.

Como h es en particular un homomorfismo booleano entonces HO) 1(0) = 0" y H5) h(l) =
1", donde (/,1’ son ¢l primer y iltimo elemento de A

Teorema 7.1 Toda imagen homomdrfica de un dlgebra de Boole monddica cs un dlgebra
de Boole monddica.

Dem. De las condiciones H1, H2 y H3 resulta que A’ es una imagen homomorfica del
dlgebra de Boole A, lo cual implica que A’ cs un dlgebra de Boole con respecto a las
operaciones A, V y —. Por lo tanto resta verificar que el sistema (A’,3) es un dlgebra de
Boole monddica. Para ello probemos:

E0Q) Si (0 € A’ entonces 30" = (.

En efecto como h transforma A sobre A’ existe un elemento 0’ de A’ tal que h(0) = 0',
y por lo tanto 3(0') = 3(h(0)) = h(30) = h(0) = ', esto es 3(0') = 0"

El) Sid' € A entonces o’ < 3d'.

Si o/ € A’ existe un elemento o’ € A tal que h(a) = ¢/, y como a < Ja entonces
a = aAJa, luego h(a) = h(anTa) = h(a)Ah(Fa) = h(a)ATh(a), esto es h(a) < 3h(a)
oseada < dd.

E2) Sid', ¥ € A’ entonces 3(a’ A 3b') = Ja' A TV

Si o', b € A’ existen elementos a y b de A tales que h(a) = o' y h(b) =V, luego
e A IW) = 3(h({a) A 3R(b)) = 3(h(a) A h(Tb)) = F(h(a A b)) = h(3(e A ) =
h(3a A 3b) = h(3a) A h(3b) = 3h(a) A 30(b) = 3a' A TV
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Como se verifican EO, E1, v E2 entonces el sistema (A’,3) es un élgebra de Boole
monaddica. =

Se plantea naturalmente el problema de saber como es posible determinar todas las
imagenes homomérficas de un algebra de Boole monadica A dada. Si A’ es una ima-
gen homomérfica del 4lgebra de Boole monédica A, en particular A’ es un algebra de
Boole, imagen homomoérfica del dlgebra de Boole A, entonces A’ queda completamente
determinada por medio del nicleo de homomorfismo, esto es por medio del conjunto
F = Nuc(h) = {z € A: h(z) =1}, donde 1’ es el 1ltimo elemento de A

Sabemos que F es un filtro. Vamos a demostrar que este filtro tiene la siguiente propiedad:
Si a € F entonces Va € F'.

En primer lugar observemos que de las condiciones H3 y H4 resulta H5) h(Va) =Vh(a), en
cfecto h(Va) = h(—3 — a) = (por H3) = —h(3 — a) = (por H4) = —3h(—a) = (por H3) =
—3 — h(a) = Vh(a). Andlogamente se prueba que las condiciones H3 y H5 implican la
condiciéon H4. Por lo tanto H4 es equivalente a HS.

Probemos que si o € F entonces Va € F. Por hipdtesis a € F, luego h(a) = 1', entonces
h(¥a) = Vh(a) =V1" =1 o sca Va € F. Esto nos lleva a la siguiente definicién.

Definiciéon 7.2 Sc dice que un filtro F de un dlgebra de Boole monddica A es un filtro
monddico si sc verifica la siquiente condicidn: Sia € F entonces Va € F

No todo filtro de un algebra de Boole monddica es monddico. En efecto consideremnos cl
dlgebra de Boole monddica indicada en la Figura 6.1. Entonces los operadores 3y V estan
dados por la siguiente tabla:

[rx”() bl(t]d](t]f‘l”
Jr |l Olat f 1|11
Ve [ O] alO0]0]ala]tf]|l

a

Tabla 7.1

El filtro F(d) = {d,1} cvidentemente no cs monadico ya que d € F(d) y Vd = a ¢ F(d).
Se verifica facilmente que los tinicos filtros monddicos son F(0), F(1), F(a) y F(f).

Si /i es un homomorfismo monddico de (A,3) sobre (4,3) y F es su niicleo, esto ¢s
F={xeA:h(x)=1},donde 1’ es ¢l dltimo elemento de A" Sabemos que cl dlgebra
de Boole A’ es isomorfa al algebra cociente A/F que sc obtiene en la forma conocida, esto
cs dos clementos a v b de A son cquivalentes (médulo F), si existe un elemento f € F
tal que a A f = bA fy eseribimos o = b(mdd F), esta relacion de equivalencia es como
sabemos compatible con las operaciones booleanas A, V y —, esto es una congruencia para
las algebras de Boole.

Representemos por |a| la clase de equivalencia cue contiene al elemento a. El conjunto de
todas las clases de equivalencia se algebriza por medio de las siguientes férmulas:

lal Vbl = |a vV B, Jal A Bl =laAbl, o] =]~ al

Se prueba sin dificultad que las clases |a. Vb], [a Ab| y | —a| no dependen de los elementos
clegidos en las clases |a] y |b].
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/

Para transformar el dlgebra de Boole A’ = A/F en un élgebra de Boole monddica definire-
mos un operador 3 sobre las clases de equivalencia del siguiente modo:

Jla| = {Fal.

Debemos probar que la clase lateral |3a| asi obtenida queda univocamente determinada,
esto es que si a = b (méd. F) entonces Ja = b (méd. F). En efecto por hipétesis existe
un elemento f de F tal que a A f = bA f, luego tendremos que a A FAVf=bAfAV],
esto es (1) a AVf =bAVf. Ademas como F es un filtro monadico, de f € F resulta que
(2) Vf € F. De (1) resulta que:

F(a AVSf)=3(bAVS)
y como Vf € K tenemos que
(3) JanvVf=3bAVSf

De (3) v (2) se concluye que Ju = b (mod. F).

Entonces A’ = A/F es un algebra de Boole sobre la cual estd definida univocamente un
operador 3. El homomorfismo natural de A sobre A’ h{a) = Ja| verifica la condicion
h(3a) = 3h(a) esto es que |Fa] = Jla] dado que esta es precisamente la definicion del
operador 3 sobre A’ y por lo tanto como se verifican las condiciones H1, H2, H3 y H4
resulta que A es un homomorfismo monddico de (A, 3) sobre (47, 3), o sea que (A',3) cs
un algebra de Boole monadica.

Los siguientes resultados se prucban en la forma habitual:

Lema 7.1 Sean A, A’y A” dlgebras de Boole monddicas, I/ © A — A" un eprmoTfismo,
Y- A — A wun homomorfismo. Si Nuc (') € Nue (h7), entonces existe un dnico
homomeorfimo h : A' — A” tal que h” =h o h'. Ademds:

1) Si b7 es un epimorfismo entonces h un epimorfismo.

2) Si h” es un epimorfismo y Nuc (h') = Nuc (h”), entonces h es un isomorfismo.

Corolario 7.1 Si A y A’ son dlgebras de Boole monddicas y h: A — A’ es un homomor-
fismo entonces h(A) es isomorfa a A/Nuc (h).

Luego todas las imdgenes homomérficas de un édlgebra de Boole monadica se obtienen, a
menos de isomorfismos, por la construccién indicada anteriormete. En efecto si Ay A
son slgebras de Boole monddicas y h : A — A’ es un epimorfismo, entonces Nuc (h) es un
filtro monédico de A , luego por el Corolario 7.1 concluimos que A’ = h{A) = A/Nuc (h).

Lema 7.2 Para que un filtro principal F(a) sea monddico es mecesario y suficiente que
a sea una constante esto es Ja = a o lo que es equivalente Va = a.

Dem. Condicién necesaria: Por hipétesis F(a) es un filtro monddico, entonces como
a € F(a) podemos afirmar que Va € F(a) esto es a < Va y como Va < a entonces Va = a.
Condicién suficiente: Supongamos que Ya = a y probemos que el filtro principal F (a) es
monddico, para ello sea © € F(a) esto es a < x luego Va < Vi y como a = Ya entonces
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« < Vr esto significa que Vz € F(a). Acabamos de probar que si ¢ € F(a) entonces
Vz € F(a) luego F(a) es un filtro monadico. O

Sabemos que si p, u son elementos de un dlgebra de Boole A tales que p < u, entonces el
conjunto S = [p,u] = {x € A: p < x < u} es un algebra de Boole, con primer elemento
p, ltimo elemento u, donde las operaciones V y A coinciden con las operaciones de A y el
complemento de un elemento 2 € S se define del siguiente modo &’ = pV(—zAu). Sip =0
entonces =’ = —a A u. Si consideramos la transformacién h : A — S = [0, u] definida por
h{x) = z A u, entonces el conjunto de los elementos invariantes por esta transformacién
es precisamente el conjunto S. Ademds h es un epimorfismo booleano de A en S, cuyo
nicleo Nuc (h) ={z € A:h(z) =u}={z€d:zru=u}={zx € A:u<a}=F(u),
coincide con el nilcleo del epimorfismo booleano natural ¢ de A en A/F(u) y por lo tanto
las dlgebras de Boole A/F(u) y S = [0, u] son isomorfas.

Si A es un algebra de Boole monddica y p,u € K(A) son tales que p < u entonces
S = [p,u] es un algebra de Boole monédica dado que si z € S esto es p < & < u entonces
p=dp <dx < Ju=u

Si (1) u € K(A) entonces la funcion b : A — S = [0, ] = (v] definida anteriormente es un
homomorfismo booleano y verifica ademés, teniendo en cuenta (1), Fh(z) = Iz Au) =
Iz Au = h(3z). Lucgo I es un epimorfismo monadico de A en S cuyo nicleo es F(u)
coincide con ¢l micleo del epimorfismo monddico natural ¢ de A en A/ F(u) y por lo tanto
las dlgebras de Boole monddicas A/F(u) y S = [0,%] = (u] son isomorfas, (ver Lema 7.1,
2).

Si F es un filtro monadico de un dlgebra de Boole mounddica A, notaremos Cp(a) en vez,
de la]. Acabamos de ver que st v € K entonces las dlgebras de Boole monddicas A/[u) y
(u] son isomorfas. En el curso de dlgebras de Boole demostramos ¢l siguicnte resultado:
sia € (u] entonces Clyy = [, 2V —u]. Por lo tanto si conocemos el diagrama de Hasse de
A se determina en forma inmediata las clases de equivalencia.

Ejemplo 7.1 Sca A ol dlgebra de Boole monddica indicada en la Figura 6.1, entonces
cristen 4 filtros monddicos, a saber F(0) = A, F(a), F(f). F(1) = {1}. Las tmdgcenes
homomdrficas de A son: AJF(0) =AJ/A= {0}, A/F(1)= Ay

AJF(a) Q1|  A/F(f) 1] = {f.1}
{b,d} = |b] le] = {c¢, e}
B 10] Figura 7.1 0] = {0, a}

7.2 Filtros monadicos

Definicion 7.3 Si X es un subconjunto de un dlgebra de Boole monddica A llamare-
mos filtro monddico generado por X a la interseccion de todos los filtros monddicos que
contienen a X, y lo notaremos FM(X).
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De esta definicién resulta inmediatamente que X € FM(X) y que FM(X) es el menor
filtro monadico que contiene a X. Ademés es claro que FM @)= {1}.

Si representamos por F(X) el filtro generado por el conjunto X C A entonces es claro
que: F(X) € FM(X). Recordemos el siguiente resultado:

Lema 7.3 Si X # 0 entonces:
1) F(X)={y € A: existen z1,%3,...,%; € X tales que /r\ z; <y}
i=1
2) Si X werifica “zy ANz2 € X cualesquiera que sean xq,z2 € X7 entonces:
F(X)={yc A: existe z € X talque z <y}
Lema 7.4 Si X C K = K(A) entonces F(X) es un filtro monddico de A.

Dem. Seay € F(X) luego por el Lema 7.3,1) existen (1) wy,2,..., 4 € X tales que
1
a=Az; <y De(1)y X CK resulta que Va = a. Por (2) tenemos a = Vo < Vy

y por lo Ltzllnt() vy € F(X). O
Si X es un subconjunto de A notarcmos:
IX ={Te:rve X}, VX={Vr:izeX}, —X={-w:z€ X}
Lucgo un filtro F ¢s monddico si y solamente si VF & F.
Lema 7.5 FM(X) = F(VX), cualguiera que sca X C A.

Dem. Si X =0 entonces FM(X) = {1} y ¥X =0 luego F(VX) = F(0) = {1}.

Sea X # 0. Como X C FM(X) entonces VX C VEM(X) C FM(X) y como FM(X) es
un filtro tenemos que F(VX) C FM(X).

Si probamos que X C F(VX), como VX C K y por el Lema 7.4 F(vX) es un filtro
monddico entonces FM(X) C F(VX).

Sea z € X luego Vz € VX C F(VX), por lo tanto como F(V.X) es un filtro y Vo < @
tenemos que x € F(VX). Acabamos asi de probar que X C F(VX). a

Notaremos por FM(a) al filtro monddico generado por el conjunto {a}, al cual deno-
minaremos filtro monédico principal generado por a. Luego por el Lema 7.5 tenemos
que:

FM(a) = F(VYa) = [Va).

Si X C Ay a € A, notaremos FM(X,a) al filtro monadico generado por el conjunto
X U {a}.
Lema 7.6 1) FM(X,a)={y€ A:Va —y € FM(X)}, dondex —y=—-zVy.

2) FM(a)={y€ A:Va—y=1}.

3) Si X es un filtro monddico FM(X,a) = F(‘X, Va).
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t
4) FM(X)={y€ A: existen z1,2,...,4, € X talesque (/A Vz;) —y =1}

1=1

Dem.

1) Por el Lema 7.5 sabemos que:
FM(X,a) =F(¥VX,Va)={y€ A:Va—y € F(VX)} =
{y € A:Va—ye FM(X)}.

2) Por 1) tenemos que FM(a) = FM(0,a) = {y € A:Va — y € FM(0) = {1}}.
3) Resulta inmediatamente de 1) y que por hipétesis FM(X) = X.
4) Es una consecuencia de los Lemas 7.3, 1) y 7.5.

O

Lema 7.7 Si F es un filtro monddico de A entonces VF es un filtro de K = K(A),
VF = FNK ysi F es propio entonces YE es un filtro propio de K.

Den.
1) VF # (.
En cfecto como 1 € F entonces 1 = V1 € VF luego VF # (.
2) Si ky,ky € VF cntonces by A ky € VE.

Como F ¢s monadico VE C F, luego de ky, ky € VF C F resulta By, ky € F y como
F ¢s un filtro tenemos ky Aky € F, Tuego V(k Aky) € VE. Pero Y(ky Aky) = ky ANk
lucgo by A ky € VE.

3) Sik, €VF y hy € K es tal que by < ky entonces by € VF

Por hipotesis ky € VF esto es by =V f; donde fi € F, y como F es monddico k) € F,
luego de Ay < ky se deduce que ky € F, por lo tanto ky = Vky € VF.

Probemos que VF = FN K. Six € VF entonces x = Vf con f € F luego » € Ky como
F ¢s monadico @ = Vf € F, luego x € F N K. Reciprocamente si . € FN K, entonces
r € FyVr=ux Lucgox=Vr € VF,

Si VF = K entonces 0 € VE esto es 0 =Vf con f € F y como F es monddico tendriamos
0 =Vf € F, absurdo. O

Observacion 7.1 Sea F = F(c) el filtro del dlgebra de Boole monddica A indicada en la
Figura 6.1, entonces VE = {a,1} no es un filtro de K(A).

Lema 7.8 Si Foes un filtro de A entonces AF es un filtro de K = K(A) y si F es propio
entonces AF es propio. Ademas AF = FN K.

Dem.

1) 3F #£0.
Como 1 € F entonces 31 =1 € F, luego d1 € 3F.
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2) Si ki, ky € IF entonces k1 A ks € JF.
Por hipétesis ky = 3f; donde (1) f1 € F y ka = 3f2, donde (2) fo € F. Luego (3)
ky A ke = 3fy A 3fy = 3(fi A 3f2). Por otro lado de (2) v fa < 3fy resulta por
ser F un filtro, que (4) 3f, € F. Luego de (1) y (4) resulta por ser F" un filtro que
(5) f1 A 3fz € F. Finalmente de (3) y (5) tenemos que k1 A k3 € 3F.

3) Sik, € 3F y ky € K verifica k; < k2 entonces k, € 3F.
Por hipétesis (1) k; = 3f1 donde (2) L€ F, (3) Fka=hka y (4) k1 < ky. Como (5)
f1 < 3f,, entonces de (2) y (5) resulta por ser F' un filtro que (6) 3f; € F. Luego
teniendo en cuenta (1) y (4) tenemos (7) ki = 3fy < ky, de (6) ¥ (7) se deduce
por ser F un filtro que ky € F luego por (3) Jk, € F y como kz € F entonces
ky = Jkg € AF.

4) Si F es propio entonces 3F es un filtro propio de K.
Supongamos que 3F = K. Como 0 € K entonces 0 = 3f donde f € F, y como
f < 3f resulta que f =0y por lo tanto F' = A, absurdo. ’

5) Six € FNK entonces z € F'y dz =, esto ¢s Ju € F, donde x € F luego x € IF.
Reciprocamente si x € 3F entonces (1) z = 3f con (2) f € F, luego de (1) resulta
que x € K,y de (2) vy f < 3f resulta que x = 3f € F.

O

Ejeinplo 7.2 Consideremos el dlgebra de Boole monddica A indicada en la Figura 0.1,
cuyo conjunto de constantes es K = {0, 4, f, 1}. Considercmos los siguicntes filtros de A
esta dlgebra:

1) F(b) = {b,d, f,1} entonces 3F(b) = {f,1} y F(3F (b)) = {f,1}.
2) F(a) = {a,e,d, 1} entonces 3F(a) = {a,1} y F(3F(u)) = F(a).

Lema 7.9 Para que un filtro F sea monddico es necesario y suficiente que cuista X C K

tal que F(X) = F.

Dem. =) Sea F un filtro monadico. Por el Lema 7.5 F (VF) = FM(F), y como F
es monddico FM(F) = F, luego F(VF) = F, donde VF C K. Ademas por ¢l Lema 7.7
sabemos que VF = FN K.

=) Sea (1) X C K tal que F(X) = F. De (1) resulta por el Lema 7.4 que I = F(X)
es monédico. O

Lema 7.10 Si Q es un filtro de K entonces VF(Q) = Q.

Dem. Como Q C K resulta por el Lema 7.4 que F(Q) es un filtro monddico, luego por
el Lema 7.7 VF(Q) = F(Q) N K. Pero F(Q)N K = Q. En efecto como @ C F(Q)y
Q C K entonces Q C F(Q)N K. Sea v € F(Q) N K entonces (1) © € FQ)y (2 z€K.
Como Q es un filtro de K entonces verifica la condicién indicada en el Lema 7.3, 2) y por
lo tanto de (1) resulta que existe (3) g € Q tal que (4) ¢ < z. Luego como () es un filtro
de K, de (2), (3) y (4) se concluye que z € Q. a

Lema 7.11 Si Q es un filtro de K entonces F(3Q) es un filtro monddico.
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Dem. FEs una consecuencia inmediata de 3Q C K y el Lema 7.4. O

Representaremos por FM(A) el conjunto de todos los filtros monédicos de Ay por F (K)
el conjunto de todos los filtros de K. Sabemos que (FM(A), Q) y (F(K), &) son conjuntos
ordenados.

Lema 7.12 La transformacion a(F) =VF establece un isomorfismo entre los conjuntos
ordenados FM(A) y F(K).

Dem. En efecto sabemos por el Lema 7.7 que si F' es un filtro monddico, entonces
VF = FNK esun filtro de K, y como F es un filtro entonces por el Lema 7.8 FNK =4dF,
luego JF =VF.

(i) Si F\, Fy son filtros monddicos tales que Fy C Fy entonces a(Fy) C a(F).

D¢ Iy C F, resulta inmediatamente que o F1) = 1IN K C RN K = o Fy).

(ii) Si F1, Fy son filtros monddicos tales que a(Fy) C a(F,) entonces Fy C Fy.

En cfecto sea f € Fy luego como Fy es monddico Vf € FiNK = a(Fy) y como a(Fy) C
(Fy) = F» N K tencmos que Vf € Fy, luego como V f < f concluimos quc f € Fy.

(iii) Dado un filtro Q de K existe un filtro monddico F de A tal que o(F) = Q.

Por ¢l Lema 7.4 sabemos que F(Q) es un filtro monddico de A, luego o F(Q)) = F(Q)NK.
En ¢l Lema 7.10 vimos que F(Q) N K = @, luego o F(Q)) = Q. -

De (i), (i) v (iii) resulta que « es un isomorfismo de orden. O

Observacién 7.2 1) Si Q e¢s un filtro de K(A) entonces a Q) = F(Q) = F(VQ) =
FM(Q).

2) Si P es un filtro monddico sabemos por el Lema 7.8 que «(P) =3P es un filtro de K
entonces P = o~ '(3P) = F(3P).

Lewma 7.13 Si Foes un filtro monddico de A y h: A — A/F ¢l homomorfismo natural,
entonces la restriccion de hoal conjunto K(A) es un epimorfismo boolcano de K(A) en
K(A/F) que ticne por niicleo a 3F =V F| y por lo tanto K(A)/3F y K(A/F) son dlgebras

de Boole isomorfas.

7.3 Filtros ultramonadicos

Sca P ¢l conjunto de todos los filtros monadicos propios de un dlgebra de Boole monadica,
no trivial, 4. Es dlaro que (P, <) es un conjunto ordenado.

Lema 7.14 El conjunto ordenado (P, C) es immductivo superiormentc.

Dem.  Sea C = {M;}ier una cadena de P. Vamos a probar que M = |J M; es un
icl
elemento de P. En el curso de dlgebras de Boole, probamos que la unién de filtros propios

¢s un filtro propio, luego M lo es. Probemos qué M es monadico. En efecto st m € M,
entonces existe ¢ € I tal que m € M; y como M; es un filtro monddico tenemos quc
Y € M; C M, y por lo tanto Vm € M. O

Del Lema precedente resulta por el lema de Zorn que el conjunto ordenado P tiene por
lo menos un elemento méximo. Esto nos conduce a la siguiente definicién:

Definicion 7.4 A los clementos mdzimos de P, esto es a los filtros monddicos mazimales,
daremos el nombre de filtros ultramonddicos.
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Noteremos con M o M(A) al conjunto de todos los filtros ultramonddicos de A.
Lema 7.15 Todo filtro monddico propio F estd contenido en un filtro ultramonddico.

Dem. Sea P(F) el conjunto de todos los filtros monadicos propios que contienen a
F. Es claro que toda cadena de P(F') tiene un supremo que pertenece a P(F). Luego
P(F) es inductivo superiormente y en consecuencia, por el lema de Zorn, este conjunto
ordenado tiene por lo menos un elemento méaximo, esto es existe M € P(F) tal que
F C M. Probemos que M € M. En efecto como-P(F) C P entonces M € P ademas sl
P € P es tal que M C P entonces como F C M tendremos que F' C P, donde P € P
luego P € P(F) y por lo tanto P = M. Esto prueba que M € M. - a

Lema 7.16 Si M es un filtro ultramonddico de un dlgebra de Boole monddica entonces

M = F(3M).

Dem. Como M es un filtro entonces AM C M y por lo tanto F(IM) C F(M) =
M. Reciprocamente sea m € M luego como M es monddico entonces Vm € M luego
Vin = 3vm € 3M C F(3IM), luego como Vm < m y F(IM) es un filtro tenemos que
m € F(3M). Obscrvemos que M es en particular un filtro propio de A entonces por cl
Lema 7.8 IM es un filtro propio de K = K(A). a

Teorema 7.2 Si U es un wltrafiltro del dlgebra de Boole monddica A, F(3U) es un filtro
wltramonddico, F(3U) C U y es el dnico filtro ultramonddico contenido en U.

Demn.  Sabemos por ¢l Lema 7.8 que 3U es un filtro propio de K = K(A4), luego por cl

Lema 7.11 F(3U) es un filtro monddico. Probemos que M = F(JU) es propio. En cfecto

si F(3U) = A entonces 0 € F(3U) luego por el Lema 7.3 existen (1) @y, wn, ..., € 3U
t

tales que (2) A @ = 0, pero como 3U es un filtro de K (A), por (1) resulta que (3)
i1

[4
A x; € AU. De (2) y (3) resulta 0 € 3U y por lo tanto 3U = K (A), absurdo.

L==1

Supongamos que existe un filtro monddico propio M, tal que 4y M C M, y seax €
My \ M. Como M, es un filtro monddico entonces (5) Vo € My y como Vo < @ es claro
que Va ¢ M. Como Vz € K\ M entonces Yz ¢ U y por lo tanto como U es un ultrafiltro
de A, —Vz € U. Ademas como —Vz € K tenemos que —Vz € KNU =3U C F(3U) =M
luego (6) —Vx € M. Por lo tanto de (4) y (6) resulta (7)—Va € M,. De (5) y (7) tenemos
que 0 = VY A —Vz € M, luego M; = A, absurdo.

Como U es un filtro entonces 3U C U y por lo tanto F(3U) C F(U) = U.

Sea M, un filtro ultramonadico tal que M; C U, entonces F(IM,) C F(IU) = M. Pero
como M es un filtro ultramonadico entonces por el Lema 7.16, M; = F(3M,). O

Vamos a demostrar que todos los filtros ultramonédicos de un dlgebra de Boole monadica
A pueden obtenerse en la forma indicada en el teorema anterior.

Lema 7.17 Si M es wltramonddico existe un ultrafiltro U tal que M C U y F(3U) = M.

Dem. Como M es un filtro ultramonddico de A, en particular M es un filtro propio,
y por lo tanto existe un ultrafiltro U tal que M C U. Por lo tanto IM C JU y en
consecuencia F(3M) C F(3U). Por el Lema 7.16, sabemos que F(IM) = M luego (1)
M C F(3U). Pero por el Teorema 7.2, F(3U) es un filtro ultramonddico. De (1) y (2)
resulta que M = F(3U). o
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Observacién 7.3 Consideremos el dlgebra de Boole monddica A indicada en la Figura
6.1, M = F(f) es un filtro ultramonddico y F(b) y F(c) son dos ultrafiltros de A difer-
entes, ninguno de ellos contenidos en F(f) tales que 3F(b) = M = AF(c) y por lo tanto
F(3F(b)) = M = F(3F(c)).

Observacién 7.4 Si M es un filtro ultramonddico de un dlgebra de Boole monddica A
entonces a(M) = 3M es un ultrafiltro del dlgebra de Boole K(A), dado que o es un
isomorfismo de orden (ver Lema 7.12).

Lema 7.18 En un dlgebra de Boole monddica A las siguientes condiciones son equiva-
lentes: ver L. Monteiro ([23]) '

1) M es un filtro ultramonddico.
2) Sia g M eviste m € M tal que Va A =0.

3) SivVaVvbe M entoncesa € M ¢b e M.

o

)
)
4) Sia ¢ M entonces —Va € M.
) Sia,b¢ M entonces Va — bVb—a€ M.

Dem. 1 = 2) Teniendo cn cuenta el Lema 7.6, 3) M' = FM(M, a) = F(M,VYa) =
{r € A:mAVa <z, con m€ M} Lucgo M C M' = FM(M,a) y como por hipitesis
a ¢ M tenemos mds precisamente que M C M = FM (M,a). Sim AVa # 0 para todo
m € M, entonces M’ serfa un filtro propio que contiene propiamente a M absurdo.

2 = 3) Sia ¢ M cntonces por 2) existe m € M tal que VaAm = 0. Lucgo (VaVvb)Am €
M. Pero (VaVvb) Am = (YaAm)V (bAm) =0V (bAm) =DbAm. Por lo tanto bAm € M
y como bAm < by M cs un filtro tenemos b € M.

3 == 4) Como VaV —Va=1€ M y a ¢ M cntonces Va ¢ M lucgo por 3) —Va € M.
4= 5) Dca¢ M resulta por 4) que =Va € My por lo tanto Va — b = —Va v be M.
Andlogamente se¢ prucha que Vo — o € M.

5 == 1) Supongamos que M no cs ultramonddico, entonces existe un filtro ultramonadico
M* tal que M € M* C A. Scana € M*\ M y (i) b € A\ M~, luego o,b ¢ M, lucgo
por la hipitesis hecha Vo — b € M y en consecuencla (i) Va — b € M*. Como a € M~
entonces (iii) Va € M*. De (ii) y (iii) se deduce que

Va Ab= (Ya A —Va)V (Va Ab) =Va A (Va— b) € M
luego como Ya Ab < by M* ¢s un filtro tenemos que b € M*, 1o que contradice (i). O

Lema 7.19 Si M es un filtro ultramonddico entonces (M N K)U(-M NK) = K y
(MNE)N(—-MNK)=0. :

Dem. Sea X = (MNK)U(—MNK). Bs claro que X C K. Seak € Ksik e M
entonces k € M N K y por lo tanto k € X. Si k ¢ M entonces por el Lema 7.18, 4)
—Vk € M pero como k € K entonces —k € M y por lo tanto k € —M y en consecuencia
Le -MnNK,luego k € X.

Supongamos que existe k € (M NK)N(—MNK),estoes () k € K, (i) ke My (iil)
k € —M. De (iii) resulta (iv) k = —m con (v) m € M y por lo tanto (vi) —k =m € M.
De (ii) y (vi) resulta 0 = —k A k € M, lo que contradice que M es un filtro propio. O
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Corolario 7.2 Si M es un filtro ultramonddico de A yk € K entoncesk € M dke—M.

Observacién 7.5 Consideremos el filitro monddico F(1) del dlgebra A indicada en la
figura 2 entonces emisten constantes de A que mo pertenecen a F(1) y tampoco a —F(1),
por ejemplo a € K ya ¢ F(1) ya ¢ —F(1).

Teorema 7.3 Todo filtro monddico propio es interseccidn de filtros ultramonddicos.

Dem. Sea F un filtro monédico propio del dlgebra de Boole monddica Ay a ¢ F. Como
A es en particular un 4lgebra de Boole y en toda 4lgebra de Boole se verifica “todo filtro
propio es interseccion de ultrafiltros”, Tuego como F es un filtro propio de A existe un
ultrafiltro U tal que F C Uy ademds a ¢ U. Sabemos por el Teorema 7.2 que M = F(3U)
es un filtro ultramonddico. Ademas F C F(3U) C U, luego a ¢ M. a

Corolario 7.3 Si A es un dlgebra de Boole monddica, no trivial, entonces la intersecciin
de todos los filtros ultramonddicos de A es igual al conjunto {1}.

Dem.  Basta observar que F(1) = {1} es un filtro monadico propio, luego intersecciéon
de filtros ultramonadicos, v en particular _de todos los filtros ultramonadicos. O

Recordemos cl siguiente resultado:

En toda dlgebra de Boole A para que U sca un wltrafiltro principal, esto es U = F (a), con
a € A es necesario y suficiente que a sea un dtomo de A.

Sca A un dlgebra de Boole monddica, y U un ultrafiltro principal, estoes U = F(a), 0 € A
y a dtomo de A. Por ¢l Teorema 7.2 sabemos que 3U ¢s un ultrafiltro de K = K(4). Si
k € K vamos a notar Fy (k) el filtro principal, generado en cl algebra de Boole K por
¢l elemento k. Probemos que 3U es un filtro principal de K, mas precisamente vamos a
demostrar que 3U = Fg(3a). Como a € U entonces Ju € 3U. Sea x € Fi(3a), entonces
(1) 3a < z, (2) 2 € K. Como Ju € AU, 3U es un filtro de K, de (1) y (2) resulta x € 3U.
Reciprocamente si z € 3U entonces 2z = Ju con u € U = F (@) luego a < u 'y por lo tanto
Ju < Fu = z, esto es x € Fi(Ja). Luego como JU es un ultrafiltro de K, Ja es un dtomo
de K.

Acabamos asi de probar que:

Lema 7.20 Si a es un dtomo del dlgebra de Boole monddica A entonces Ja es un datomo
del dlgebra de Boole K (A).

Observacion 7.6 La reciproca de este Lema no es verdadera. En efecto, si A es un
dlgebra de Boole, con mds de dos elementos, sobre la cual estd definida el cuantificador
existencial simple, entonces K(A) = {0,1} y por lo tanto el tinico dtomo de K(A) es el
elemento 31 = 1, y como A tiene mds de dos elementos 1 no es dtomo de A.
Observemos ademas que si A es un dlgebra de Boole sin dtomos y sobre A estd definida
el cuantificador existencial simple, entonces K(A) tiene dtomos y A no los tiene.

Si A es un &lgebra de Boole monadica finita y b € A(K(A)) entonces b = Ja cualquiera
que sea a € A(A) tal que a < b. En efecto como b € A(K(A)) entonces b # 0, luego



38 A. Monteiro y L. Monteiro

t
b=V a; con a; € A(A) para 1 <1 <t, luego

i=1

y como 0 < Ja; < by bes un atomo de K(A) entonces (1) Jai = 0 6 (2) Ja;, = b. Pero si
se verificara (1) entonces como a; < Ja; tendriamos que a; = 0, absurdo.

7.4 Algebras de Boole monadicas simples

Como F(0) = Ay F(1) = {1} son filtros monddicos entonces A/F(0) = A/A es un
dlgebra con un solo elemento y A/F(1) = A, son imédgenes que se denominan smdgenes
homomdrficas triviales.

Definicién 7.5 Un dlgebra de Boole monddica se dice simple st contiene mds de un
elemento y st sus dnicas imdgenes homomdrficas son isomorfas a A 6 a un dlgebra con
un solo elemento.

Teorcina 7.4 Para que un dlgebra de DBoole monddica A con mds de un clernento sca
simple es necesario y suficiente que el cuantificador 3 sea stmple (cadtico).

Dem. =) Sca A con mas de un clemento y simple. Esto significa que los inicos filtros
mouddicos son F(0) y F(1). Por lo tanto F(1) cs un filtro ultramonddico de A. Por cl
Corolario 7.2 sabemos que si kb € K entonces k € F(1) 6 k € —F(1), estoes bk =16
k= —1=0, porlo tanto K = {0,1} lnego 3 es el cuantificador caotico.

+=) Supongamos qu¢ 3 es simple, esto es 3(0) =0y s # 0z =1, luego K = {0,1}.
Sabemos F(1) es un filtro monadico. Sea Fun filtro mondadico de 4, supongamos que
F s F(1) cntonces existe 2 € F (% 1), luego Vi = 0y como F' es monddico entonces
0 € F cesto es F = F(0). Por lo tanto los dos unicos filtros monddicos de esta dlgebra
son F(0) = Ay F(1), lucgo sus dos inicas imagenes homomorficas son A/F(0) = {0} ¥
A/F(1) =2 A, lo que prucba que A cs simple. O
Podriamos haber claborado la teoria de homomorfismos tomando como micleo los ideales
monddicos, csto es los ideales T tales que “ St a € I entonces da € I7.

Lema 7.21 Si F es un fillro monddico de A entonces I = —F es un tdeal monddico.

Demn. Sabemos que I es un ideal. Sea o € I, esto ¢es a = —f con f € F, luego —a = f.
Como F es un filtro monadico entonces Vf € F, y por lo tanto da = =V —au = —Vf €
—F =1, ’ O

Andlogamente se puede demostrar ue :

Lema 7.22 Si I es un ideal monddico de A entonces F' = —I es un filtro monddico.

Si F es un filtro monddico del dlgebra A, sea h: A — A’ = A/F el homomorfismo natural,
sabemos que F' = h™!(1). Se prueba sin dificultad que I = —F = h~1((').
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Teorema 7.5 $i A es un dlgebra de Boole monddica, no trivial. Para que A" = A/F
sea un dlgebra de Boole monddica simple es necesario y suficiente que F' sea un filtro
ultramonddico de A.

Dem. =) Supongamos que A’ es simple, esto es A’ es no trivial, y en consecuencia
F es propio y K(4’) = {0",1’}. Sea h : A — A’ el homomorfismo monddico natural (o
canénico). Como h(Ja) = 3h(a) entonces h transforma constantes de A en constantes
de A'. Ademas F = h~'(1") e I = h™1(0') luego las constantes de A estan en F o en I.
Sabemos por el Lema 7.8 que el conjunto de las constantes del filtro propio F, esto es
JF = KN F, es un filtro de propio de K. Analogamente a lo demostrado en el Lema 7.8
se prueba que el conjunto de las constantes de un ideal propio de A es un tdeal propio de
propio de K. Por lo tanto el conjunto de las constantes de I, esto es dI=KnNI, esun
ideal de propio de K. Ademds este filtro y este ideal son complementarios en K, esto es
JFU3l = K y 3F N 3I = 0, luego IF es un filtro primo del dlgebra de Boole Ky cn
consecuencia un ultrafiltro de K. Luego por Teorema 7.2 el filtro generado por 3F en A
os un filtro ultramonsdico. Pero ademds, ver Obscrvacion 7.2, 2 F(3F) = F.

=) Sea F un filtro ultramonddico de A y probemos que A= A/F ¢s simple, como F es
propio entonces A’ tiene mds de un elemento. Probemos que si a' € A, o # (O entonces
Jo' = 1'. Sea I : A — A’ ¢l homomorfismo monddico natural y ¢ € A tal que h(a) = d’,
lnego como o' # 0 entonces a ¢ I = h7'(0"). Como F es ultramonadico, (ver Corolario
7.2) cualquier constante de A estd en F o en [ = —F, entonces Ja € F pues si du € 1,
como ¢ < Jau entonces ¢ € I. De Ju € F resulta que Ju’ = Ih(a) = h(FJu) = 1. a

Si (1) F(a) es un filtro ultramonddico, en particular F(a) es monddico luego por cl
Lema 7.2, a € K. De (1) resulta por ¢l Teorema 7.5, que A/ F (a) es un dlgebra de Boole
monadica simple y vimos que A/ F(a) 2 [0, a]. Por ¢l Lema 7.13, K(A/F(a)) y K/3F(a)
son algebras de Boole isomorfas. Pero por la Obscrvacion 7.4, 3F () es un ultrafiltro
de K, luego K/3F(a) s un algebra de Boole simple, esto c¢s tiene 2 elementos y por lo
tanto K[A/F(a)] = K([0,a]) tiene dos elementos. Por lo tanto K([0,a]) = {0, a}, y en
consecuencia « es un atomo de K.

Acabamos asi de probar:

Lema 7.23 Si F(a) es un filtro ultramonddico entonces a es un dtomo de K.

Lema 7.24 Si A es un dlgebra monddica simple y G un subconjunto de A tal que
SM(G) = A entonces SB(G) = A. (L. Monteiro, [24]).

Dem. Por definicién G C SB(G). Para probar que SB(G) = A es suficiente demostrar
que SB(G) es una subilgebra monddica, esto es que “si a € SB(G) entonces Ja €
SB(G).” Como por hipétesis K(A) = {0,1} entonces K(A) € SB(G) y como Ja € K(A)
tenemos que Ja € SB(G). g

Corolario 7.4 Si A es un dlgebra monadica simple, G C A, N[G] =n y SM(G) = A
entonces A es finita. (L. Monteiro, [24])

Dem. Por el Lema 7.24, SB(G) = A y es bien conocido que como N|[G] = n entonces
N[SB(G)] < 2¢7. | 5
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Lema 7.25 Si A es un dlgebra monadica, G C A, N[G] =n, SM(G) = A y M es un
filtro ultramonddico entonces el dlgebra cociente A’ = A/M es finita. (L. Monteiro, [24])

Dem. Seah: A — A = A/M el homomorfismo natural de A sobre A’, entonces sabemos
que A’ = h(A) = h(SM(G)) y que A’ es simples, luego por el Lema 7.24 tenemos que
A’ = SB(h(G)). Luego como 1 < N[h{g)] < n tenemos finalmente:

1< N[A] <207,
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8 Producto subdirecto de algebras de Boole
Monadicas

Dada una familia {(A;, 3)}icr no vacia de dlgebras de Boole monddicas, sabemos que el

conjunto A = [] A; es un dlgebra de Boole. Si a € A entonces a = (a;)ie; donde a; € A;.
icl
Si ponemos por definicién Ja = (Ja;)ier, entonces:

Teorema 8.1 El sistema (A,3) que acabamos de definir es un dlgebra de Boole monddica.
El 4lgebra de Boole monddica que acabamos de definir se denomina producto directo o

cartesiano de las dlgebras de Boole monddicas {(A;,3)}ier y se nota A = [] A;.
i€ef

Consideremos la proyeccién II; de A sobre A; definida por I;(¢) = a; € A;. Sabemos que
II; es un homomorfismo booleano de A sobre A;; probemos que II; es un homomorfismo
monddico. En efecto, I;(Fa) = IL((3ai)ier) = Ju; = I, (a).

Definicién 8.1 Si A’ es una subdlgebra del dlgebra A tal que IL(A") = A; para todo i € I,
diremos que A’ es producto subdirecto de las dlgebras monddicas A;.

Ejemplo 8.1  a) Sean A, y Ay las dlgebras de Boole monddicas indicadas en lo figura
y consideremos el producto directo A = Ay X As.

(1,1)

(1,a)

A1 AQ a b

(0,0)
A= Al X A2
Figura 8.1

Como se reconoce de la definicion de producto directo, un elemento de A = [] A;
es constante st y solo si todas sus coordenadas son constantes, y por lo tant;e,jlas
constantes del dlgebra A; x Ay son: (0,0),(0,1),(1,0),(1,1).

Las subdlgebras de A = Ay x Ag son: A, {(0,0),(1,1)} y el dlgebra formada por las
constantes, esto es: K = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.

Solamente A es producto subdirecto de las dlgebras dadas. En este caso no hay
subdlgebras propias que sean producto subdirecto.

Indicaremos ahora un ejemplo de un producto directo P de dlgebras de Boole mo-
nddicas tal que P contiene una subdlgebra propia que es producto subdirecto de las
algebras dadas.
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b) Dada el dlgebra de Boole monddica A, indicada en la Figura 8.1, sean By = By =

Ba = A,. Consideremos el dlgebra de Boole monddica P = By X By x By = A‘;’, que

tiene el siguiente diagrama:

(0,1,1)

(0,1,0)

1 (0,0,0)

Figura 8.2

Todos los clementos de I son constantes, esto es, 3 es discreto.  Por lo tanto,
toda subdlgebra boolcana de I es wn dlgebra monddica. Consideremos la subdlgcbra
monddica: A" = {(0,0,0),(0,1,0),(1,0,1),(1,1,1)} y cncontremos sus PTOYCCCLONCS
sobre los respectivos cjes. Asi tendremos: I (A') = By, Iy(A") = By, I13(A") = Bs.
Luego A’ es una subdlgebra propia de P que es un producto subdirecto de tres dlgebras
iquales a Ay.

Obsecrvacion 8.1 La condicion IL(AY) = A; significa que sobre ¢l cje Ay ninguna de las
coordenadas cs indtil. Pero esto mo significa que no caistan ¢jes en exceso.

Hemos visto que el dlgebra A’ indicada en la Figura 8.2 ¢s un producto subdirecto de
P = A}, pero es facil ver que A' es un producto subdirecto de dos algebras iguales a A,
En efecto, seca I = B, x By. Entonces cs evidente que A’ = Py; esto significa que la
reprosentacion de un dlgebra de Boole monddica como producto subdirecto de algebras
simples no estd en general univocamente determinada.

Se plantea el problema de la economia en el nimero de ejes coordenados. Observemos
también que un algebra de Boole monddica A puede ser representada como producto
subdirecto de un nimero arbitrario de dlgebras todas iguales a A. En efecto, sea {A; }ier

con A; = A,y P =] A = A'. Consideremos la diagonal A’ de P, esto es, el conjunto de
i€l

todos los elementos de P que tienen todas las coordenadas iguales, esto es, los elementos

de la forma o = (a;)ies, con a; = a para todo 7 € I.

Es evidente quc:

1. A es isomorfa a A’. El isomorfismo es la transformaciéon 8 que a cada elemento
a € A le hace corresponder el elemento ((a) = (a;)ics, con a; = a para todo 7 € I.
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I1,(A) = A; = A, y por lo tanto A es isomorfa a un producto subdirecto de P.

Observacién. En este caso cada una de las proyecciones es un isomorfismo. Esto indica
que seria suficiente tomar un solo eje.

Definicién 8.2 Se dice que un dlgebra A es subdirectamente reducible si A es isomorfa

a una subdlgebra A’ de un producto directo P =[] Ai, en forma tal que:
il

1. IL;(4") = A, cualquiera que seat € I.
2. Ninguna de las proyecciones es un somorfismo.

Un dlgebra se dice subdirectamente irreducible en caso contrario.

Vamos a demostrar los siguientes resultados:

1. Las tnicas dlgebras de Boole monddicas subdirectamente irreducibles son las dlge-
bras simples.

10

Para que un algebra de Boole monddica, con mas de un clemento, sca subdirecta-
mente reducible ¢s necesario y suficiente ¢ue ella no sca simple.

Definicion 8.3 Dado un filtro wltramonddico M de un dlgebra de Boole monddica A, al
dlgebra AJM, que es simple, se le da el nombre de modelo del dlgebra A.

Teorema 8.2 Toda dlgebra de Boole monddica A con mds de un clemento, es isomorfa
a un producto subdirecto A’ de todos sus modelos.

Demn.  Sea {M;}ic; la familia de todos los filtros ultramonddicos de A. Si pouemos
A/M; = A;, entonces {A; }ies es la familia de todos los modelos de A. Sea P = ITA ym;
i€l

el homomorfismo natural de A sobre A;. A cada elemento f € A, hagamos corresponder
la funcién F definida sobre I en la siguiente forma: F (i) = m(f) = fi, fi € A..

F es un elemento de P, visto que para cada i € I, F(i) = f; € A,

Queda asi definida una transformacién 3 : 8(f) = F € P.

Vamos a probar que el conjunto A’ = B(A) es una subdlgebra monddica de P isomorfa a
A. Probemos que 8 es un homomorfismo monéadico.

1. B(fvg)=B(f)V Bg).
Pongamos h = f Vv g; B(h)=H, B(f)=F, Blg) =G.
H@E) =my(h) =mi(fVg) =m mi(g) = F(i) V G(1), para todo = € I. Luego
B(h) = B(F) v Blg)-

2. Andlogamente se demuestra que B8(f A g) = B(f) A B(g)-

3. B(=1) = =B
Seah=~—f, g(h)y=H, B(f) =
H(1) = mi(h) = mi(—f) = —m;(f) = —F(4), para todo i € [.
Luego H = —F, esto es, B(—f) = —B(f)-
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4. p(3f) =38(f)
Sean h = 3f, H=f(h), F=p(f),
luego H(i) = my(h) = m;(3f) = A(ms(f)) = 3F(7), para todo ¢ € I.
Luego H = 3F, o sea, B(3f) = 3B(f).

Luego § es un homomorfismo monddico de A en P.

Observemos que de los resultados anteriores A’ = B(A) es una subdlgebra monadica de
P. Para probar que  es un isomorfismo basta probar que 3 es biunivoca.

Sean f,g € A, f # g. Entonces, o bien f £ g 6 g £ f. Supongamos que f £ g.
Entonces existe un wtrafiltro U de A que contiene a f sin contener a g. Sea M; el filtro
ultramonadico engendrado por las constantes de U, esto es, M; = F(3U).

Para probar que F = 3(f) # B(g) = G, basta probar que F' (4) # G(i). Pero F(i) = mi(f);
G(i) = my(g). Como m; es el homomorfismo natural de A sobre A/M; = A;, mi(f) es la
clase lateral (mod M;) que contiene a f, esto es, m;(f) = |f|. Andlogamente, mi(g) = lg|.
Tenemos entonces que probar que | f| # |g|, o sea, que f # g (mod M;). Para que f =g
(mod M;) es necesario y suficiente que f— g€ M yg— f€ M. Perocomo f €U,
—f ¢ U,y como g ¢ U resulta entonces —f Vg =f —yg ¢ U, y por lo tanto, como
M, C U, entonces f — g ¢ M;. Lucgo 8 es un isomorfismo.

Obscrvemos ahora que como ¢l homomorfismo natural m,; de A sobre A; = A/M; hace
corresponder a cada elemento f € A el elemento mi(f) = fi € Ai que cs la coordenada
de F = A(f) en ol cje A;, esto es, F () = m,(f), podemos decir que la transformacion m;
es la proyeccion de A sobre el eje Az, y como m; ¢s unl homomorfismo de A sobre A, csta
proyeceion es una proyeceion de A’ sobre A;, y por lo tanto, A’ cs un producto subdirecto
de los modelos A4;, 1o que termina la demostracion del teorema. O

Ejemplo 8.2 Consideremos el dlgebra de Boole monddica indicada en la Figura 0.1.
Determinemos los modelos del dlgebra A y representemos a A como producto subdirecto
de sws modelos. Como ¢l dlgebra es finita, todos los filtros son principales y los filtros
monddicos son generados por las constantes de I

F(O) = A; F(a) =1{ad.e,1}; F(f)={f.1}; F(1)={1}.

Los filtros ultramonddicos son engendrados por los dtomos de K,y por lo tanto, M, =
F(a); My = F(f), entonces los modelos de A son:

Al :A/J\4l ] AZZA/]\«{Z

Para ¢l filtro ultramonddico My las clases de equivalencia son: My = {a,d,e,1} 5 O) =
{0,b,¢, f}.

Para el filtro ultramonddico My las clases de equivalencia son: My = {f,1}, Cy={crc},
By ={b,d}, 0Oz=1{0,a}.

Los homomorfismos naturales my y my de A sobre A; y de A sobre Ay estdn indicados
en la tabla siguicnie:

r x || 0 | 7 | b l c | d | e l f { 1 “
my(z) | O1 ] My | O O | My | My | O | My
TNy (.’Y:) 02 Oz B2 CQ Cz Bg ]WQ Mz

Sea P = Ay X Ay cuyo diagrama es:
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I= (M, M)

E = (M, B2) F = (01, My)
A= (M,,0,) C = (01, Cy)
0= (0y,0)
Figura 8.3
y sea [3 la representacion de A:

H Funciones u 1 l 2 H
BOY=0 || 0(1) =m(0) =0, | 0(2) =my(0) = Oy
Bla)=A || AQQ) =my(a) =M, | A(2) =1my(a) = Oy
B(b) =B || B(1) =m(b) =0, | B(2) =my(b) = By
Bley=C || C(Q) =m(c) =0, | C2) =1y(c)=0Cy
B(d) =D || D(1) = m.(d) = M, | D(2) =ma(d) =C,
Ble)=E || E(1) =mi(e) =M, | E(2) =my(c) =By
,B(f) = F F(l) = 'H’Ll(f) = ()1 F(?) = 'Ifl,z(f) = ]\/jz
B)=1I || I) =m (1) =M, | I(2) =my(1) = M,

Obséruvese que en este caso el dlgebra A es isomorfa al producto directo de sus dos modelos.

Problema. Dada un dlgebra de Boole monddica A tal que la familia K de las constantes
sea finita. Probar que A es isomorfa al producto directo de todos sus modelos.

Observacién 8.2 En el Teorema 8.2, P es un producto directo de dlgebras simples, esto

es P = [] A; donde A; es un dlgebra simple para cada i € I. Sabemos que un elemento de
i€l
P es constante st y solo si todas sus coordenadas son constantes. Pero como las dlgebras
A; son simples, las vinicas constantes de A; son 0; y 1;,. Luego las constantes de P son las
funciones que en cada uno de los puntos © toman solamente los valores 0; y 1;. Sabemos
que K (P) es una subdlgebra de P, pero en este caso particular es importante observar que
K(P) es una subdlgebra completa. En efecto, si {F M} ex es una familia de elementos
de K(P), esto es FM(i) € {0;,1;}, para cada i € I y para todo A € A. Para cada iy fijo,
io € I, es claro que emiste (1), N\ FM(ip) en virtud de que las funciones F*) en el punto
- AeA
io no pueden tomar mds que los valores Oy, 6 1. Ademds (2), N\ FM(ip) € {0i, Lio}-
XEA
Sea G € P definida por G(i) = N\ FXN(5), luego por (2) G € K(P), ademds G < F)
AEA
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para todo ) € A, pués G(i) = \ FO(i) < FA().

A
Sea H € K(P), esto es H(i) € {0;,1;}, tal que H < FO) para todo X € A, luego para
cada i € I tenemos que H(i) < FX(i), para todo X € A, y en consecuencia H(i) <
N FO () = G(i). Porlo tanto G = A FO,

A€A xeA
Como A es isomorfa a una subdlgebra A" de P, entonces se puede probar que existe un

dlgebra de Boole monddica P isomorfa a P que contiene a A, lo que muestra que toda
dlgebra de Boole monddica admite como extensién una dlgebra monddica P en la cual las
constantes forman una subdlgebra completa.

En la demostracién del Teorema 8.2 hemos representado a A como producto subdirecto de
todos los modelos de A, pero en general no es necesarto hacer intervenir todos ellos para
obtener el Teorema indicado.

Definicién 8.4 Se dice que una familia de filtros wltramonddicos es monddicamente sc-
paradora si su interseccidn es tgual a {1}.

Sca {M;}icy una familia de filtros ultramonadicos, monadicamentc separadora, sca A; =
A/M,, i€ S,y P =[] Ai; es claro que rcr.

i€s
Toda la primera parte del Teorema 8.2 se demuestra en forma andloga. El punto csencial
es la demostracion de que B(f) = F ¢s blunivoca.

Probemos que esta propiedad también vale si la familia cs monddicamente separadora.

Scan f, g € Ay B(f) = F; Blg) =G; y supongamos que F = G, csto cs, F(i) = G(4)
para todo i € S; pero F(i) = my(f), G (1) = mq(g), entonces my(f) = (¢9) para todo
i€ S, estoes, = ¢ (mod. M;) para todo i € S, esto cs, (f = g)~AN (g — f) e M,
para todo 1 € S, o sca, f — g € Myy gy — f € M; para todo i € S. DPor lo tanto,
FogeNM={1}yg—fe NM={1} Lugo f—y=1yyg— f=1 Porlo
€S i€ES
tanto f < gy g < f, estoes, f=g. Luego /7 es biunivoca.
Observemos ahora que los filtros ultramonddicos estan en correspondencia biunivoca con
los ultrafiltros de K. Lucgo, dar una familia de filtros ultramonadicos monadicamente
scparadora, cs equivalente a dar una familia de ultrafiltros de K que sca separadora cn
K. DPor lo tanto, si ¢l dlgebra K es atémica entonces los ultrafiltros engendrados cn A
por los dtomos de K forman una familia separadora en K, vy los filtros ultramonddicos
de A forman una familia monddicamente separadora. Esta circunstancia se presenta
necesariamente si K os un algebra finita (luego K es atémica).
Por cjemplo: sca A un dlgebra de Boole infinita. Sea k € K, k # 0, k # 1, y consideremos
la subdlgebra K = {0,k,—k,1}. K es una subélgebra completa, vy por lo tanto, da origen
a un cuantificador 3. Consideremos ¢l dlgebra de Boole monddica (4,3) cuya familia
de constantes es K en este caso existen solamente dos filtros ultramonddicos, que son
M, = F(k) y My = F(=k). Si K es finita, hay una sola familia de filtros ultramonddicos
separadora, (ue es aquella formada por los filtros engendrados por los dtomos de K.

Observacion 8.3 Sea {U;}icg una familia separadora de ultrafiltros del dlgebra de Boole

monddica B, esto es, (| U; = {1}. Cada U; contiene uno y solo un filtro ultramonddico
i€
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M; que es el filtro engendrado por las constantes de Uy, y por lo tanto () M; = {1},

i€s
0 sea, la familia {M;}ics es monddicamente separadora. En particular, si el dlgebra B
es atémica y si A = A(B) es la familia de todos los dtomos de B, entonces la familia
{U(a)}aen de los filtros principales, es una familia separadora de B. Recordemos que el
filtro ultramonddico contenido en U(a) es el filtro engendrado por Jda, M = F(3a). Luego
si B es atémica, la familia M = {F(3a)}aeca es una familia monddicamente separadora;
de aqui resulta en particular que si A es atdmica, K es atomica, y los dtomos de K son
de la forma Ja, donde a € A.

Consideremos el caso particular de un.dlgebra de Boole monddica (B,3), donde 3 es el
cuantificador discreto. Es evidente que como todos los elementos de B son constantes,
todos los filtros som monddicos y, por lo tanto los filtros wltramonddicos cownciden con
los ultrafiltros. Los modelos de B serdn las dlgebras de Boole monddicas de la forma
B/M; = B/U; = B;, donde U; es un ultrafiltro. Luego los B; son las dlgebras de Boole

con dos elementos, que son dlgebras de Boole monddicas discretas.

Teorema 8.3 Toda dlgebra de Boole monddica discreta es isomorfa a un producto stubdi-
recto de dlgebras de Boole simples con dos elementos. (Obtenemos ast el caso particular
indicado en la teoria de las dlgebras de Boole).

Lucgo podemos identificar bajo cste punto de vista la teoria de las dlgebras de Boole
discretas con la teoria de las algebras de Boole monddicas discretas.

Toda algebra de Boole monadica B ¢s isomorfa a un producto subdirccto B’ de modelos
de B. Podemos suponer sin inconvenientes que B = B'. Supongamos que la proyeccion
de B sobre uno de los ¢jes es un isomorfismo; como B; ¢s simple, B serd simple, y por lo
tanto, las 1inicas dlgebras subdirectamente irreducibles son las dlgebras simples.
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9 Representacién de un &algebra de Boole
monadica por un algebra de equivalencia

Sabemos que toda slgebra de equivalencia es un dlgebra de Boole monadica. Se plantea en
forma natural el siguiente problema: ;Dada un dlgebra de Boole monddica (A,3) existird
algin dlgebra de equivalencia isomorfa a ella? La respuesta es afirmativa y se debe a P.
Halmos [9] . Para ello vamos a demostrar previamente algunos resultados.

Sea A un dlgebra de Boole monddica. Podemos dejar de lado el caso trivial en que A tiene
un solo elemento. Representaremos con F = F(A) el conjunto de todos los filtros de A
y con £ = £(A) el conjunto de todos los ultrafiltros de A, conjunto al que se denomina
espacio de Stone.

Si F € F = F(A), sea p(F) el conjunto de todos los ultrafiltros de A que contienen a F,
esto es:

o(F)={Ue&=EA): FCU;}
Si F = A cntonces @(F) = o(A) = 0, y si F es propio el conjunto p(F ) no es vacio porque
todo filtro propio cstd contenido en un ultrafiltro.

Sca ®(a) = ¢(F(a)), donde a € A, entonces en particular d(1) = p({1}) =¢.

. © . <
Si P(E) = 2° es el conjunto de todas las partes de &, sabemos que (2°,N,U,C,0,&) cs un
dlgebra de Boole, donde CX = &\ X, cualquicra que sca X C &. Ademas:

Lema 9.1 @ establece un isomorfismo (booleano) entre el dlgebra de Boole A vy la subdl-
gebra boolcana A" = $(A) de 2°.

Vamos a definir una particion del conjunto & la que nos permitira definir un operador
3 sobre 27 y construir un dlgebra de Boole monadica de conjuntos. Sca M = M(A) ¢l
conjunto de todos los filtros ultramonadicos de A. Obscrvemos que:

1) (M) # 0. cualquicra que sca M € M.
En efecto como M € M, en particular M es un filtro propio y por lo tanto existe
U €& tal que M CU, luego U € p(M).

2
e

Si M,, My € M, M, 3 M, cntonces o(My) N p(M,) = 0.

Sabemos por la Observacion 7.4 que 3My y 3M, son ultrafiltros de K y como la
funcion o definida en el Lema 7.12 por a(M) = 3M, para M € M, es biunivoca
entonces 3M, # 3M,. Lucgo existe por ejemplo ¢ € IM, \ IMs, entonces (1)
t = Fm conm € M, vy (2) t ¢ IM,. Como IMs es un ultrafiltro del dlgebra de
Boole K de (2) resulta (3) =t € IM,. Ademés como M, My son filtros tenemos
que (4) M, € M, y (5) 3M; © M,. De (1) y (4) resulta que t € My y de (3) ¥
(5) —t € M,. Luego si existiera U € o(M;) N @(M,), entonces U € &, M; C Uy
M, C U, y en consecuencia t, —t € U, absurdo.

3) & =U{p(M): M € Mj.
Como (M) C &, cualquiera que sea M € M entonces J{p(M): M € MPCESi
U € &, por el Teorema 7.2, sabemos que existe un dnico M € Mtalque M C U, maés
precisamente M = F(3U), luego U € (M) y por lo tanto £ C U{p(M) : M € M}.
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Acabamos asi de demostrar que la familia {p(M)}mem es una particién del conjunto &.
Entonces si definimos para cualquier parte de £ un operador del siguiente modo:

1) 30 =0,
2) Si U € & entonces I{U} = o(F(AV))={U' €& : FAU) C U'},

3) Si X C € es un conjunto no vacio, entonces 3X = |J I{U},
Uex

sabemos (ver parrafo 1) que (2¢,3) es un dlgebra de Boole monadica.

Vamos a probar que el dlgebra de Boole monddica A es isomorfa a una subdlgebra
monédica del dlgebra de Boole monddica 2°.

Lema 9.2 Si k € K = K(A) entonces (k) = A®(k).

Dem. Sik = 0 entonces ®(0) = @(F(0)) = ¢(A) = 0 Luego A2(0) = 30 = = 2(0).
Si ik € K es tal que (1) ®(k) = {U}, donde U € &, esto significa que U es el tinico
wltrafiltro que verifica (2) F(k) € U. De (1) resulta que JAP(k) = A{U} = ¢(F(IV)).
Probemos que o(F(3U)) = {U}, esto es que si U’ € € verifica (3) F(3U) € U’ entonces
U =U.

Como U' € & cntonces (4) F(3U') C U', y como F(3U’) es el tinico nltramonadico
contenido en U7, de (3) y (4) resulta F(3U) = F(3U").

Probemos que F(k) C U, Sea x € F(k), como F(k) es monddico entonces Vi € F(k) C
U, luego Va: € U y por lo tanto Vo = 3V € 3U € F(3U) = F(3U') C U'. Luego Y € U’
y como Vi < x tenemos que x € U'. Luego como U es ¢l 1inico ultrafiltro que conticne a
F(K) tencmos que U’ = U.

Si ®(k) € 2¢ es diferente de §) y contiene mds de un elemento entonces

Jek) = |J 3I{U}

Ued(k)

Sabemos que ®(k) C AP (k).

Sea U € A®(k) luego existe (1) U’ € ®(k) tal que (i) U € {U'} = o(F(IU ). De (i)
resulta U’ € o(F(k)), esto es U’ € € y (iii) F(k) CU',y de (ii) U € £y (iv) FEU) S U.
Por (iii) k € U’, luego teniendo en cuenta (iv) k =3k € 3U' C F(AU") C U, luego k € U
y por lo tanto F( ;) C U estoes U € (k).

Acabamos asi de probar que A®(k) C ®(k). O

Lema 9.3 Siz € A entonces ®(3z) = IP(x).

Dem. Siz = 0 entonces ®(30) = ®(0) = @ = 3P = IP(0). Supongamos que z # 0
entonces ®(x) # 0. De z < Iz resulta (1) ®(x) € ®(Iz), por lo tanto tambien O (3x) #£ 0.
De (1) resulta por ser 3 monétono que FP(x) ®(3x). Como Iz € K por el Lema 9.2
®(3z) = AP(Iz). Luego A®(z) C &(Iz).

Sea U € ®(dzx) = ¢(F(3z)), esto es U € & tal que F(3x) C U, luego (2) 4z € U.
Queremos probar que U € A®(z) = |J T{U'}, esto es que existe (3) U’ € ®(z) tal

U'ed(z)
que (4) U € 3{U}— p(F(3U").
Sea F = {U' € £: F(3U) C U'}, luego F(IU) = (MU' € F}. Siz ¢ U’ cualquiera que

C
cd
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sea U/ € F, entonces como los U’ son ultrafitros tenemos que —z € U’ cualquiera que
seca U’ € F, y por lo tanto —z € F(3U). Luego como F(3U) es monadico tenemos que
V-2 € F(3U) y como se verifica (2) tenemos 0 = —3z Adz =V — z A Jz € F(3U),
absurdo.

Por lo tanto existe U’ € & tal que F(IU) C U' y z € U’, luego F(z) C U'. Pero
F(3U") C U’ entonces F(IU) y F(IU’) serian filtros ultramonédicos contenidos en U,
luego por el Teorema 7.15 F(3U) = F(3U'), y en consecuencia ¢(F(3U)) = o(F(3U")).
Luego como U € o(F(3U)) tenemos que U € p(F(IU")) = I{U'}. a

De los Lemas 9.1 y 9.2 resulta que (A4, 3) y (4’ = ®(A), I) son algebras de Boole monddicas
isomorfas. Tenemos asi el siguiente resultado de P. Halmos.

Teorema 9.1 Toda dlgebra de Boole monddica es isomorfa a un dlgebra de equivalencia.

Ejemplo 9.1 Dada el dlgebra de Boole monddica indicada en la Figura 6.1, tenemos
que K(A) = {0,a, f,1} y como A es finita no trivial es atdmica. Los ultramonddicos
son F(a) y F(f), &€ = {F(a), F(b), F(c)} vy la particién de £ es {@(F(a)),o(F(b))} =
HF(a)} {F(®),F(c)}}. Luego el operador A, estd dado por:

[Xce Bk ]
¢ 0
{F(a)} {F(a)}
{F(b)} {F(), F(o)}

{F(c)} {F(b),

{ (@) UFW)] | HE@IUIE@R)] = ¢
(u)}U{F«)} S(F(D)} U F()} = ¢
(FO)} DR} | FE@UIFE)} = TF0). 7))

Recordemos que un conjunto & de ultrafiltros de un dlgebra de Boole A se dice separador
si dados a,b € A, u # b, existe U € £ que contiene a uno de los clementos sin contener al
Otro.

Lema 9.4 Dado un conjunto £, no wvacio, de ultrafiltros de un dlgebra de Boole A las
swgquaentes condiciones son equivalentes:

1) NU={1}.

je&
2) Dadoa € A, a#1 existe U € € tal que a ¢ U.
3) Dado a € A, a # 0 existe U € & tal que a € U.

4) Todo filtro principal F(a), donde a # O es interseccion de ultrafiltros del conjunto
E,estoes Fla)=(W{U :U €& C&}.

5) & es un conjunto separador.
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Observacién 9.1 Para demostrar el Teorema 9.1 no hace falta que £ sea el congdmyt

de todos los ultrafiltros de A. Basta considerar un conjunto separador de filtros uliTeE
monddicos M* = {M,;};er y tomar como espacio de representacidn un conjunto de ultra-
filtros £* = {U, }jey tal que cualquiera de los filtros wltramonddicos M € M™ sea intersec-
cién de ultrafiltros del conjunto £*. Bajo estas condiciones E* es un conjunto separador.

En efecto: es claro que {1} € () U. Probemos que (] U S {1} lo que es equivalente a
Uee Uee
probar que A\{1} C U (A\U). Siz € A\{1}, esto esx £ 1 como [ M; = {1}, entonces
vee- i€l
exziste M, € M* tal que x ¢ M;. Pero por hipdtesis M; = (WUn:Un €&, he HC T},

donde H # 0 luego existe U = U, € £* tal que z ¢ U, y por lo tanto T € U (A\T).

Ue&r

Observacién 9.2 En particular si el dlgebra de Boole monddica A es atémica y A es el
conjunto de los dtomos de A, considerando el conjunto E™ = {F(a)}eeca, entonces & es
un conjunto separador. Ademds los filtros principales F(3a) donde a es un dtomo de A
son. ultramonddicos.

Como Ja es supremo de dtomos esto es Ju=\/{p € A:pdtomode A, p< Ju} entonces
F(3a) =N{F(p) : p dtomo de A,p < Ja}.

Luego si M* = {F(Ja) : a édtomo de A}, entonces M* oy & wverifican las condiciones
indicadas en la Observacion 9.1. Por lo tanto en el caso de que el dlgebra A sca atémaica
se obtiene una representacidn de A, tomando como espacio de representacion el conjunto
de todos los ultrafiltros principales.

Ejcmplo 9.2 Sea E un conjunto sobre el cual estd definido una relacion de equivalencia.
Esta relacion da origen a un dlgebra de Boole monddica (2%,3). Esta dlgebra de Boole es
obviamente atémica, por lo tanto un posible espacio de representacion es el propio E.
Todo conjunto separador S de ultrafiltros tiene que contener los uwltrafiltros generados
por los dtomos, y por lo tanto cualquier espacio de representacidn de ésta dlgebra tiene
que contener a E. Pero pueden en general agregarse a E ultrafiltros no principales, que
siempre existen, por ejemplo en el caso que E es nfinito.

En efecto dado un conjunto infinito E, las partes finitas de E forman un ideal propio y
los complementos de las partes finitas forman un filtro propio F , que puede eatenderse a
un ultrafiltro U. Si este ultrafiltro fuese principal, esto es U = U(p), donde p es un dtomo
de E, entonces tendriamos —p € F C U y como p € U entonces 0=pA—p €U, absurdo.

Ejercicio 9.1 Probar que si (A,3) es un dlgebra de Boole monddica atémaca y completa,
eziste un conjunto E y una particion de E tal que el dlgebra (A, 3) es isomorfa al dlgebra
de Boole monddica (2F,3) donde A es el operador definido a partir de la particion.

Teorema 9.2 Toda dlgebra de Boole monddica, no trivial, A es wsomorfa a una subdlgebra
A’ de un dlgebra de Boole monddica A completa y atomaca.

Dem. Probamos que si £ es el conjunto de todos los ultrafiltros de Ay M es el conjunto
de todos los filtros ultramonadicos de A, entonces la particion de £: {@(M)}arem dé origen
a un cuantificador 3 sobre el 4lgebra de Boole A = 2f .y por lo tanto A es un algebra

completa y atémica. Ademds hemos demostrado que A es isomorfa a una subédlgebra A’
de A. O
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10 Representacién funcional de un algebra de Boole
monadica

En este parrafo nos abocaremos a la demostracién del siguiente:

Teorema 10.1 Toda dlgebra de Boole monddica es isomorfa a un dlgebra funcional mo-
nddica. (P. Halmos [9])

La demostracién que indicaremos se debe a A. Monteiro [21]. Para ello debemos introducir
nuevos conceptos. En primer lugar recordemos la definicién de dlgebra de Boole funcional
monédica que fuera indicada en el §2. Sea B un &lgebra de Boole, E un conjunto no vacio
y A = BF el conjunto de todas las funciones definidas sobre £ y que toman sus valores en
B. Algebrizando las funciones punto por punto, sabemos que A es un dlgebra de Boole.
Fl primer elemento de A es la funcién 0 definida por 0(x) = 0 para todo x € E, y el
Wltimo elemento de A es la funcién 1 definida por 1(z) = 1 para todo = € E.

Si R(f) = {f(z) : € E}, entonces en cualquiera de los siguientes casos: (1) B completa,
(2) E finito, (3) R(f) finito, podemos afirmar que existe el supremo (infimo) del conjunto

R(f), que notamos 3f =\ f(z),(Vf= A flx)).
zely xel
Si f € A y existe cl supremo (infimo) del conjunto R(f) entonces podemos considerar las

siguientes funciones de B en B:
(JN) (@) =3f vy (Vf)(x) =Vf, para todo z € E.

De acuerdo con esta definicion las funciones 3 y V son ambas funciones constantes.
Se denomina algebra de Boole funcional monadica a toda subdlgebra boolcana S de A
(ue verifica:

M1) Para toda f € S, existen los clementos 3f y Vf,

M2) Si f € S, entonces Af,Vf e S,

Definicion 10.1 Un dlgebra funcional monddica F C B¥ se dice rica si dada f € F,

existe un punto Ty de su campo de definicion E, tal que f(xg) =3f =\ f(x).
rels

Esto ¢s las algebras funcionales monddicas ricas son aquellas en que cada clemento del
dlgebra alcanza su extremo superior, por lo menos en un punto de su campo de definicion.

Introduzcamos ahora una nueva definicion de dlgebra funcional monddica rica.

Definicion 10.2 Un dlgebra funcional monddica F C B se dice rica si dada f € F
existe un punto xo de su campo de definicion E, tal que f(xo) =Vf= A f(x).
€l

Segin esta definicién las dlgebras funcionales monddicas ricas son aquellas en que cada
elemento del dlgebra alcanza su extremo inferior, por lo menos en un punto de su campo
de definicidn.

Probemos ahora que estas dos definiciones son equivalentes. En efecto:
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I) Sea F un &lgebra funcional monddica rica segin la Definicién 10.1, y f € 7, entonces
también —f € F luego existe zg € E tal que (—f)(zo) = I — f = V (~=f)(z) y por
z€E
lo tanto f(zo) = -3 — f = — \V —f(z) esto es f(zo) = Vf = A f(z) luego F es un
el z€E

4lgebra funcional monddica rica segin la Definicién 10.2.

IT) Supongamos ahora que F sea un algebra funcional monddica rica segin la Definicién
10.2 y sea f € F, entonces también —f € F luego existe un punto zy € £ tal que

(=f)@o) =¥ — f = A —f(x) por lo tanto f(zg) = =V — f = — A —f(x) esto es
zekE xelE
f(zo) =3f = V f(z) luego F es un élgebra funcional monddica rica segiin la Definicion

zeld
10.1.

Observacién 10.1 Si B es un dlgebra de Boole completa con mds de dos elementos y
E un conjunto con por lo menos dos puntos, entonces el dlgebra funcional monddica
(F = BE,3) no es rica.

En efecto sea k un elemento de B diferente de 0 y 1, y p uwn punto fijo de E. Consideremos
la funcidén f : E — B definida del siguiente modo:

k StoL =P,
f(x) =
—k S FE .
Entonces (Af)(z) = V fle) =kV =k =1y como este valor no es alcanzado en ningin

zely
punto de E, el dlgebra no es rca.

Luego en gencral las dlgebras funcionales no son ricas, pero existen algebras funcionales
ricas.

Teorema 10.2 Toda dlgebra de Boole monddica es isomorfa a un dlgebra funcional mo-
nddica rica. (P. Halmos [12])

Es evidente que el Teorema 10.1 es una consecuencia del Teorema 10.2. En particular
si un dlgebra funcional monadica no es rica ella es representable isomoérficamente por un
dlgebra funcional monddica rica.

Todo filtro de un algebra de Boole monédica contiene por lo menos una constante a saber
el elemento 1, esta circunstancia sugiere considerar aquellos filtros que son “tan libres” de
constantes cuanto sea posible.

Definicién 10.3 Un filtro F se dice libre si contiene solamente la constante 1, esto es s

FNK={1}.

Lema 10.1 Para que un filtro F sea libre es necesario y suficiente que si f € F' entonces

If =1.

Dem. =) Supongamos que F es libre, y sea f € F, como If es una constante y
f < 3f entonces If es una constante de F esto es f = 1.

<=) Supongamos que si f € F entonces 3f = 1y sea k un constante de F' estoes 3k =k
luego por hipétesis 3k = 1, entonces la tinica constante de F" es 1 luego F es libre. O
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Qi denominamos elemento libre de un &lgebra a todo elemento f que verifica 3f =1
entonces por el Lema 10.1 podemos decir que un filtro es libre si todos sus elementos son
libres. '

De la Definicién 10.3 resulta que todo filtro libre de un &lgebra de Boole monddica, no
trivial, es propio visto que 30 = 0.

Lema 10.2 Si f es un elemento libre entonces el filtro F(f) es libre.

Dem. Seaz € F(f), estoes f < zy por lo tanto 3f < 3z, y como por hipétesis df =1
tenemos finalmente que 3z = 1. 0O

Teorema 10.3 La familia de los filtros libres ordenados por la relacidn de inclusion es
inductiva superiormente.

Dem. Basta probar que la reunién de una cadena de filtros libres es un filtro libre. Sea
entonces ® = {F; };¢; una cadena de filtros libres y F' = {J Fi. Luego si f € F existc un

i€l
indice 7 € I tal que f € F; y como F; es libre tenemos que 3f = 1. O

Corolario 10.1 Todo filtro libre estd contenido en un filtro libre mdzimo.

A todo filtro libre maximo darcmos ¢l nombre de filtro wltralibre.

Ejciuplo 10.1 Sca K un dlgebra de Boole completa ¢ I un congunto con mds de dos cle-
mentos a los cuales Uamaremos individuos. Consideremos el dlgebra funcional monddica
(F=K'3).

Dado un punto fijo j de I y consideremos ¢l conjunto J = {f € F: f(j y=1}. Es claro
que ¢l conjunto J no es vacio y que J es un filtro de F, ademds para cada f € .J s¢ tiene

que (A1) () = V f(x) =1, por lo tanto Af =1 lucgo J ¢s un filtro bibre. Probemos quc
FR=%)
J s wltralibre. Supongamos que J no es ultralibre, entonces J se puede prolongar a un.

filtro wltralibre J;, D J. Sea g € J\ J, entonces como g & J, g(j) =« #F 1, con v € K.
. 1 g ) g » g\J )
Consideremos la funcién b I — K definida de la siguicnte forma:

1 six=y
hie) = . 7l
() {0 sia
Luego b€ J y por lo tanto b € J,. Como h,g € Jy, entonces como Jy es un filtro
f=hnged. luego f() = h(x) AF(x), y por lo tanto

N e stx=],
fa) = { 0 six ]
Luego (Af)(x) =0V a = «a # 1, y en consecuencia J; no es libre dado que [ € Ji y

3f£1.

Ejemplo 10.2 Dada un dlgebra de Boole monddica (A,3), supongamos que existe un
epimomorfismo booleano j : A — K que deja invariante los elementos de K. A un tal
epimomorfismo daremos el nombre de cardcter del dlgebra A.

Sea J = Nuc (j). Probaremos que J es un filtro ultralibre. Es claro que J es un filtro,
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dado que J es el nicleo de un epimomorfismo j: A — K. Sea x € J, entonces j(z) = 1.
Aliora bien si k es una constante de J entonces j(k) = 1 y como j deja imvarante los
elementos de K entonces j(k) = k, luego k = 1 esto es la tnica constante de J es 1 por
lo tanto J es un filtro libre.

Supongamos que J no es un filtro ultralibre, entonces existe un filtro witralibre Jy tal que
Jy D J. Sea f € Ji\ J entonces j(f) =k € K y como J es el niicleo del homomorfismo
entonces j(k) = k # 1, luego f =k (mdd J) y por lo tanto existe un y € J tal que
fAy=FEkAy luego A(fAy) =AkAy)=3FkAIy =kATdy=EALl=Fk Perode
f,y € Jy resulta que f Ay € Jy, luego como Jy es libre I(f Ay) =1 tendriamos k =1 lo
que contradice la hipdtesis hecha, luego, J es ultralibre.

Es natural introducir la siguiente definicién: Se denomina Radical Libre de un dlgebra de
Boole monsdica A a la interseccién de todos los filtros ultralibres de A, y se nota RL(A).

Lema 10.3 Toda dlgebra de Boole monddica A es libremente sernisimple esto s

RL(A) = {1}.

Dem.  Sea U = {J;}bier la familia de todos los filtros nltralibres de A, luego RL(A) =
N Ji es claro que {1} € RL(A). Probemos que RL(A) C {1} csto es equivalente a
i€l

probar que A\ {1} € A\ RL(A). Sea a € A\ {1} esto es a # 1 y probemos que existe

Jo € U tal que a ¢ Jy. Considercmos el elemento | = ¢ — Va = —a V Va. cntonces
3l =3(~aVVa) =3 —aVVa = —VYaVVa =1 csto es [ es libre luego por ¢l Lema
10.2, F(I) ¢s libre y en consccuencia F'(I) puede prolongarse a un filtro ultralibre Jy,

probemos que a € Jy. En cfecto sia € Jy como I € Jy, entonces LA a € Jy pero
INa=(—aVVa)Aa=(—aAa)V(aAVYa)=Va, csto cs Va € Jy, lucgo Vu =1y como
Va < a entonces a = 1 lo que contradice la hipotesis. O

Ejemplo 10.3 Sea A el dlgebra de Boole monddica cuyo diagrama se indica a contin-
wacion y cuyo conjunto de constantes es K(A) = {0,b,¢,1}.
) n

(9

10

Figura 10.1

los elementos libres de A son d. e y 1, luego los filtros libres son F(d), F(e) y F(1) y los
ultralibres son Jy = F(d) y Jo = F(e).
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Vamos a demostrar el siguiente:

Teorema 10.4 Si A es un dlgebra de Boole monddica finita, con mds de un elemento, y
J un filtro ultralibre eviste un cardcter i que tiene por nicleo a J.

Para ello probemos primero los siguientes lemas:

Lema 10.4 Si J es un filtro libre entonces en cada clase de equivalencia (mdd. J) existe
a lo sumo una constante.

Dem. Supongamos que ki, ks € K(A) son tales que ki = k2 (méd. J) luego existe
un elemento j € J tal que k3 A j = kg A J y por lo tanto A(ky A j) = 3(ka A j) esto es
3k, A 3j = 3k, A Jj. Pero como J es libre entonces 3j = 1 por lo tanto tenemos que
3k A1 =3ky A1 luego ki A1 =k A1 esto es k= k. O

Lemna 10.5 Si un dlgebra de Boole monddica A es finita, con mds de un elemento, y J
es un filtro ultralibre de A entonces en cada clase de equivalencia (mdd. J) existe una
constante.

Detn. - Sca C una clase de cquivalencia maédulo J. Observemos que C cs cerrada
con respecto a la operacion de infimo esto cs sl a,b € C cntonces a Ab € C. En clecto si
a,b € C existe un clemento j € J tal que ¢ A j =bA j, lucgo a A jAb = bAjADcesto es
(aADYANj=bAjoscaaANb=b (mod J) y por lo tanto a A b € C.

De un modo andlogo se prucha que si a,b € C entonces a Vb € C esto es C ¢s un sub-
reticulado del algebra A. Ademds como A es finita entonces C es un conjunto finito.

Sca ¢y ¢l fnfimo de todos los clementos de C, esto es si C = {cy, 02,5, ¢} cntonees
c0=C Ay ANy, co € Cy g es el primer clemento de C.

La observacion de la Figura 10.1 sugicre que la constante que esta en C cs precisamente
A, por lo tanto se trata de probar que o = e (mod. J) esto es que:

((,,'() —3 3(!()) AN (3(.’() — (_‘(|) € .7.

Observemos que como ¢y < Jep entonees ¢ — Jep = 1 € J, por lo tanto soélo nos
resta probar que Jeg — co € J. Seca j el generador del filtro J y observemos que como
J Ao = (coNJ)AJ entonces ¢ = co A J (mdd. J) esto s jAcy € C vy por lo tanto como
¢ es cl primer clemento de C, o< jJ Ny como JAcy < ¢y tencmos ¢g = VAN

Probemos ahora que el elemento ¢ = 7 A (3co — ¢p) es libre. En efecto:
JA Beg — o) =73 A (—3cuVe)= (A —?lc()) V (jAcg) = (G A —Tco) V ca
luego
3 A (Feop — o)) =3 A —3co) V 3o = (Fj A=) Ve = —3co V g = 1,
por lo tanto el elemento ¢ = j A (Jco — ¢o) es libre. Entonces como ¢ es un elemento libre
tal que ¢ < j, se tiene que F(c) es libre y contiene a F(j) = J que es ultralibre, esto es

F(c) = J oseac=j < Jeg — ¢ luego Jep — ¢ € J.
Por lo tanto la clase de equivalencia C contiene la constante Hco.
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Este resultado tambien se puede probar del siguiente modo (L. Monteiro): Sea F el
filtro generado por el conjunto J U {3cp — co}, luego si z € F existe j € J tal que
§ A (3co — co) < z, luego I(j A (Fep — o)) < 3x. Por lo visto anteriormente 3G A (3ep —
co)) = 1 y en consecuencia 3z = 1. Acabamos asi de probar que F es un filtro libre y
como por construccién J C F y J es un ultralibre tenemos que J = F y en consecuencla
deg — co € J. d

De los Lemas 10.4 y 10.5 resulta el siguiente:

Corolario 10.2 Si A es un dlgebra de Boole monddica finita, con mds de un elemento, y
J es un filtro ultralibre de A, cada clase de equivalencia (mdd. J) contiene una constante
y solo una.

Lema 10.6 Si A es un dlgebra de Boole onddica y J es un filtro ultralibre tal que cada
clase de equivalencia (mdd. J) contiene una constante y sélo una. entonces eaxiste un
cardcter que tiene por nicleo a J y por lo tanto A/J es isomorfa a I

Dem. Sca A = A/Jy j: A— A el epimorfismo booleano natural, que tiene, como
sabemos, por nicleo a J.

Observemos que como en cada clase de equivalencia € existe una tinica constante, po-
demos definir una transformacion @ que a cada clase clase de equivalencia C hace cor-
responder la tinica constante que pertencee a C, esto s ¢(C) =k, donde b € CN L.
Probemos que ¢ es un isomorfismo (booleano) de A’ sobre A, esto es ue se verifica:

1) ¢(CLV Cy) = ¢(C)) V ¢(Cy), cualesquicra que scan C1,Cy € A7,
2) ©(C) A Cy) = ¢(C1) A ¢(C), cualesquicra (ue scan C,,Cye A,
3) ¢(—C) = —p(C), cualesquicra que sca C' € A',
4) ¢ es una transformacion biunivoca de A’ sobre K.
En efecto:
1) Sean C,, C, dos clases de equivalencia, k; la tnica constante de C; y k9 la dnica
constante de Cs, luego @(C1) = ki, ¢(Cs) = ky y C1 = |ky], Ca = |k2|, por lo tanto

CyV Cy = |ky| V [ka| = |k V ky| esto significa que la constante ky V K, pertenece a
Cy V Oy v por lo tanto ¢(Cy V Ca) = ky V ky = ¢(C1) V ¢(Cy).

[Sv]
e

Como Ci ACy = |k1]A[ka| = |k Ak2| esto significa que la constante £y Ak, pertenece
a C1 A Cy, luego ¢(Cy A Ca) = ki A ke = o(C1) A p(C2).

3) Sea C una clase de equivalencia que contiene la constante & luego o(C) =ky
C = |k| por lo tanto —C = —|k| = | — k| lo cual significa que la constante —&
pertenence a —C luego ¢(—C) = —k = —¢(C).

4) Sean Cy, C, clases de equivalencia y ky € Ci N K, ky € Co N K. Si o(Cy) = ¢(Cy)
esto es k; = ko entonces C; = |k)| = |ka] = Cs, lo que prueba que ¢ es biunivoca.
Sik € K sea C = |k| luego ¢(C) =k, y por lo tanto ¢ es suryectiva.
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Como 1 es la Unica constante de J entonces el nicleo de isomorfismo ¢ es precisamente
la clase J.
Consideremos la transformacién 1 : A — K definida del siguiente modo:

Si « € A entonces ¥ (a) = ¢(j(a)).

Como j:A— A =A/Jy¢: A — K son epimorfismos booleanos entonces 1 : A — K
es un epimorfismo booleano.

Probemos que 1/ deja invariante los elementos de K. En efecto si k € K entonces (k) =
e(j(k)) = o(lk]) = k.

Acabamos asi de probar que ¢ : A — K es un epimorfismo booleano que deja invariante
los elementos de K esto es ¥ es un cardcter del dlgebra A.

Probemos finalmente que J es el nicleo del cardcter 3 esto es queremos probar que
1) = J.

En cfecto 471 (1) = 57 (™! (1)) = ¢~ (|1)) =577 (J) = /. O

Obscrvacion 10.2 1) De los Lemas 10.4, 10.5 y 10.6 resulta el Teorema 10.4.
2) El hecho de que el dlgebra sea finita interviene solamente en la demostracion del Lema
10.5.

Se dice que un filtro ultralibre J de un dlgebra de Boole monadica A es un individuo de
A si cada clase de equivalencia (mod. J) contiene una constante y solo una.

De acuerdo a esta definicion ¢l Lema 10,6 puede enunciarse del siguiente modo: Todo
individuo ¢s nideo de un cardcter.

Teorcema 10.5 Siv) es un cardcter de un dlgebra de Boole monddica A, su niicleo s un
1nedavidio.

Decin.  Por hipotesis ¢ : A — K ¢s un epimorfismo boolcano que deja invariante los
clementos de V. En el Ejenplo 10.2 probamnos que el micleo J de ¢ es un filtro ultralibre.
Probemos que cada clase de equivalencia C, modulo J contiene una constante y solo una.
Si ¢ € C eutonces por hipotesis (c) = k € K y ademads (k) = k, luego ¢{c) = (k) esto
es ¢ =k (mod. J) y como ¢ € C tenemos que b € C. Ademds ya demostramos que tal
constante ¢s unica. O

Para obtener una representacion de un algebra de Boole monadica como un dlgebra fun-
cional somos Uevados a considerar la familia Z de todos los individuos de A, la dificultad
principal cousiste en ue en general un dlgebra de Boole monédica no contiene individuos,
esto no ocurrce en las dlgebras finitas como demostramos anteriormente visto que en ellas
todo filtro ultralibre es un individuo. )

Supongamos que la familia Z = {J}jes de los individuos de A no es vacia y para cada
individuo J representaremos por j el cardcter correspondiente, esto es j : A — K ¢s un
cpimorfismo booleano que deja fijos los elementos de K.

Vamos a representar cada clemento f € A por una funciéon F : 7 — K la cual serd
definida de la siguiente forma:

(x) F(J)=j(f) € K, cualquiera que sea J € Z.
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Sea @ : A — K7 definida por:
Pf)=F

donde F es la funcién definida en (*) y probemos que ¢ es un homomorfismo booleano.

1) @(f1 A f2) = (f1) A e(f2).
Sea f = fiA fay ¢(f) = F, entonces F(J) = j(f) =J
Fi(J) A Fy(J), por lo tanto F = Fy A Fy, esto es o(fi A f2) = 0(f1) A ¢(f2)-

2) @(f1V f2) = (1)) V ¢(f)
Sea f = fiV fay o(f) = F, entonces F(J) = j(f) =j(fiV f.
F(J)V Fy(J), luego F = Fy V Fs o sea ¢(f1 V fa) Y

3) e(=f) =—¢(f)
Sea g = —f y ¢(g) = G, entonces G(J) = j(g

) =Ji(=f) = —j(f) = —F(J) ego
G = —F, por lo tanto ¢(g) = —¢(f), esto es p(—f) = —

e(f)-

Acabamos asi de probar que ¢ es un homomorfismo booleano de¢ A en KT, Sea ¢(A) =
A’ C KT, como A’ es una imagen homomorfica del dlgebra de Boole A, entonces A es un
algebra de Boole que es una subdlgebra booleana de KT obtencmos asi una representacion
homomérfica del dlgebra de Boole A por un dlgebra de funciones.

Veamos cuando este homomorfismo es un isomorfismo.

Lema 10.7 Si {J}iey es una familia de individuos cuya interscecion s iqual o {1},
entonces la transformacion o definida anteriormente es biundvoca.

Dem.  Scan fi, f2 € Ay Fy = ¢(f), Fy = o(f2). Supongamos que ¢(fi) = ¢(f2) esto
cs Fy = F lo cual significa que F\(J) = Fy(J) para todo J € J, esto es j(fi) = j(f2)
para todo cardcter j correspondicente al individuo J. Pero como todo j ¢s un epimorfismo

de A en K que tiene por micleo J entonces f; = fp (néd. J) para todo J € J, esto es

(fi — f2) A (f2 — f1) € J para todo J € T, luego (fi — fi) A (f2 — fi) € /ﬂ7 J={1}

esto es (fi — f2) A (fo — fi) = 1 por lo tanto tenemos que f; = fo=1y fo = fi =1
estoes fi < foy fo < f1luego fi = fa. O

Recordemos que si A es un algebra de Boole, una subdlgebra booleana S de A se dice
completa en A si existe el infimo de cualquier subconjunto de S y ese {nfimo pertenece a

S.

Lema 10.8 (Lema fundamental) Si A es un dlgebra de Boole monddica tal que el digebra
de Boole K de todas las constantes de A es completa en A entonces todo filtro ultralibre
es un ndividuo. ‘

Dem. Sea J un filtro ultralibre. Queremos probar que J es un individuo, esto es que
cada clase de equivalencia contiene una constante. Esta afirmacién es evidente para la
clase J visto que 1 € J.

Sea C = {a;}ics una clase de equivalencia diferente de J, y consideremos el elemento

¢ = A 3ay, el cual existe por hipStesis y es una constante. Queremos probar que ¢ € C.
i€l
Sea ag un elemento fijo de C y probemos que ap = ¢ (méd. J) esto es que:

b= (ap — ¢)A{c—ag) =(—apVc)A(—cVag) =(—aA—c)V(aAc)€EJ
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Sea J; el filtro generado por J U {b} esto es
Ji=FJb)={z€A:bAj<z, jEJ}

Supongamos probado que 3(b A 7) = 1 para todo j € J. Como los elementos de la forma
bAj (j € J) pertenecen a Jy, resulta que Ji es un filtro libre visto que si z € J; entonces
bAj <z para algin j € J luego (b A j) =1 < 3z esto es 3z = 1. Por lo tanto J; es un

filtro libre que contiene a J y a by como J es ultralibre entonces J = J; y por lo tanto
beJ.

Probemos que 3(b A j) =1 para todo j € J. Para ello consideremos el elemento:
a=3((—ag AN—c)V(apAC))Nj)=
F((—ag AjA—=c)V(agAcAjG))=3(—aaANjA—c)V I aoAcAj).
Teniendo en cuenta que ¢ y —c¢ son constantes tendremos
a= 3(=ag A j)AN=c)V (3(ag A J)Ac).

Obscrvemos que: ag A j € C, para todo j € J visto que ag A j = (ag A J) A J, para todo
j € J entonces ag = ag A J (mod. J) aego ag A j € C, para todo 7 € J, por lo tanto
J(ag A §) € {Fa;} vy como ¢ = A 3a; < Iag A j), para todo j € J, entonces tendremos

i€l
ques
a=(F~aAHNA=c)Ve=(B(—aoAj)Ve)A(=cVe)=IH—agNj)Ve=
3 —(1() A / /\ _:_](1 = /\ (—(Jy() A ']) V 3(1»1) - /\ 3((—(1() A ]) Vv (1..,;) =
icl i€l i€l
/\ A(—ao Va;) N (JVay /\ I((ap — ai) A (G V ai))-
161 €l
Ademads:

1} agp — a; € J, para todo indice < € I visto que ag = gy (mod. J).
2) Como j € J, cutonces § V a; € J, para todo indice « € 1.

Luego de 1) y 2) resulta que (ag — a;) A (JVa;) € J, para todo indice 7 € I y por lo tanto
I((ap — a;) A (j V a;)) =1, para todo indice i € I esto es o = 1. O

Corolario 10.3 Si en un dlgebra de Boole monddica A el conjunto K de las constantes
es un dlgebra de Boole completa en A entonces la interseccion de todos los indwviduos es
iqual al conjunto {1}.

Demn. Basta observar que la interseccion de todos los los filtros ultralibres es igual a
{1} y que todo ultralibre es un individuo. O

Teorema 10.6 Si un dlgebra de Boole monddica A es tal que el conjunto K de las cons-
tantes es un dlgebra de Boole completa en A, entonces A es isomorfa a un dlgebra funcional
rica. (P. Halmos)
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Dem. Sea Z = {J}je7 el conjunto de todos los ultralibres y sea j el cardcter corres-
pondiente a J, esto es j : A — K es un epimorfismo booleano que deja invariante los
elementos de K.

Consideremos el conjunto F = K7 de todas las funciones definidas sobre 7 y que toman
sus valores en K. Como K es completa, (F,3) es un dlgebra de Boole funcional monddica.
Vimos que si a cada elemento f € A le hacemos corresponder la funcién ¢(f) = F € F
definida por:

F()=4(f)e K=A/J,

entonces ¢ es un homomorfismo booleano de A en F, y como en este caso (| J = {1}

Jeg
(ver Corolario 10.3) entonces ¢ es un isomorfismo booleano de A en ¢(4) C F.

Probemos que ¢ es un isomorfismo monddico, esto es que se verifica:

e(3f) = Ae(f).

Sea F = (f), g = 3f y G = ¢(y). Queremos probar que G = AF, csto cs que
G(J) = (FF)(J) para todo J € .

En efecto como f < 3f tenemos que o(f) < p(3f), entonces F < G esto es F(J) < G(J),
para todo J € Z. Pcro G(J) = j(g) = j(3f) = 3f, csto significa que G s una funcion
constante que toma cn todos los puntos el valor 3f, luego tenemos F(J) < 3f para todo
J € I y por lo tanto

(1) @F)() =\ F(J) <3f =G(J),

Jel

Esto cs AF < G.
Probemos ahora que existe un punto Jy € Z tal que F(Jy) = 3f. En cfecto observando

quedf = f=E3f = HHN(f—=3f)=3f = f=—3f V [, cutonces:

I3f = f)=3=3fVv)=-3fvIf=1,

por lo tanto el elemento | = 3f « f es libre, F(I) es libre y existe un filtro Jy € Z que
contiene F(I) esto es [ € Jy y por lo tanto f = 3f (mdéd. Jp) esto es fy If estdn cn la
misma clase de equivalencia C'y como el cardcter jo hace corresponder a cada clemento de
la clase de equivalencia C' la tnica constante que estd en esa clase tendremos jo(f) = 3f
esto es F(Jy) = 3f, luego:

(2) G(I)=3f =F(J) < \/ F(J)=3AF)(J)

JeI

y por lo tanto de (1) y (2) resulta IF = G. Ademads la funcién F alcanza su extremo
superior en el punto Jy que acabamos de indicar, dado que

\/ F(J) = (BF)(J) = G(J) = 3f = F(J).

Jel

O

Ejercicio 10.1 Representar el dlgebra de Boole monddica indicada en la Figura 10.1,
por un dlgebra de funciones y verificar que esta dlgebra es rica. Los filtros ultralibres son
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Ji = F(d) = {d,1}, Jo = F(e) = {e,1}, luego T = {J1,J2} y el dlgebra de Boole de las
constantes es K = {0,a, f,1}. Entonces J = KT = K x K tiene el diagrama tndicado
en la Figura 10.2. Sean 0 = (0,0),a = (a,a),b = (f,0),c = 0, f),d = (1,a),e = (a,1),
t = (fa f)’g = (110)7}1 = (fva')’ I = (a,O),m = (O,a),n = (a’vf)vp = (0)1)s
a= (L) =(f1),1=(L1).

Los caracteres de A estan indicados en la siguiente tabla:

= Jofalbfcldlels11]
caracteres || ji(z) |0 la | f|O |1 ]a | f]1l
Ga@) |0 la 0] flall]f]1

La representacion de los elementos de A estan indicados en la tabla stquiente:

[ F [FU)IEWG)[IF]

©(0) =0 0 0 0
p(a) =a a a a
e(b) =b f 0 f
plc)=c 0 f f
w(d)=d 1 a 1
ele) =¢ a 1 1
p(f) =1 f f f
oD =1 1 1 | 1

Figura 10.2

Observemos que el dlgebra F no_es rica. En efecto h(J;) Vh(J;) = fVa=1 yno cziste
ningin J € T tal que h(J) = 1.
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Ejercicio 10.2 Representar el dlgebra F = K' indicada anteriormente, que no es rica,
como un dlgebra funcional rica. Observemos que los ultralibres de F son:

F(g), F(h), F(n), F(p).

Teorema 10.7 Toda dlgebra de Boole monddica A es isomorfa a un dlgebra funcional
rica. (P. Halmos [12])

Dem. Dada el algebra A existe un dlgebra de Boole monddica A” que verifica las
condiciones siguientes:

1) A es isomorfa a una subdlgebra A’ de A",
2) K(A”") es una subdlgebra completa en A”.

Dos ejemplos de algebras A” que verifican las condiciones 1) y 2) fucron indicadas an-
teriormente ver Observacion 8.2 y Teorema 9.2. Por el Teorema 10.6 el algebra A" os
representable isomorficamente por un algebra funcional rica y lo mismo ocurre por lo
tanto con A’ y en consccuencia con A. o
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11 Extensién de un algebra de Boole monadica
a un algebra de Boole monadica completa

La construccién que indicaremos a continuacién se debe a A. Monteiro y nunca fue pu-
blicada.

Definicién 11.1 Sean A y A’ dlgebras de Boole, una funcion d : A — A’ se dird un
semi-homomorfismo si d verifica las siguientes condiciones:

S1) d(1) =1,
S52) d(z Vy) =d(z)Vdy).

Observacién 11.1 De la condicién S2) resulta que d es una funcion isétona y tambien
que —d(a) < d(—a) cualquicra que sea a € A.

Recordemos los siguicntes resultados de A. Monteiro, [19].

Lema 11.1 Si A es un dlgebra de Boole, f € A, S una sub-dlgebra de A, C un dlgebra
- de Boole completa, d un semi-homomorfismo de A en C, h un homomorfismo de S en C,
tal que:

D) h(s) < d(s) para todo s € S
entonces caiste un homomorfismo H : SB(S, f) — C tal que:
I) H prolonga a h, csto es H(s) = h(s) cualquicra que sca s € S,

I1) H(b) < d(b), para todo b € SB(S., f).

Recordemos como se¢ construye un tal homomorfisio. Sabemos que:

’

SB(S,fy={u€A:a= (s AV (s" A =1, 5.5 €SY.

Scan

my=\[{h(s1) sy S fo s €S} 1 = \/ {h(s2) A =d(sa N =[) : 5, € S}

]\{{1 = /\{]L(.S‘_-;) : f S Sq, Sq € S} ] M2 = /\{—I’L(Sil) vV (},(5'4 A f) 18y € S}
Se pruchba que g Viny < My A M, y que si se define para todo b € SB(S, f)
H(b) = [h(s) ANH(PV (s ) A—H(f)]

donde m, V my < H(f) < M, A My, entonces H es un homomorfismo que verifica las
condiciones indicadas en el Lema precedente.
Como consecuencia se ticne, usando induccién transfinita, que:

Teorema 11.1 Si A es un dlgebra de Boole, S una sub-dlgebra de A, C un dlgebra de
Boole completa, d un semi-homomorfismo de A en C, h un homomorfismo de S en C,
tal que:
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D) h(s) < d(s) para todo s € S

entonces existe un homomorfismo H : A — C tal que:
I) H prolonga a h,
II) H(a) < d(a), para todo a € A.

Dada un dlgebra de Boole monddica (A,3) sabemos que K = JA es una subdlgebra
booleana de A. Es bien conocido que toda dlgebra de Boole puede extenderse a un
4lgebra de Boole completa, esto es si A es un dlgebra de Boole, existe un algebra de Boole
completa C' y una subélgebra A de C que es isomorfa a A. Para simplicar las notaciones
identificaremos A’ con A.

Por lo tanto K puede extenderse a un dlgebra de Boole completa C'.

Como el operador 3, verifica 31 = 1, 3(x vV y) = I(x) V I(y), entonces 3 es un semi-
homomorfismo de A en C, que verifica ademds 30 = 0.

Sea h la aplicacién de K C A en C definida por h(k) = k cualquicra que sea k € IV, lucgo
. ¢s un homomorfismo booleano de la subdlgebra K de A en C que verifica:
h(k) = k = 3k cualquicra que sea k € K,

luego como h verifica la condicion D) del Teorema 11.1 podemos afirmar que existe un
homomorfismo boolcano j : A — C tal gue:

) j prolonga a h, csto es j(k) = h(k) = k, cualquicra que sca k € R,
IT) j(a) < Ja, para todo a € A.

De I) resulta por la definicién dada en el Ejemplo 10.2 que j es un cardcter de A. Luego
¢l conjunto J de los caracteres de A no cs vacio. Sca F = C7 ¢l conjunto de todas las
funciones de¢ J en C. Es bien conocido que si algebrizamos este conjunto punto por punto
eutonces F cs un algebra de Boole completa. Ademds si F € F y ponemos por definicién:

3F)G) =\ FO)

j€J
entonces (F, ) es un algebra de Boole monéadica.

Si f € A pongamos por definicién ¢(f) = F donde F es la funcién dada por F(j) = j(f)
para todo j € J. Luego como j(f) € C, cualquiera que sea f € A tenemos que F': J — C,
esto es F € F7, y en consecuencia ¢ : 4 — F. Es facil ver que:

©(0) =0, (1) =1, o(f Vv g9) = (f) Velg), o(f A g) =w(f) N elg).
por lo tanto:
Lema 11.2 ¢ es un homomorfismo booleano de A en F.
Ademas:
Si feKyF= go(f) entonces F(j) = f, cualquiera que sea j € J.

En efecto si j € J, como j deja invariantes los elementos de K, entonces F(j) = j(f) = f.
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Lema 11.3 Si f € A, f # 1, existe jo € J tal que jo(f) # 1.

Dem. Si f € K entonces cualquiera que sea j € J se tlene que I(fY=Ff#1L
Supongamos que f ¢ K, consideremos S = SB(K,f) y h : K — K C C' definida
por h(k) = k. Entonces es claro que h es un homomorfismo booleano de la subélgebra
booleana K de A en C.

Como J es un semi-homomorfismo de A en C que verifica h(k) = 3k cualquiera que sea
Lk € K, entonces por el Lema 11.1 existe un homomorfismo H : SB (K,f) — C que
prolonga a h.

Vimos que sib = (k' A f)V (k" A—Ff) € SB(K, f) entonces H se define del siguiente modo:
H(b) = [n(k) A H(AIV [B(E") A =H ()]

donde
my V me S H(f) S M] VAN Mz

my = \/{h(kzl) < fikEeRK} ; my= \/{h/(kz) A=B(ky A=f): ke € K},
My = N\{h(ks): f < hy, iy € K} = N\{=7{ka) V 3(ka A f) - kg € K},
v dada la definicion de b tencmos:
Hb) = [k AH(HIV[E A=H(f))-
Como
my = \/{ki by < f, ki € K} =Vf
my = \[{k2 A =(ka NI = f) il € K} = \{k2 A (=ky VVF) i hy € K} =
\ike AVF y€ K} =\/{ke: ko € K} AVS =Vf
y cn conseeucncia 1y Vg = YV fo Ademas
My = kst f < ks, by € K} =3f
My = \{=ks V (ka A3f): ha € K} = N{=kiVvAf: ke K} =
(N\{—Fa: ks e K})vIf=3f
y en consccucncia My A My = 3f.
Por lo tanto H{f) debe verificar:
Vi< H(f) <3f

Sca H(f) = VYf, entonces por el Lema 11.1, H es un homomorfismo booleano de
BS(K, f) — C, que extiende a h, esto es H(k) = h(k) = k, cualquiera que sea k € K,y
H(b) < 3b cualquiera que sca b € SB(K, f). Como f 7 1 entonces H(f) =Vf #1

Si SB(K, f) = A la demostracion esta terminada, con jo = H. Caso contrario mediante
la aplicacién del Teorema 11.1, se concluye demostracién por induccion transfinita.

Observemos que si definimos H(f) = f, tambien H es un homomorfismo booleano de
BS(K,f) — C, que extiende a h, H(b) < Jb cualquiera que sea b € SB(K,f), v
H(f) = f#1. o
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Observacién 11.2 Si en el Lema anterior definimos H(f) = 3f, el homomorfismo H
extiende a h y verifica H(b) < 3b cualquiera que sea b € SB(K, f). Luego existe jo € J
tal que jo(f) = 3f vy jo(a) < Ja cualquiera que sea a € A. :

Lema 11.4 ¢ es inyectiva.

Dem. Sean f,g € A tales que f # g, luego f - g #1649 — f # 1. Supongamos
que f — g # 1, entonces por el Lema 11.3 existe jo € J tal que jo(f — g) # L.

Sean ¢(f) = F y ¢(g) = G luego (F — G)(jo) = F(jo) — G(jo) = Jo(f) — Jolg) =
jo(f — g) # 1. Luego o(f) = F # G = ¢(9). O

De los Lemas 11.2 y 11.4 resulta que ¢ es un isomorfismo booleano de A en A=p(A) CF.
Lema 11.5 Si f € A y F = p(f), entonces:

1) Emiste jy € J tal que F(jo) = 3.

2) \ F(3) =3f.

jed
Dean.

1) Si f € K cntonces cualquiera que sca j € J tenemos que F(j)=3(f)=f=3f.
Supongamos que f ¢ K, entonces por lo indicado en ¢l Lema 11.3 y cn la Obser-
vacion 11.2 existe un homomorfismo jo : A — C tal ¢que:

(1) Jo(f) =31, (i) jo(¢) < Ja para todo a € A,

y que verifica jo(k) = k, para todo k € K, por lo tanto jo € J. Ademas por (i)
resulta que F(jo) = jo(f) = 3f-

2) F(j) = j(f) £ j(3f) = 3f = F(jo) cualquiera que sca j € J, luego \/ F(j) =
jeJ
F(jo) = 3f.

; d
Sea A = ¢(A), ya demostramos que A es un dlgebra de Boole isomorfa a A. Vamos a
demostrar cue:

©(3f) = Fe(f).

Sean ¢ = 3f, G = p(g), F = ¢(f). Queremos probar que G = AF, esto es que
G(5) = (AF)(j) cualquiera que sea j € J. En efecto como 3f € K, tenemos G(j) =
j(g) = j(3f) = 3f, cualquiera que sea j € J. Ademas teniendo en cuenta el Lema 11.95,
2) BF)() = _\e/]F(j) = 3f.

MASD .
Entonces si F € A, esto es F = ¢(f), con f € A, por lo demostrado precedentemente
AF = 3p(f) = p(3f), con Af € A, luego AF € A.

Acabamos asi de probar que el dlgebra de Boole monddica (4, ) es isomorfa a (A,3) y
que (A, 3) es una subslgebra monédica del dlgebra de Boole monadica completa (F,3).
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12 Algebras de Boole monadicas libres

12.1 Algebras de Boole monadicas libres I

El primer trabajo sobre la determinacién de Algebras de Boole Monédicas libres se debe
a Carnap [6], en 1946 y utiliza el calculo proposicional, pero en su trabajo no incluye
las demostraciones para obtener la cardinalidad. Luego H. Bass [4] en 1958 utiliza otro
método para su determinacién. Posteriormente P. Halmos [11], también en 1958, indica
otra construccién, (ver también [9]). En 1963, Héng-Shan Gao [8] indica una nueva cons-
truccién, (trabajo publicado en chino). En 1970, A. Masse [14] expone en un Seminario
sobre Légica Algebraica, realizado en la Universidad de Lyon, un trabajo denominado
Anneaur monadiques libres sur un ensemble fini (I) et (II), en el cudl esencialmente re-
produce el trabajo de Bass. En 1971, L. Heukin, D. Monk y A. Tarski, en el libro Algebras
cilindricas, [13] determinan las dlgebras de Boole Poliddicas libres.

L. Monteiro durante la realizacién de su tesis doctoral [23], sobre Algebras de Lukasiewicz
trivalentes monddicas, generalizacién del concepto de Algebras de Boole monddicas, de-
termind las Algebras de Boole Monddicas libres por un método diferente a los indicados
en los trabajos previamente citados. Su tesis fue presentada en 1970, y aprobada en 1971.
En 1973 L. Montciro, ¢n un seminario dirigido por ¢l Dr. Antonio Monteiro [20)], hace
una exposicion diferente de las anteriores sobre este tema. En 1978, aparcee publicado en
Algebra Universalis [24] ¢l trabajo de L. Montciro, que fuera expuesto en 1973, pero con
demostraciones totalmente diferentes a las indicadas en ese Seminario. El referee de este
trabajo hace ¢l siguicnte comentario: Monteiro gives a new determanation of the cards-
nalitics of the finitely-generated, free monadic algebras. There are at least four different
proofs of this result alrcady in the hiterature (haciendo referencia a [4), [8], [11], [18]). All
of them, including Monteiro's, are based on some kind of detailed analysis of the structure
of free monadic algebras (by metalogical, topological, or combinatorial algebraic methods).
It is the nature of the particalar analysis that s the focal point of all these proofs, and
Monteiro’s is definately novel. It is much closer to the spirit of universal algebra than
the others, and is in my opinion the most natural and perspicous. El referee agrega The
cardinality was apparently first obtained by Carnap.

En cste parrafo incluiremos las construcciones indicadas por L. Monteiro [24] en 1978, 1.
Viglizzo [35] en 1993 y L. Monteiro, M. Abad, S. Savini y J. Sewald [2] cn 1994, y en ese
orden.

Vimos cu ¢l parrafo 8, que si A es un dlgebra de Boole monddica, no trivial, A cs isomorta

a una subalgebra A*, del producto cartesiano I’ = [] A/M;, donde M = {M;}ics cs cl
i€l

conjunto de todos los filtros monddicos maximales (esto es filtros ultramonddicos) de A.

El isomorfimo H sc define del siguiente modo: si m; : A — A/M, es el homomorfismo

natural, entonces si o € A ponemos por definicién:
H(x) = (m(z))ics € P.

La subdlgebra A* es precisamente H(A).

En el caso en que A es finita entonces H es una funcion suryectiva. En efecto supongamos
que M tiene m elementos, entonces dado p € P, p = (p1,D2,-..,Pm), donde p; € A; =
A/M;, para i = 1,2,...,m. Entonces para cada p; € A, existe a; € A tel que m;(a;) =
pi- Como A es finita, todos los filtros de A son principales, y los filtros monadicos son
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filtros principales generados por elementos de K = K(A). Ademds vimos que los filtros
monédicos maximos son generados por dtomos del lgebra de Boole K = K(A), luego

m

M; = F(k;) donde k; es un dtomo de K. Sea a = \/ (a; A k;), luego a € A. Como

j=1
k; € K(A),m;(k;) € K(A;) = {0,1}, entonces m;(k;) = 0 para j # iy mi(k) = 1,
entonces mi(a) = v (/m.i(aj) A mL(kJ)) = mi(ai) A m,(kl) = 'm,,i(a.i) ANl = 'm,i(a,,;) = Pj. Por
=1
lo tanto H(a) = p. Tenemos asi el siguiente resultado:

Lema 12.1 Si A es un dlgebra de Boole monddica, no trivial y finita, entonces

A= ﬁ A/M;,

=1
donde m indica el nimero de dtomos del dlgebra de Boole K(A).
Identificaremos dlgebras de Boole monadicas isomortas.

La nocion de dlgebra de Boole monddica £(c) con v generadores libres , (v es un nimero
cardinal v > 1), se define de la manera habitual. Como las dlgebras de Boole monadicas
cstan definidas por igualdades, la existencia y unicidad, a menos de isomorfismos, de £()
s conscenencia de un teorema de G. Birkhoff [5]. Vamos a determinar la estructura del
algebra de Boole monddica £(n) con un conjunto finito G de generadores libres, donde
N[G] =n y n ¢s un nimero entero, n.> 0.

Sca M ¢l conjunto de todos los filtros monddicos maximales de £(n), sabemos que £(n)
¢s isomorfa a una subdlgebra de P = [] £(n)/M. Vimos en cl Lema 7.25 que todas las
AeM

dlgebras cociente £(n)/M son finitas, luego si probamos que M es finito, entonces D es
finita y en consecuencia £(n) es finita.

Si k es un numero natural, representaremos por By el dlgebra de Boole con k dtomos y
por Bi = (B, 3) el dlgebra de Boole monddica, donde 3B, = {0,1}. Entonces tenicndo
en cuenta el Lema 7.25 tenemos que:

Si MeM, L(n)/M=B;, donde 1<k<2"

Si k = 2» notaremos B* en vez de B}.. Sabemos que By, 1 <k < 27, es isomorta a
una subélgebra del dlgebra de Boole By». Entonces podemos suponer que las dlgebras de
Boole monadicas B, 1<k < 2" son subalgebras del dlgebra de Boole monddica simples
B*. Tenemos asi el siguiente resultado:

Lema 12.2 Si M € M entonces Syr = L(n)/M es una subdlgebra monddica de B*.

Sea G el conjunto de generadores libres de £(n) y (B*)® el conjunto de todas las funciones
de G en B*.

Si f € (B*)¢, como L(n) es un 4lgebra libre, existe un inico homomorfismo:
h f: Ll(n) — B*

tal que h(g) = f(g), para todo g € G. Sabemos que el niicleo de Ay, esto es el conjunto
N(hs) = {z € L(n) : hy(z) = 1} es un filtro monadico de L(n). Veamos que es maximal.
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En efecto S = h;(L£(n)) es una subélgebra monédica del 4lgebra de Boole monédica sim-
ples B*, luego S es simples. Como L(n)/N(hy) = hy(L(n)) entonces y como L(n)/N(hy)
es simples y por lo tanto, por el Teorema 7.5, N(hg) € M.

Tenemos asi una funcién de (B*)¢ en M, definida por ¢(f) = N(hy), donde f € (B")¢.
Vamos a probar que ¢ es suryectiva. Dado M € M, sea h el homomorfismo natural de
L(n) sobre el dlgebra cociente Sy = L(n) /N(hf), como Sy es una sub-dlgebra de B,
entonces por el Lema 12.2, h es un homomorfismo de L(n) en B*. Sea f la restriccion
de h al conjunto G C £(n), luego f € (B*)¢. Como L(n) es libre, la funcién f se puede
prolongar a un inico homomorfismo hy : £(n) — B*. Entonces hy y h son homomorfismos
que prolongan a f, por lo tanto hy = h 'y en consecuencia N(hy) = N (h) = M. Por lo

tanto @(f) = M.
k(3
Entonces el conjunto (B*)¢ es finito, dado que tiene (2(2")) elementos. Luego de acuerdo

con lo visto precedentemente M es finito y en consecuencia:

Ln)= HL',('n)/Mi donde t = N[M)]

14

Vimos que si M € M entonces L(n)/M 1 <k <2 Sea My ={Me M:
L(n)/M = B}, 1 < k < 2". Entonces M cs la union disjunta de los conjuntos My, 1 <
I < 2" Vamos a demostrar que M, # @ cualquicra que sea 1 < &k < 27, y vamos a
determinar su ntuncro de elementos.

Leama 12.3 Si G es un conjunto de generadores libres de £L{n) y B(n) = SB (G) entonces
G ¢s un conjunto de generadores libres del dlgebra de Boole B(n).

Demn.  Para cllo basta demostrar que si A es un dlgebra de Boole y f una funcion de
G cn A, entonces f se puede prolongar a un homomorfismo hoolcano de B(n) en A. En
cfecto sca A un dlgebra de Boole y f una funcion de G en A. Counsideremos ¢l dlgebra de
Boole monadica A* = (A, 3) , donde Ju = @ cualquicra que sca @ € A, entonces fes una
funcion de G C L(n) en A* y como L(n) ¢s un dlgebra libre f se puede extender a un
homomorfismo monadico by : L(n) — A*. Sca h la restriccion de /oy al subconjunto B(n)
de £(n), entonces b es un homomorfismo booleano que prolonga a f. O

Lemwa 12.4 Dada B}, k nimero natural fijo, 1 < k < 2" causte M € M tal quc
L(n)/M = Bj.

Decin.  Sabemos que el dlgebra de Boole B(n) tiene 27 dtomos. Como By, es un dlgebra de
Boole con k dtomos, 1 < k < 2", entonces por los resultados de R. Sikorski ({29, 30, 31])
existén epimorfismos booleanos de B(n) en By. Sea I un tal epimorfismo y 7 su restriccion
a G, luego r : G — Bj. Entonces esta funcién se puede prolongar a un homomorfismo
monadico h, : £(n) — Bj. Como h y h, coinciden sobre el conjunto B(n) entonces h.
cs un epimorfismo. Sea M = N(h,), lucgo por el Corolario 7.1 L(n)/M = By, y por lo
tanto M € M. O
Acabamos asi de probar que todos los conjuntos My, 1 < k < 2" no son vacios y por lo
tanto si my, = N[M,;], 1 <k < 2", entonces:

271

L(n) = J[Bom™.

k=1
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Vamos ahora a determinar los ndmeros my.
Dado k, 1 < k < 27, sea H} = Hom*(L(n) : Bf) el conjunto de todos los epimorfismos
monddicos de L(n) en B; y Aut(Bj}) el conjunto de todos los automorfismos monddicos
de B;.
Si H € H; pongamos s(H) = Nuc(H), entonces s es una funcién de H;y — M, dado
que L(n)/Nuc(H) = B;. Si M € My, esto es L(n)/M = B;, entonces el homomorfismo
monddico natural de £(n) sobre £(n)/M pertenece a Hf. Por lo tanto s es una funcién
suryectiva de Hy en M.
Es facil ver que si H € Hy y h € Aut(Bj) entonces ho H € Hy y que s(ho H) = s(H).
Como si H,, Hy € H; son tales que Nuc(H,) = Nuc(H,) entonces existe h € Aut(B;) tal
que H, = h o Hy entonces s~ (M) = {ho H : h € Aut(B})}, donde M € My, y por lo
tanto:
N[Hom*(L(n) : B})]

N[Aut(B;)]

N[My) =

Sea H, = Homn(B(n) : Bx), 1 <k < 2" el conjunto de todos los epimorfismos booleanos
de B(n) en By, vamos a probar que N[H}| = N[Hy].

Dado H € H} sea h la restriccion de H al conjunto B(n), luego I es un homomorfismo
booleano de B(n) en By. Teniendo en cuenta el Lema 7.24 podemos afirmar que h(B(n)) =
SB(WMG)) = SB(H(G)) = SM(H(G)) = H(L(n)) = By, lncgo h € Hy. Reciprocamente
si h € Hi sea f la restriceion de b a G, luego f : G — Bf y como L(n) cs un dlgebra
libre, f se puede extender a un homomorfismo monddico by @ L{(n) — Bf. Sca hy la
restriceion de by a B(n), entonces como by y h coinciden sobre G tenemos que by = h.
Si H,,H, € Hj y si sus respectivas restriceiones a B(n), hy y hy verifican by = ho,
entonces en particular hy(g) = ha(y) para todo g € G, esto ¢s by = hy sobre G y como cl
homomorfismo extension es tnico tenemos que Hy = Hy.

Es bien conocido ([30, 26]) que

N[Hom(B(n): By)] = Van j = (—5'('2:)—;,)'

Lema 12.5 Si S es un dlgebra de Boole monddica simple, entonces h es un automorfismo
monddico de S si y solamente st h es un automorfismo booleano de S.

Dem. Es evidente que la condicién es necesaria. Para ver que ella es suficiente debemos
probar que h(3dz) = Fh(x), para todo x € S. Six = 0 entonces h(30) = h(0) = 30 =
3h(0). Si z £ 0 como h es injectiva entonces h(x) # 0 entonces Ih(x) = 1. Por otro lado
h(3z) = h(1) =1. O

Si representamos por Aut(By) el conjunto de todos los automorfismos booleanos del
dlgebra de Boole By entonces por el Lema 12.5 podemos afirmar que N[Aut(B})] =
N[Aut(By)] y como sabemos que N[Aut(By)] = k!, acabamos asi de probar que:

Von 2"
e () IRELEL"

Por lo tanto:
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y en consecuencia:

N[ﬁ(n)] = H(N[BZ])(Z’:) _ H(zk)(2f) _ 2[2@2(2”—1);.
k=1 k=1

Los ejes de L(n), son los cocientes L(n)/M donde M € M. Entonces el nimero de ejes
de L(n) con k dtomos, 1 < k <27, es (z,:), y por lo tanto el niimero total de ejes de L(n)

es 271
> S ECo N
k k)

k=1

que es igual al ndmero de dtomos del dlgebra de Boole K (L£(n)).

Este trabajo fué el punto de partida para determinar en nuestra tesis [23] las algebras de
Lukasiewicz trivalentes monddicas libres con un ntmero finito de generadores.

12.2 Algebras de Boole monadicas libres II.

12.2.1 Introduccion

P. Halmos cn su trabajo [10] indica una construccion del dlgebra de Boole monadica con
unl conjunto arbitrario de generadores libres, para lo cual utiliza nociones de topologia.
Aqui presentamos una exposicidon de los resultados de Halmos para ¢l caso el caso cn
que el conjunto de generadores libres es finito, caso en que no son necesarias las nociones
topologicas. De este modo ampliamos ¢l espectro de posibles lectores ¢ indicamos simpli-
ficaciones que se introducen al considerar ¢l caso de un conjunto de gencradores finito.

En csta primera parte vamos a introducir la nocion de hemimorfismo. En la segunda
parte se define el concepto de extension monddica libre de un dlgebra de Boole debida a
P. Halimos y se¢ indica una construccion de la misma para ¢l caso finito. Finalmente, cn
la tercera parte se hace uso de esta construceion para mostrar cudl es el dlgebra de Boole
monadica libre con 1 generadores.

Una aplicacion h de un algebra de Boole A en un dlgebra de Boole A’ se dird un
hemamorfismo st

HO) 1(0) =,
H2) h(pV q) = h(pV h(q), cualesquicra que sean p, g € A.

Si ademas se verifica H5) A(1) = 1’ diremos que b es un I-hemimorfismo. Esto es un
1-hemimorfismo es un semihomorfismo (ver §11) que verifica 2(0) = 0.

Si (A, 3) es un algebra de Boole monddica, entonces 3 es un 1-hemimorfismo de A— A
dado que 30 =0, Il =1y I(z Vy) = Iz V Jy, (ver Lema 3.1)

Con 2 notaremos el dlgebra de Boole con un dtomo. Si X es un conjunto no vacio
notarcmos con 2% ¢l conjunto de todas las funciones de X en 2. Este conjunto algebrizado
en la forma natural es un dlgebra de Boole.

Lema 12.6 Si A es un dlgebra de Boole finita no trivial, un hemimorfismo h de A en un
dlgebra de Boole B estd determinado por los valores que h toma en los dtomos de A.
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Dem. Sea A(A4) = {aj,as,.-.,a,} €l conjunto de los dtomos de A, y supongamos
conocidos los h(a;),1 <1 < n.

Siz € A, yx=0,por Hy),h(z) =0; si z # 0, como A es un dlgebra de Boole finita, x
puede ser expresado (de una nica manera) como supremo de elementos en A(A):

;E:\/{ae.A(A):aSm}.
De esta manera

h(z) =h(\/{a € A(4): a < z}) = \/{h(a) 1 a € A(A),a < u}.

O

Lema 12.7 Si B es un dlgebra de Boole finita no trivial, y h es un hemimorfismo de B
en 2, entonces h es un homomorfismo si y solamente si existe un dnico dtomo ay, de B
tal que h{ay) = 1.

Dem. Sea b un homomorfismo y supongamos que para todo ¢ € A(B), h{u) = 0.
Entonces, por ¢l Lema 12.6, (1) = 0, absurdo puecs h e¢s un homomorfismo. Luego,
existe al menos un elemento ap, € A(B) tal que h{eh) = 1. Supongamos ahora que
existen ap ¥ df, € A(B),ap # d) y tales que h(uy) = 1 = h(ay). Como ay,a) € A(B) ¥
wp # dyap Al =0, luego 0 = h(ay A daj) = h{ay) Ah(a)) =1A1=1 Absurdo.

Sca h un hemimorfismo vy ay ¢l dnico atomo de B tal que h(ay) = 1, luego h(e) =0
cualquicra que sca a € A(B) \ {an}. Veamos que b cs un homomorfismo. Para cllo nos
basta probar que A(1) =1y hip A ¢) = h(p) A h{y).

h(l)y = lz,(\/{a, ca€ A(B)}) = \/{h,(u,) ca € A(B)} =
hlan) vV \/{h(a) : a € AB)\ {an}} =1V \/{h(a) : a € A(B)\ {un}} =1.
Sean z,y € B, y distingamos los siguientes casos:

e a,Szyup <y
En este caso, ap, < z Ay, y por lo tanto, h(x Ay) =1=1A1=nh{x)Ah(y).

e ap<zyany.
ap no precede a T Ay pues en este caso a, < r Ay < y, luego h(z Ay) =0
1A0=h(z)A h(y).

eapLzyan<y.
Este caso es igual al anterior.

eapnfxyan Ly
Es claro que ap, £ £ Ay, y por lo tanto, h(z Ay) =0=0A0= h(z) A h(y).

O

Lema 12.8 Si B es un dlgebra de Boole finita no trivial y h es un 1-hemimorfismo de B
en 2, entonces existe un homomorfismo que lo precede.
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Dem. Como h es un 1-hemimorfismo de B en 2, existe un a € A(B) tal que h(a) = 1.
En efecto, si para todo a € A(B),h(a) = 0 entonces h(1) = h(V{a : a € A(B)}) =
V{h(a):a € A(B)} = 0. Absurdo.

Sea a € A(B) tal que h(a) =1y definamos una funcién y, : B —2 del siguiente modo:

@ 0 si ze{0}UAB)\{a},
Yolz) = ¢ 1 sl z=a,
\V{ya(b) : b€ A(B),b <z} si z € B\ (AB)U{0}).

Es claro que 7/, es un homomorfismo. Veamos que y, < h.

En efecto y4(0) = 0 < h(0),7a(a) =1 < h(a) =1, si ya(b) = 0 < h(b) cualquiera que sca
be A(B)\ {a}.

Sipe B\ A(B) y a < p entonces por definicién y,(p) = 1.

h(p) = h(a) v VV{h(b) : b€ A(B)\{a},b<p} =1V V{h(b):be A(BY\{a}, b <p} =1
Sipe B\ AA(B)ya¢ {be A(B):b< p}, luego ya(p) = 0 < h(p). O

Leina 12.9 Si B es un dlgebra de Boole finita no trivial ¢ Y = Hom(B,2) el conjunto de
todos los homomorfismos de B en 2, entonces B es isomorfa al dlgebra de Boole 27,

Dein. Dado p € B, pongamos por definicién ¢(p) = P, donde P es la funcion de Y cn
2 definida del siguiente modo: P(y) = y(p), cualquicra que sea y € Y,p € B (p fijo).
Probemos que ¢ es un isomorfismo de B cn 2V,

L oo(pAg) = v(p) N eq).
Scan h = p A q,o(h) = H,o(p) = P, p(g) = Q. Lucgo H{y) =y(h) =y(pAg) =

y(p) Ay(g) = P(y) A Qy) = (P AQ)(y). Es decir, H =P AQ, como queriamos
demostrar.

Analogamente se prucha:

to

2pVa) = ¢p) V ely).
Representarcmos con 0 v 1 las funciones de Y en 2 definidas del siguiente modo:
0(y) = 0, 1(y) = 1 cualquicra que sca y € Y. Es tdal ver ¢ue:

e

v(0) =0,y

4. (1) =1. Acabamos asi de probar que ¢ ¢s un homomorfismo.

ot

£ ¢s inyectiva. Sean p, ¢ € B, tales que (p) = ¢(q), esto es P(y) = Q(y) cualquicra
que sea y € Y, luego y(p) = y(g) cualquiera gque seay € Y. Por lo tanto y(pV —q) =
1 =y(qV —p) cualquicra qua sea y € Y, y en consecuencia pV —¢,qV —p € Nuc(y)
cualquicra que sca y € Y. Lucgo pV —¢ = ¢V —p = 1 de donde resulta p = ¢.

6. ¢ es sobreyectiva.  Sea €2Y. Por el Lema 12.7 sabemos que para cada
z € Hom(B,2) existe un tnico a, € A(B) tal que z(a,) = 1. Sean U = Q'(1), y
p=\V{uw:zeU}=V{a: Q) =1}*). Pongamos ¢(p) = Py probemos quc
P =, ie. P(w) = Q(w) cualquiera que sea w € Y = Hom(B,2).

Siw ¢ U,Q(w) =0y Plw) el w(p) © Vi{w(a,) : z € U}. Como el tnico adtomo a

de B tal que w(a) =1 es ay, y w ¢ U entonces w(a,) = 0, luego P(w) = 0.
Si w € U, entonces Qw) = 1,Plw) = wp) = V{w(e) : z € U} =
w(ae) vV Vi{w(a,): z€ U\{w}} =1V V{w(a):z € U\{w}} =1
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Al conjunto Y = Hom(B,2) se lo denomina espacio dual del dlgebra de Boole B. De
acuerdo con el Lema 12.9, podemos indicar un elemento de B mostrando cuanto vale
cada homomorfismo del espacio dual en dicho elemento. Si X es el espacio dual de un
4lgebra de Boole A y f una funcién de Y en X, entonces se define la funcién dual de
f.f*+ A —2Y =2 B como sigue :

F(p)w) = \/{z(p) : f(y) =} para todoy € Y,p € 4, (1)

y se prueba que f* es un homomorfismo. También se prueba que f* es epimorfismo si
y s6lo si f es inyectiva y que f* es monomorfismo si y sélo si f es sobreyectiva. (Es
interesante ver que esta definicién coincide con la de Sikorski de homomorfismo inducido
por una funcién puntual [29] en el caso en que se considera al conjunto A(B) como espacio
dual, o espacio de representacién del dlgebra B.)

Lema 12.10 Todo I-hemimorfismo de un dlgebra de Boole finita no trivial A en 2 es
supremo de los homomorfismos que lo preceden.

Dem.  En vista del resultado del Lema 12.6, bastard con probar que para cada a € A(A).

hia) = \/{7/((1,) :y € Hom(B, 2),y(x) < h(x) para todo @ € A},

Supongamos que h(a) es 1. Sea y, ol homomorfismo tal que ¢ es el dnico dtomo tal que
yo(a) = 1. Es claro que y, < h .y por lo tanto \V{y(a) : y € Hom(B,2),y < I} = 1.

Si h(a) = 0 entonces para todo y < h,y(a) < h(a) =0, luego

\/{y(u.) y € Hom(B,2),y < h} = 0.

12.2.2 Extensiones monadicas libres

Diremos que un dlgebra de Boole monddica A es una extension monddica libre (P. Halinos,
[11]) de un algebra de Boole B si:

(1) B es una subdlgebra booleana de A,
(ii) A es la subélgebra monddica generada por B, i.e. A= SM(B),
)

(iii) todo homomorfismo booleano g de B en un dlgebra de Boole monédica arbitraria
C se extiende a un homomorfismo monddico (necesariamente tGnico) f de A en C.

A continuacién daremos una construccién de la extensién monddica libre para el caso en
que el dlgebra B sea finita, siguiendo los pasos indicados en el trabajo de P. Halmos.
Supongamos que B es el dlgebra de Boole con t atomos, lo que nos permitird calcular el
nimero de elementos de A.

e Primer paso. Sea W =28 es decir el conjunto de funciones de B en 2. Es claro
que el nimero de elementos en W es 2
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e Segundo paso. Sea Y =Hom(B,2), el conjunto de los homorfismos de B en 2,y
consideremos el conjunto Y x W este conjunto tiene ¢ - 2(2) elementos.

¢ Tercer paso. Sea V el conjunto de los 1-hemimorfismos de Ben 2. he&W serd un
1-hemimorfismo si y sélo si h aplica alguno de los 4tomos de B en 1 (Ver Lema 12.8).
Luego, V tiene 2t — 1 elementos, e Y x V1 - (2t — 1) elementos.
Sea X CY xV, X ={(y,v):yeY,veVy<v}
De los Lemas 12.6, 12.7 y 12.8, se desprende que para cada homorfismo en Y, hay
2t —1 hemimorfismos que lo dominan. En consecuencia, X tiene t- (2t —1) elementos.

e Cuarto paso. Sea A el 4lgebra de Boole de todas las funciones de X en 2, y
definamos para todo p € A,

3p)(y,v) = \/{p('u-, v) 1w € Y,u < v} (2)

Para ver que (A,3) es un dlgebra de Boole monadica bastard probar las siguientcs
propiedades:

E0) 30 = 0 resulta inmediato de la definicion 2

E1l) Para todo p € A yp < dp.
Es claro que para todo par (y,v) € X,

p(y,v) < \/{p('u,,'u) cu <oy = 3p)(y.v).
E2) Para todo p,¢ € A, vale que para cada par (y,v) € X,

Ap A Jg)(y,v) = \/([)/\ 3q) (u, v) \/[p w,v) A (Fg)(u,v)] =

[ . Tw

1\ ple, o)) AT\ G 0)] = @) (y,0) ATV (V alw,0))] =

w_u wn wolw uww

(Tp)(y,v) A (\/ g(w,v)) = (3p)(y,v) A Bg)(y,v) = Fp A3 (y,v).

wWEY

Lucgo 3(p A Jq) = 3p A 3¢ para todo p, ¢ € 2%,

Lo que probaremos en realidad no es que ¢l dlgebra de Boole monddica A ¢s la extension
mondadica libre de B, sino de una subalgebra de A que es isomorta a B.

Esta inmersion de B en A se hara de la siguiente manera: si consideramos a los elementos
de X como el espacio dual de A, se ve que hay una proyeccién natural c: X — Y definida
por «(y,v) =y.

¢ ¢s una funcién sobreyectiva: siy € Y, es claro que el par (y,y) estden X y c(y,y) =y
Lucgo h, el homomorfismo dual de ¢, es un monomorfimo, de manera que B es isomorfa
a h(B).

Es claro que h(B) es una subdlgebra de A, y es en este sentido que se verifica (i).

De acuerdo a la definicién indicada en (2),

(hp)(y,v) = \A{z(p): cw,v) =z} = \[{y(p) : c(y.v) =y} =y(p). (3)
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De (3) y el Lema 12.10, se obtiene:

Ehp)(y,v) = \/ (bp)(u,v) = \/ u(p) = v(p)- (4)

ulv uw<y

Veamos ahora que se verifica (ii), es decir, que SM(h(B)) =-A. Por el Lema 6.15 sabemos
que SM(h(B)) = SB(m(h(B))U3m(h(B))), luego como h(B) es una subdlgebra booleana

v h un homomorfismo:
SM(h(B)) = SB(A(h(B)) U ZA(h(B))) = SB(h(A(B)) U 3h(A(B))).

Como A es un slgebra finita, bastard probar que sus dtomos estan en SM(h(B)) para
probar que SM(h(B)) = A. Los dtomos de A son funciones de la forma:

, N_J 0 s (u,w) # (y,v), .
Tyt w) = { 1 si(u,w) = (y,v). (), (ww) € X.

Veamos que

fyw = hay, A ( /\ Jha,) A ( /\ —3ha,), (5)

[32; ey} i =)

con lo que quedard probado que A(A) C SB(h(A(B) U h(A(B)))- Sea

q(u,w) = hay A( /\ Aha,) A ( /\ —3ha,)

vy | wip. ()
= ua, N ( /\ wa, ) A ( /\ —way) (por (3) y (4)).
vy 1 v, -0

Si (u,w) = (y,v),

g(y,v) = yay, A ( /\ va) A ( /\ —vu,) = 1.

viiz=1 v ={}

Si (u,w) # (y,v), entonces v # y 6 w # v. En el primer caso, cs decir si w # y, entonces
ua, =0y
g(u, w) = uay, A ( /\ waz) A ( /\ —wa,) = 0.

var=1 v, =0
Si w # v, entonces (Lema 12.6) existe j tal que wa; # va;. Si, por ejemplo va; = 0,
entonces wa; = 1 y —wa; = 0, por lo tanto /\ —wa, =0y q(u,w) = 0. Acabamos asi

va.=0

de probar que g = fy -
Sea ahora C un 4lgebra de Boole monédica arbitraria, y ¢ un homomorfismo booleano de
h(B) en C. Si probamos que existe un homomorfismo monadico de A en C, habremos
probado que A es la extensién monddica libre de h(B).
Consideremos en C la subalgebra monadica generada por g(h(B)), esto es

$ = SM(g(h(B))).

Como S = SB(g(h(B)) U 3g(h(B))), es claro que S es finita y podemos considerar su
espacio dual Z =Hom(S,2). Si probamos que g tiene por extensién a f, un homomorfismo
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monddico de A en S, como S C C,f serd un homomorfismo monéddico de A en C.
Construyamos para eso una funcién r : Z — Y de la siguiente manera: Seana: Z — Y
definida por

(az)p = zghp;
y b:Z — V definida por

(bz)p = z3ghp (donde el cuantificador corresponde al dlgebra C.)

Que az es un homomorfismo de B en 2 resulta inmediatamente de la forma en que esta
definido (es composicién de homomorfismos). Andlogamente, bz es un hemimorfismo de
B en 2. (Notemos aqui que 3 es un hemimorfismo de C en C). Sea r(z) = (az, bz).

(az,bz) € X pues para todo p € B, ghp < ghp, y luego zghp < 23ghp, es decir (az)p <

(bz)p.
Sea f el homomorfismo dual de la funcién r. Es decir, si ¢ € A, fqg € S es el elemento tal
que para todo z € Z,

z(fq) = q(az,bz).

Para demostrar que se verifica (iil) queda por probar que f restringida a h(B) es igual a
g,y que f es un homomorfismo mondadico.
En primer lugar, si g € h(B),q = h(p) para alginp € By

zfq = q(uz,bz) = h(p)(az, bz) 2 (az)(p) = zghp = zgq, para todo z € Z,

ex decir que fg = gq.
Resta ahora ver que para todo ¢ € A3fg = f3g, i.c. paratodog € A,z € Z,23fq = zf3q.
Si ¢ = h(p) para algin p € B,
2f3y = zf3hp = (Fhp)(az,bz) = (bz)p = =zTghp =
= z3fhp =z3fy.

Si g € A(A), eutonces para algin (y,v) € X,
q = ha, \( /\ Fhae) N ( /\ —3ha,.).
[ | Vtky. —0)
Lucgo
zfdg = (3g)(az,bz) =
= Jha, A ( /\ Fhtty) A ( /\ —3ha,)|(az,bz) =

Ul = 1 b =0

= [Bha, A( N\ 3ha) A ( N\ —3hay))(az,bz) =

Ve =1 V=0
= (Jhay,)(az,bz) A /\ (Fhaw)(az,bz)] A /\ —(Fhay)(az, bz)] =
Vil = 1 V=0
= (bz)a, N | /\ (bz)aw] A [ /\ —(b2) | =
V=1 VQo=()

= zE!gh,a.y A [ /\ zflgha..u,] A\ [ /\ —Zaghaw)] =

YLgy=1 Vil =0
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= zﬂ[fh,ay A( /\ thaw) A ( /\ '_afhaw)] =

va=1 V=0

= Alfhay A N\ Fhaw) A (N —F3hae,)] =
V=1 V=0

= z3flhay A( N\ Fhaw) A( [\ —3hau)] =
Vap=1 Ve =0

= z3dfgq.

Como todo elemento en A es supremo de elementos en A(A) (A es finita), y 3 es un
hemimorfismo, podemos concluir que para todo p € A, fip = 3fp.

12.2.3 El dlgebra de Boole monddica con n generadores libres

Si G es un conjunto finito arbitrario, los resultados precedentes pueden ser aplicados al
dlgebra de Boole libre generada por G. Una aplicacion arbitraria de G en un dlgebra
de Boole monadica C tiene una extensién (necesariamente unica) a un homomorfismo
booleano ¢ que aplica B en C. El homomorfismo booleano ¢ tiene, a su vez una extension
monadica (inica) f que aplica A en C. De esto se concluye que la extension monadica
libre de un algebra de Boole libre es un algebra de Boole monadica libre.

Es bien sabido que ¢l dlgebra de Boole con n generadores libres es aquella que tiene 27
dtomos. Entonces, de acuerdo a lo dicho en la scgunda parte, el dlgebra monddica libre

:._2('2"

con n generadores tendrd 27 - 2(2"=1 dtomos, y por lo tanto, ol Ul elementos.

Este dlgebra libre es fnica (a menos de isomorfismos).  Conocemos ya la unicidad del
dlgebra de Boole libre B. Si A; y Ay son extensiones monddicas libres de By gy, g2 las
inyecciones naturales de B en 4, y Ay respectivamente, entonces existen homomorfismos
monddicos f, 1 Ay — Ay fo 1 Ay — Ay que extienden a gy y ¢a. Como f; o fy es un
endomorfismo monadico de A; que coincide con la identidad en B, debe ser igual a la
identidad sobre todo A, y, similarmente, f»o fi debe ser la identidad sobre A,. Luego, f,
es un isomorfismo de A, sobre A;, con inversa fy.

Tomemos como ejemplo el caso en que n = 1. Si G = {g}, sabemos que ¢l dlgebra de
Boole libre generada por G tiene como dtomos a g y —g; B = {0,9,—g, 1}.

[ [0]gl—g[1]
hi|O|11}] 0 |1
he |00 1 |1
hy|O{1] 1 |1

Los homomorfismos de B en 2 son las funciones h;, ho indicadas en la tabla anterior. Los
1-hemimorfismos son Ay, hy, ha; X = {(h1, h1), (h1, ha), (R, h2), (he, h3)}.
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” l (}?,],]’I,]) | (h],hg) I (hQ,hQ) I (hg,hg) ”

Jo 0 0 0 0
fi 0 0 0 1
fa 0 0 1 0
f3 0 0 1 1
f4 0 1 0 0
s 0 1 0 1
fs 0 1 1 0
J7 0 1 1 1
fs 1 0 0 0
fo 1 0 0 1
f1o 1 0 1 0
fn 1 0 1 1
J12 1 1 0 0
Js 1 1 0 1
Jia 1 1 1 0
f1s 1 1 1 1

La tabla anterior muestra los clementos del dlgebra 2 usando la formula (2) indicada

en ¢l Parrafo 13.1, podemos calcular 3f;,0 < < 15.

Ya sabemos que (A4, 3) es el dlgebra de Boole monéadica con un gencrador libre. ;Cudl es
ese generador? Para saberlo bastard con ver cudl es h{g) ya que b es la inmersion de B

cn A v g el generador libre de B.

hy

h{g)(ha, ha) = hag =0,
h(g)(hg, hs) = hag = 0.

)(hl,}l.]) = )),Jg = 1.,
( )(I IL:;) = h]‘(] = 17
)
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Luego, h(g) = fuo.

Digamos que si f: Y x V —2 es tal que f(y,v) = f(y,?'), cualesquiera que sean y,v,?/,
entonces la funcién f es independiente de V. Andlogamente, si f(y,v) = f(y',v) cua-
lesquiera que sean y,y’,v, f se dird independiente de Y.

Observando (3), resulta claro que las funciones en h(B) son independientes de V. Reci-
procamente, si g € A y ¢ es independiente de V', ¢ puede considerarse como la restriccién
de una funcién r : Y x V' —2 independiente de V. Por el Lema 12.9, existe p € B tal
que r(y,v) = yp para todo par (y,v), y por lo tanto ¢ = h(p). Asi hemos demostrado que
h(B) consiste exactamente en aquellas-funciones en A que son independientes de V.

En forma similar se ve, a partir de (4) que las funciones en 3h(B) son independientes
de Y, y se puede probar ademds que todas las constantes en A son independientes de
Y. Como V tiene (22'~1) elementos, la subdlgebra booleana de las constantes de A tiene

62T - 1
22 77) elementos.

12.3 Algebras de Boole monadicas libres III

12.3.1 Imtroduccion

Vamos a reproducir los resultados obtenidos por L. Monteiro, M. Abad, S. Savini y J.
Sewald, ([2] y [27)).

Los mismos cstan inspirados en un trabajo de H. Bass [4], pero se diferencian del mismo,
cn notaciones y demostraciones mdas acordes con la teoria del dlgebra universal. Ademads
s¢ indican otros resultados, se generalizan algunos de los indicados por Bass, y esen-
cialmente la construccion de las dlgebras de Boole monadicas con un mimero finito de
generadores libres es a nuestro entender mucho mas sencilla que la indicada por Bass. Si
designamos con FB(2" — 1) el dlgebra de Boole con 2" — 1 generadores libres y con P(2")
el producto cartesiano de 2" dlgebras de Boole iguales a FB(2" — 1) entonces P(2") ¢s un
dlgebra de Boole. Sobre P(2") se define un cuantificador existencial 3 via una subdlgebra
de Boole de P(2") relativamente completa. Se prueba que (P(2"),3) es el dlgebra de
Boole monddica con n generadores libres. Cada clemento de P(2") es una 2"-upla cuyas
coordenadas son elementos de F'B(2" — 1), en particular los n generadores de P(2") son
2"-uplas cuyas coordenadas son elementos de FB(2" — 1). En este trabajo indicamos
las coordenadas de cada uno de los n generadores de P(2"). En ninguno de los trabajos
citados anteriormente se indican las coordenadas de los generadores del dlgebra de Boole
monddica con n generadores libres.

Observacion 12.1 Por conveniencia consideremos numerados los elementos de B(B,t
" K

y esta numeracion fija, b1, @ . . ). Entonces poniendo h; = mym, 1 =1,2,...,2' y

hy = Imyw, 1 =20+ 1,2 +2,...,2! tenemos que:

m(G) U EIm(G) = {hl,hZ, ... .hzt,th_H, ceey h2t+1}.

d

Entonces los posibles dtomos de SM(G) son (ver Lema 6.12) los elementos:

2t+l ot-+1

me = /\(hz +¢;), donde c € U B(B, 21 &, k +2).
i=1 et
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Esto es, son los elementos de la forma:
21.+1
; t
myo A\ Gy + ¢), 1<i<2,
j=2t+1 -

donde myuy # 0 y catyy = 0.

Seat € N, t>2, y FB(t — 1) el dlgebra de Boole con ¢t — 1 generadores libres, luego
FB(t—1) tiene 27! 4tomos. Sea G = {g1,92,---, g1} un conjunto de generadores libres
de FB(t — 1) y P(t) el siguiente producto cartesiano de ¢ dlgebras de Boole:

Pt)=E, x By x---x E; ,

donde E; = FB(t—1), 1 <2<t

Como los dtomos de P(t) son las t-uplas tales que una de sus coordenadas es un atomo
de FB(t — 1) y las restantes son todas iguales a cero, tenemos asi que P(t) es un dlgebra
de Boole con t % 2071 dtomos y por lo tanto:

N[P(#)] =20 27,

Si x € P(t), notaremos x = (X1, Xz, ...,%), donde x; € FB(t—1), 1 <4<t Repre
sentemos con O (respectivamente 1) ¢l primer (iltimo) clemento de P(t), csto cs 0 (res-
pectivamente 1) es la t-upla cuyas coordenadas son todas iguales a 0 € FB (t—1) (res-
pectivamente 1 € FB(t — 1)).

Sean v = (v(l'i), v.(;), . ,v,('i)), 1 <4<t los clementos de P(t) definidos del siguicnte

modo:
' 1 s2 h=1
vy = { . 1<h<t,

O si h##1

INA
IA

ysca V= {vl) 1 <q <t}

Como 1 € FB(t — 1) ¢s supremo de 2/~ dtomos de FB(t — 1), entonces cada v es
supremo de 27! dtomos de P(t).

Consideremos ahora los siguientes elementos de P(2):

w® = (wgi),wgi), .. ,W1(i)), 1<e<t

definidos del siguiente modo:

) Gt—(i—h) st h <1
wi) =41 si h=i

Yh—i st 1< h
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Observacién 12.2 Si h < 1 entonces 1 < i — h, y por lo tantot — (i — h) <t — 1. De
1<i<tyl<h<tresultaquei—h<t—h<t—11luegol <t—(i—h), yporlo
tanto 1 <t —(1—h) <t—1.

Si ¢ < h entonces1 < h—1. Comol < h <t entonces h —1i < t — <, luego como
1<1<ttenemost—1<t—1, yporlotantol <h—1<t—1.

Lema 12.11 a) Si i es un elemento fijo, 1 <1 <t, entonces:
(Wi 1<h<tl={Lgug. - g}

b) Si h es una coordenada fija, 1 < h < t. entonces:
Wi 1<i <t} ={L9002- .91}

Der.

a) De la definicién de w,(f) y la observacion 12.2:

w,(f) e{l,g1,92,--- g1} =X, pua 1 <h <t

(i

Sca € X. Six =1 entonces 1 = w; ). Supongamos (que x = g;, 1 < j <t -1

.- . . s e !
al) Sii =1, entonces j <4 =1y de acuerdo con la definicion w§- ) = Ji—(t=j) = Uy

a2) Sil<i<t Scar=t—1, luegor > 0.

a2l) Sij <r=t—d,cntonces 1 <7< j+i=~hnh<t cstoces, < hyporlo
tanto w,(,l ) = g

a22) Sij>r=t—dcutonces h=j+i—t>1 Porotrolado 2<j+i <2ty
porlotanto h=j++—t <t Como j <t—1<tcentonces j —t <0, por
lo tanto h =7+ —t < 7, luego w,(,:i) = g,.

b) Por lo visto en la observacién 12.2:

W1<j) €{l,91,92,- - ge1} =X, para 1 <i<t.
Sea x € X. Six = 1, entonces W}(Lh) = 1. Supongamos ahora que = = g; ,
1<j<t—1.

bl) Sij=h, como h <t— 1<t entonces wff) =y;.

b2) Sij < h, entonces 1 < h—j < h <ty por lo tanto w,(Lh_j) = g,.

b3) Sih<j,seat=t+h—j. Comol<j<t—1<tentoncest—j >0y por
lotanto h <t =t+h—j. De h < j resulta h — 7 < 0 y en consecuencia

1 =t+ h—j <t Tenemos asi que WS) = gj.

Vimos en el parrrafo 5, que:

1) Una subélgebra S de un dlgebra de Boole B se denomina relativamente completa si
para todo p € B el conjunto {s € §: p < s} tiene un {nfimo en S.
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2) Si K(B) = {z € B: 3z =z} = {x € B : Vz = z}, entonces K = B es
una subélgebra booleana de B que es relatlvamente completa, esto es, sl T € B
{k € K(B) : # <k} tiene un infimo en K(B); y ademés 3z = N{k € A(B) :

k}.

3) Si S es una subalgebra relativamente completa de un dlgebra de Boole B entonces
existe un tunico cuantificador existencial 3 en B, denominado cuantificador exis-
tencial inducido por S, tal que 3B = S. El mismo se define del siguiente modo:
SixeB, dz=NA{seS:z<s}

Sea W = {wl¥ : 1 <i <t} y K =S5B(W) la subdlgebra booleana de P(t) generada por
W.

Como K es finita, es relativamente completa, y por lo tanto induce un cuantificador
existencial 3 sobre P(t) tal que 3P(t) =

De acuerdo con la notacion introducida previamente:

B(P(t),t) ={b = (b(l),b(z), ..., by b®" € {0,1} CP(t), 1 < h <t}

Como b® € P@) y b™ e {0,1} entonces cada b s a su vez una t-upla
(l)(lh), bg'), . ,bfl")) cuyas coordenadas son todas iguales al primer clemento de F'B (t—1)
o al Wtimo clemento de FB(f — 1).

Representemos con @ y T al primer y dltimo clemento del dlgebra de Boole B(P(t),1).

Lcmna 12.12 N[A(SB(W))] =2' - 1.
Demn.  De acuerdo con el Lema 6.9,
A(SB(W)) = L = mp € (W), 1y, # 0}

Como N{B(P(t),1)] = 2, si probamos que existe un inico clemento b € B(P(1),t) tal que
mp = 0, ¢l lema quedard probado. Sib € B(P(#),1) es tal que b =1, para todo h,
1 < <, entonces:
! t ! .
my = N\ (WOHbO) = A —wl) = (A —wi?, /\ w . /\ —w), y como —w,,(;"') = (),
b il il '
1 <7 < t, tencios que iy = 0.
Sib = (bM b® | )(’)) E B(P(t),t) — {T}, entonces existe b, 1 < h < ¢, tal que

b = 0, y por lo tanto bj = () para todo j, 1 < j <t Probemos que la coordenada
h-ésima de s, cs diferente de 0 € FB(t — 1), de donde resultard que my, # 0.

! ; ; ! ' DN A fe i ; i i
Como mp = A\ (wD+b®) = (A (wi+b), A (Wb, A (wﬁ')-{-bﬁ 1)), entonces

i=1 i=1 i=1 i=1
!
Ja coordenada h-ésima, de myp es (mp), = A (wh) + b ) Como b =0€ FB(t—1),
i=1
para todo 3,1 < j < t,y w(’) 1, entonces wgh) b;,h' =1+0 =1y por lo tanto

(M), = /\{wﬁl) +b 1 <i <t i # R} Por el Lema 12.11, b) {w 1 <<t i #
h} = {g1.92,--- ,g,_l}, y como los elementos b,, €{0,1} CFB(t—-1), 1 <i<t, i#h,
entonces (), € m(G). Luego como G = {g3,92,.--,9i—1} €s un conjunto de generadores
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libres de F'B(t — 1), entonces por lo visto en la Observacién 6.1 todos los elementos de
m(G) son diferentes de 0 € FB(t — 1), y por lo tanto my, # 0. a

Observacién 12.3 Vamos a precisar algo mds sobre el resultado anterior. Sea T =
{1,2,...,t} yb € B(P(t),t). Pongamos To(b) = {h € T : b® =0} y T1(b) = T—To(b),
luego si N[To(b)] = k, entonces N[Ty(b)] =t — k.

Observemos que To(b) = B, equivale a b = T', y entonces por lo visto precedentemente
mp = 0. Supongamos que To(b) # 0. Si To(b) = T, esto es b = & entonces me =
t t .

A w® |y por lo tanto (ms); = A\ w](fl), 1<j5<t.

i=1 i=1

Por el Lema 12.11 : {w,(j) 1 <i<t}={1l,91,92,---,Gi—1}, y como wi?)

;= 1 tenemos

t—1
que (ma); = N gi, cualquiera que sea j, 1 < j < t.
i=1
Por lo tanto todas las coordenadas de mg son iguales a un mismo dtomo de FB(t —1).

Supongamos ahora que Ta(b) # 0, Ti(b) # 0, y N[To(b)] = k. Luego N[Ty(b)] =t -k,
gy = N{w® 1 h € To(b)} A A{—w® 2 h € Ti(b)} y por lo tanto (mp); = /\{wj»h) :
h€To(b)} A /\{—wj(.h) cheTy(b)}, 1<j<t.

Como h € T1(b) equivale a bW =1 y w,(,h) = 1, entonces para todo j € Ty(b) se tiene

que —Wﬁj )= y por lo tanto my tiene t — k coordenadas iquales a O € FB(t — 1) y si
>

j € To(b) entonces (1my,); € A(FB(t — 1)), como vimos en el Lema 12.12.
#!
RNt — k)

N[To(b)] =k, y como los dtomos de P(t) son las t-uplas tales que una de sus coordenadas
es un dtomo de FB(t — 1) y las restantes son todas iguales al clemento 0 € FB(t — 1),
entonces es claro que cada my, donde b € B(P(t),t) — {T'} y N[To(b)] = &, es supremo
de k dtomos de P(t).

f
Es claro que si 1 < k < t existen (k) clementos b € B(P(¢),t) tales que

El resultado indicado por H. Bass [4], en la pdgina 267, es un caso particular cuando
t=2" n €N, de lo explicado precedentemente. También lo es el resultado indicado por
M. Abad y L. Monteiro [1], en la pdgina 582, con el ndmero 5.5.

Lema 12.13 Si B es un dlgebra de Boole monddica, tal que K(B) = 3B es un dlgebra
de Boole finita y x € B, x 7# 0 entonces:
Jz = \{a € A(K(B)):a ANz #0}. [4], [14].

Dem. Como K(B) es un dlgebra de Boole finita y 3z # 0 entonces 3z = \/{a €
A(K(B)) : a < Jz}.

Sean X; ={a€ AK(B)):aAnz #0}y Xy ={a € A(K(B)): a < 3z}, entonces para
probar el Lema nos basta demostrar que X; = Xb.

Sea a € X, luego (1) a € A(K(B)) vy (2) a Az # 0. De (1) resulta 3o = a. Como
a,3z € K(B) entonces b =aAdzx € K(B). Como b < a, b€ K(B) y aesun dtomo de
K(B) entonces (3) b=06 (4) b = a. Siocurre (3) entonces ¢ Az <a Az =b=0y
por lo tanto a Az = 0, lo que contradice (2). Luego b =aA Iz =a, estoes, a <3z y
por lo tanto a € Xj.

Sea a € Xs, luego (1) a € A(K(B)) C K(B) y (2) a < Jz. De (1) resulta (3) Ja = a.
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De (2) resulta que a = a A 3z y por lo tanto Ja = J(a A 3z) =Ja A3z =3(3aAz). De
donde resulta por (3) que 0 % a =3(a A ),y por lo tanto a Az # 0, estoes a € X;. O

Lema 12.14 3v® =wl® 1 <i <t

Dem. Sabemos que v < wi®,  wl) e W C SB(W) =K, 1 <i<tyque
IO =A{keK: v <k}, 1 <i <t Luego v <wl® 1<i<t.

Como JP(t) = K, entonces por el Lema 12.13 podemos escribir v = \{a € AK) :
a Av® #£ 0}, y por el Lema 12.12 A(K) = {m, : b € B(P(t),t) — {I'}}.

Sea my, € m(W) tal que b® = 0. Entonces b € B(P(t),t) — {T'} y por lo tanto
me € A(K). Probemos que mp A v # 0. Vimos que mp = (AN {wD @ 5 € To(d)}) A
(AN{—w') . j € Ty(b)}) y como A vg':) = 0 cualquiera sea h # ¢, 1 < h < ¢,
cntonces la componente i-ésima de my A v es (/\{w,(;j) 7 € To(b) — {i}}) A (/\{—W,Ej) :
jeT(B))ALl=aAl=a, donde a € A(FB(t— 1)), pues por hipdtesis i € To(b). Luego
my A v £ 0.

Como por el Lema 6.8, (4):

wl) = \/{m.b b e B(P(t),1), b® =0},

resulta entonces w® < \/{a € A(K) : a Av® £ 0} =3v. O
Este Lema generaliza los resultados de H. Bass [4] indicados en la pagina 266 de su trabajo
(Lema D).

12.3.2 Construccion del dlgebra con 1 generadores libres

ScaneN,t=2"y

P(2") = E\ x Ey»x --- X Ep

donde E; = FB(2"-1), 1 <+ <27,

Lucgo por lo visto anteriormente:
N[A(P(2")] = 2" » 277",

Consideremos los subconjuntos V'y W de P(2") definidos como en el parrafo anterior.

Sca H = {1,2,...,2"}, lucgo si b € H entonces:

h=1+ Zh,,fz"—l, donde h, € {0,1} C Z.
r=1

Scan g, 1 < 4 < m, los elementos de P(2") definidos del siguiente modo:

| 0e FB(2" —1), si hh=0€Z,
8 = . 1<h<o,
le FB(2"—1), si hy=1€Z
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yG={gW:1<i<n}.

Observemos que de acuerdo a la definicién anterior:

1+Zg<’)2’ 1=1 +Zh,9"1

r=1

Lema 12.15 El dlgebra de Boole SB(G), tiene 2" dtomos, por lo tanto es isomorfa al
dlgebra de Boole con n generadores libres.

Dem. Dado que SB(G) = s(m(G)), nos basta probar que: m(G) = V.
Seab e B(P(2"),n) y T ={1,2,...,n}.

k3
a) Si b = & entonces mg = A g. Como (mg),m /\ g =1, ysihe H- {2}
i1
entonces existe un indice 7, 1 <4 < n, tal que g_,( D= () luego (), =0, para todo
ho#£ 2", luego me = v,
123
b) Sib =T cutonces mp = A —g® vy como g.,s ) =0, cualquicra que scar, 1 <@ <n,
i-1
entonces (myp), = 1. Si b € H — {1} entonces existe un indice 7, 1 <7 < tal que

g.,,() =1 lucgo (mnyr), = 0, para todo I # 1, lucgo mp = v (.

¢) Sib ¢ {®, '}, entonces existen ¢/, € H, ' # t*, tales que b =0, b)) =1.
Scan To(b) = {t € T : b®) = 0} y Ty(b) = {t € T : b = 1}, luego ' €
To(l)) t* € Tl(b)

Scah=1+ 5 27 NluwegoheHyh=1+ Y‘ h.2"=t donde b, =1 sir € To(b)

j€To(b) 21
y h. =0sir € T1(b).
Vamos a probar que (mp), =1 € FB(2" = 1),y que (mp); =0 € FB(2" — 1), para

todo j 5 h.
Para ello basta observar que las siguientes condiciones son equivalentes:

i) (ms), = (A&l i€ To(d)}) A (/\{ —g\) rie Tu(b)}) = 1.
ii) /\{gk 1€Te(b)} =1y /\{—g cieTy(b)} =1
iii) g,(f) =1 para todo i € Tg(b) v g,(c) = 1 para todo ¢ € T3 (b).
iv) k; = 1, para todo i € To(b), y ks = 0, para todo i € T3(b).
v) k=h.

Acabamos asi de probar que mp € V cualquiera que sea b € B(P(2"),7), luego m(G) C

V.

Sean b,c € B(P(2"),n) y b# c. Si b o ¢ son elementos de {®,I'}, entonces es claro

que myp # me. Sib,c € B(P(2"),n) — {®,T'}, entonces vimos en el Lema 6.8, 1) que

mp N\ Me = 0.

Como (mp)y =1, con h=1+ > 27! y (my); = 0 para todo j, j # h, (me)s = 1,
j€To(b)

conk =14+ 5 27!y (m.); =0 para todo j, j # k, entonces si h = £, esto es
j€To(<)
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1+ 50 27'=1+ Y 2771 resulta To(b) = To(c), y por lo tanto b = ¢, absurdo.
i€To(b) j€To(<)
Luego myp # m,. Por lo tanto m(G) = V. |

Lema 12.16 SM(G)=SB(VUW).

Dem. Aplicando sucesivamente los Lemas 6.14, 6.13, 12.15 y 12.14 podemos escribir:
SM(G) = SM(m(G)) = SB(m(G) U Im(G)) = SB(V U V) =SB(VUW). O

Observacion 12.4 Si S es una subdlgebra de un dlgebra de Boole finita B, con r dtomos,
r > 1, tal que A(S) C A(B), entonces S = B. En cfecto, sean s1,82,...,8¢ ; 4 < T
los dtomos de S y Ci = {a € A(B) : a < s}, 1 < i < u. Es bien conocido que
Q) = {C),Ca,...,C.} es una particion del conjunto A(B). Como A(S) C A(B), cada
C., 1 <i <, estd formado por un solo elemento (un dtomo de B), luego u =1 y por lo

tanto S = B.
Lema 12.17 SB(VUW) =P(2").

Dem. Dor construccién 'V es una particiéon de 1 € P(2") y vimos que v < w® y
v =wl®, {=1,2,...,2". Entonces por el Lema 6.12

21'
= {my(VUW) :be | JB@P(2"),22" k% +2")}
kel
Cs una I)dlfl( 1()11 de 1 € P(2") tal que A(SB(VUW)) CP.

Perosib € U B(P(2"),2.2" k, k +2"), entonces b4 = 0, para un derto j, 1. <45 <27,

y bt =1, p(ua todo j/, 1< /<2 j 44 yademds bU T2 =0, luego

-
p=1mp(VUW)=vi) A /\(w('i) + HEEDY,

4 )

Por lo tanto su coordenada fi-ésima, 1 < h < 2", es

2'”
=i A A\ 7

Pero vimos que v,(,j) = 0, paa h # jy v(J) =1, lucgo pp = 0, para h # jJ y

2" ' "
pj = AW bl

i=1 .
Pero por Lema 12.11, b) {wj(.l) 1 <i<2y ={1,g1,92,-- -, ¢g2m -1}, ¥ COMO w,(,.j) =1y
bl42") = 0 entonces p; € A(FB(2" — 1)) y en consecuencia p € A(P(2")).
Acabamos asi de probar que A(SB(V UW)) C A(P(2")) de donde resulta por la Obser-
vacion 12.4 que SB(VU W) =P(2"). O

De los Lemas 12.16 y 12.17 resulta que G es un conjunto de generadores del dlgebra de
Boole monadica IP(2"), esto es
SM(G) =P((2").
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Sea. FM B(n) el élgebra de Boole monddica con n generadores libres, G un conjunto de

n generadores libres de FM B(n) y f una biyeccién de G en G C P(2"), entonces f se
puede extender a un tnico homomorfismo monédico h de FMB(n) en P(2").

Luego h(FMB(n)) = SM(h(G)) = SM(G) =P(2"), y por lo tanto h es un homomorfis-
mo monddico suryectivo. Ademds A es biunivoca pues FMB(n) y P(2") tienen el mismo
nimero de elementos. Por lo tanto h establece una biyeccién entre ambos conjuntos y en
consecuencia h es un isomorfismo.
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