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COMENTARTO A UN TEOREMA DI JAKOR STEINLR

por A.I.Benedek y R.Panzonce

. INTRODUCCION. Llamaremos curva de Jordan a cualquicr imagen homeo -
mérlica de la circunferencia sobre ¢l plano mientras que arco de Jordan
designard a toda imagen homeomérfica de un scgmento cerrado finito. Una
curva de Jordan es un continuo nunca denso que pucde ser rectificable
O no. Y solamente en el dltimo caso puede ocurrir que posca Area no nu-
la, (lHl, p.374).

Dada la curva de Jordan J designaremos con D = D(J) a su recinto in-

terior. Sean

{x € RA\D: dist(x,J) < ¢},

op]
I

—
]

(X & D distix. )] € %],

Un teorema de J.Steiner (1796-1863) Implica que si J es rectificable

la medida de Se es del orden de e: fSE[ = 0(e), ([6]l, p.81). Una inver-

$idén con centro un punto de D muestra que en este caso también

\M
&)

| > e,

|If[ = 0(¢). 81 1la curva J tuviera drea positiva ¢ entonces T
c >0, y ¢l teorema resulta Optimo en cierto sentido. A continuacioén
mostramos que aun cuando el drea de J sca nula ol resultado no puede

mejorarse.

Diremos que |T €s como &", », $1 existen dos constantes

positivas m y M tales que: m EB ST | <M B para tode & € 0,8 .

(o1
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t1) Sea vy € (0,1). Existen una curva de Jordan de drea nula y una cons-

tante m > 0 tales que
|I€| >m/|in |V si e < €,

La seccidn siguiente estd dedicada a la demostracién de estas propo-
siciones. El resto de la presente nota se ocupa con una demostracidn

del teorema de Steiner arriba citado, (cf. T.2, §3)

2. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1. En las pdginas 326 y 374 del libro de
Hausdorff citado en las referencias se puede hallar la construccién de
un arco de Jordan H que utilizaremos como la parte fundamental de la
curva de Jordan J a definir. Ese arco une los vértices o y B de un cua-
drado de lado 1 y pasa por todos los puntos de un conjunto Q que es per-

fecto, acotado y totalmente desconexo.

B B B

En la fig. 1 aparecen los segmentos B2, B 67 '+ 2 Bggy Ba,,

4 36°

que forman parte de H obtenidos en los pasos n 0 yn=1de la
construccidn. Un punto del cuadrado o8By pertenece a Q si y sblo si

pertenece a infinitos cuadrados Bij K Suponemos el arco H completa-

do por un arco de circunferencia de centro ¥y y radio 1 de manera que

juntos determinen una curva J de interior D, el cual contiene las re-
giones rayadas de la figura. F: [0,1] — H es una parametrizacidn de

H cuya definicibn utiliza el sistema heptadico de numeracidn.

En la construccidén de H llamaremos 1i la longitud del lado de un cua-

drado en el paso i, i = 0,1,2, ... , a; designara la longitud del lado

’

de los cuatro nuevos cuadrados obtenidos en la subdivisidn de uno de la-

do 1i‘ Entonces, a; = 1i+1’ 1i = Zai +c.
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Supondremos que 0 <1 <1 y que Zkak = §

- > >

2 2 2 2
(1) (1, - 4a_) + 4(1] - 4a)]) +

1>52>

12 - 4 1im &2,
[e) 1
En consecuencia, |Q|

4.lim6§. Supondremos en lo que sigue que 6i¢0.
De esta forma: |Q| = [H] = |J| = 0.

Demostracidn de i). Designaremos con 1, a y ¢ a 1
tivamente

,a yc

o respec-
y supondremos que 2a > c¢ > 0. Luego 4a/1 > 1. También supon-

dremos en este caso que el cociente ai/li es constante. O sea,
a, = (a/D%, §_= (2a/1)*a v 0.
La longitud de la suma de las diagonales B,, B

40 B6’ , hasta el



paso n-ésimo incluido es mayor que

n .
(2) (1 +2a) § (4a/1)F = 111 + 2a)/(2a - o). [(4a/1)™ - a1,
j=0

Observemos que la suma de las longitudes de las diagonales hasta el

paso n-é&simo incluido es menor que

n+l Ay
(3) No+c+2ea+ o)) 301 =1 <o L2280y (a/n™*t -0,

pues 1 + ¢ + 2(a + c) < 21 + 4a.

Dado ¢ > 0, definamos n = n(e) por c_, , = c(a/l)n+1 <e < c =
= E% (a/l)n+1. Luego n'= para e40. Designemos con Ié al conjunto de pun-
tos de Ie contehidos en el cuadrado adépy. Entonces, el arca de Fé es ma-

yor que: (1/2).suma de las areas de las cruces en los pasos n+l, n+2,
+ (e/2).longitud de las suma de las diagonales hasta el paso n.

Por lo tanto

2(n+l) 9

(4) 1l > g a3 12 48]

S| —

1~1;£§Ll[[4a]n+l - 1],

a - C 1

0ol ™
r\a'

1

Por otra parte la medida de Il es menor que: (1/2).1a suma de las areas

de las cruces en los pasos n+1, n+2, ... + e.longitud de las diagonales

hasta el paso n. Es decir,

(.y2(n+1) . n+l
(5) 1l o< 7 .4“*‘{%} 12 + e.2 1%%—§f§ild[%i) Sl
Luego, de (4) y (5)
2 (n+1) .2 n+l
2a 12 ¢ 1(1 + 2a) (1 |
[ 1] =+ Sma o U [4a]- Ho< gl <
(2a)2(n+1) 42 ¢ 12(1 + 2a)
< lT‘J 3=+ 2 a (2a - ¢) I.



1 n+1 1
Como [Eﬁ] < i3 <1, resulta entonccs,

Ky < 1l o< za/m D,

(6) (2a/1) K,, donde
2 2 2
= 1 cl(l + 2a . cl (1 + 2a)
Ky =9+ 77 T 7a » Ky A (Za - ¢)

Entonces [I!] ~ e? si y sélo si

Esto vale exactamente cuando

[zg)Z(n+l) N {i](n+l).8
1 1
(7) (2a/1)° = (a/1)®.

Sea B8 = B(a/l) el nGmero en (0,1) para el cual se da la igualdad (7).
Si a/l1%1/2 entonces B+¥0, y esto implica la tesis i).

Demostracién de ii). Sea 0 < e < 60 - 61. Definimos n = n(€) por me-
dio de las siguientes desigualdades:

-n

_ . l-n
2 (an - 6n+1) - Cn+1 <es “n T 2 (6

La medida de I. es seguramente mayor que: (1/2).suma de las dreas de

las cruces que aparecen en los pasos n+1,n+2, ... . Es decir,
n+l 2 2
(8) 1Ll > (1/72).47 2] = 2 62,

Elijamos ahora 1los 6h, h=20,1,2,

(9) 1/2(h + 1)Y/2,

On
[}

1+y/2

Entonces tenemos: 6 - 4
n-1 n

y/4(n + 8) , 0 <8 < 1; y por lo tan-

to: € < YZ_“/2n1+Y/2.

En consecuencia, n.1n 2 <'1n 1/e, y de (8) sigue que

l1el > 2,62 = 172+ 1Y > 1(an 22772/ (1n €)Y, qED.



3. POLIGONALES. Sea J una curva de Jordan, D = D(J) su interior y p un

nimero no negativo. Definimos:

Dp = {x: dist(x,D) < p} , Dp_ = {x: dist(x,D) <pl.

Es facil demostrar las siguientes relaciones

(1) b,_ =@ , D, =D=DVJ

o ’

.. c c .
(ii) Dp_ Dp D(p+e)- sie >0,

(iii) Dp = {x: dist(x,D) < p} , Dp_ = {x: dist(x,D) <p} ,
(iv) Dp = D U {x & D : dist(x,J) < p}l.

Sea {S(l), e ,S(m)} una coleccidn de segmentos cerrados finitos de

extremos a(i),b(i), i = 1, ... ,m. Si para todo i 1,2, ... ,m-1,

b(i) = a(i+1), entonces diremos del conjunto T = S(i)

i

" CB

que es una
1

poligonal. Y si ademds b(m) = a(1), diremos que T es una poligonal cer-
rada. Si la poligonal cerrada T tiene la propiedad que la interseccidn
de dos lados cualesquiera es a lo sumo un vértice de ambos, diremos que
T es una poligonal cerrada en sentido estricto. Una poligonal cerrada
en sentido estricto se dird simple si coincide con una curva de Jordan.
Llamaremos convexa a aquella poligonal simple que defina junto con su
recinto interior un poligono convexo.
Sea L una poligonal conveza y D = D(L); |D| la medida plana de D y

[L] 1la longitud de L. Para todo r positivo es fiacil ver que vale

(10) ID_| = |D] + [Llr + nr?

r

En particular tenemos

(11) ID. | < |D| + [Llr + nr? r > 0.

re b

Si en lugar del recinto D tuviéramos un segmento cerrado finito 1 tam-

bién podriamos definir 1. segln (iii) y obtendriamos



(12) Ilr_l = 2[1] r + nr?
PROPOSICION 1. (11) wale aun para poligonales simples.

DEMOSTRACION. Sea L una poligonal simple cualquiera. Demostraremos por
induccién sobre n, el ntmero de lados (vértices) de L. La proposicidn
vale, por lo dicho arriba, para n = 3. Sea n > 3. Existe un segmento
1 interior a D cuyos vértices coinciden con vértices de L (cf. B}, p.

22). Sean D,y D2 los dos recintos poligonales en que 1 divide a D. En-
tonces, |[D| = |D1| + |D2| y Dl,r— N Dz,r_ 21 _, (cf. Fig.2). Luego,

|Dr__| = 'Dl,r-—l 'DZ,r-— - lDl’r_ A DZ,,r—

<Dyl + ILdr + wr? o« ID,| + [L,lr + vr? - (2(1]r + vr?) =

= |D| + [L] T + 712, QED.

7

L

El teorema de Steiner que queremos demostrar dice asi:

TEOREMA 2. Sea J una curva de Jordan rectificable y D = D(J). Entonces,



st r > 0,

(13) ]Drl < |p]| + W]lr + nrl,

4. PLURIPOLIGONALES. A un continuo P se le llamarid pluripoligonal si

n
P= U

Li’ donde Li es una poligonal simple de interior Di tal que
i

1

i) b, N Lj = @ para todo i,j,

ii) Li N Lj es vacio o un vértice de ambas,

n n
iii) E:= n ¢(D.) = ¢c( VY ﬁj) es un dominio, (ver Fig.3)
= j=1

Las siguientes proposiciones aclaran los alcances de esta definicién.

PROPOSICION 2. jl 8¢ P es una pluripoligonal, P =

W Co

Li’ entonces los

dominios residuales de C(P) son: D .. ,D ,E.



JJj) Todo continuo subconjunto de P de la forma P = U Lj es una plu-
i€r ‘i

ripoligonal.

DEMOSTRACION. j) sigue inmediatamente, y jj) quedard demostrada si pro-

bamos que E = C( V ﬁj ) es conexo. Si no fuera asi existirian dos a-
i€1 i

~ ~

biertos, El’ Ez’ no vacios, disjuntos, tales que [ = El U Ez‘ El domi-

~

nio residual E estarad contenido en El o en E,. Supongamos E C El y

Lj ¢ P. Como Lj C E resulta Lj C Ei y por lo tanto:Lj NECcC El' Enton-

~

ces no puede ocurrir que Dj C EZ‘ Luego ﬁj NEC El y sigue que

E, = 0. QED.

n

Al conjunto abierto U Di lo llamaremos el Znterior de Py a E el
i=1

exterior. De la pluripoligonal P diremos que es una subplurigonal de

P. Otra idea que queremos introducir es la de engrosamiento de una plu-

ripoligonal. Dada la pluripoligonal P, sean Al, ce ,Ak los vértices

de P que pertenecen a méds de una poligonal Li' A vértices de esta na-
turaleza los llamaremos multivértices. Sean Cl’ o ,Ck cuadrados abier-

tos de didmetros menores que d(P), donde d(P) es la menor distancia
entre un vértice de P y los lados que no concurren a él1. Los centros

de Cl’ Ce ,Ck seran Al’ ce ,Ak respectivamente. El engrosamiento de

" C=

n
P es, por definicidén, el contorno de la regidén U Di U

C.. Lo de-
i=1 i ]

1

notaremos con P.

PROPOSICION 3. P es una poligonal simple.
Para demostrarla basta ver que P es una curva de Jordan. Esto lo ve-
remos junto con otros detalles enseguida. La proposicién implica que

P es una poligonal cerrada en sentido estricto.



Tt C=

Li una pluripoligonal con multivértices

PROPOSICION 4. Sea P = 13
. i=1
Ags o s Ao k 2 1. Existen dos subpluripoligonales Pry Prqg tales que:
U = N = .
PI PII P, PI P]ZI {Al}

DEMOSTRACION DE LAS PROPOSICIONES 3 Y 4: Podemos suponer sin pérdida

de generalidad que la poligonal simple L, contiene al vértice A, Yy que

) 1
Lj+1 N (L1 u... VU Lj) # #, 1 <j <n. Entonces los continuos P, = UL,

i=1,2, ... ,n, son pluripoligonales y Pn = P, (Prop.2).
Sean ﬁl’ . ,ﬁn, engrosamientos de los mismos con cuadrados de igual
didmetro y menor que d(P). Supongamos que ﬁl’ R ,ﬁ

poligonales simples. Para que esto mismo ocurra con Pe bastara ver

+1

que:

*) el poltgono Le+1 se adhiere a la poligonal Pe en un sélo vértice.

Si esto no fuera asi el continuo Pe @) (Le N exterior de Pe) tendria

+1
un dominio residual acotado cuya frontera (poligonal) tiene segmentos

contenidos en Pe y segmentos en Le Este dominio acotado no estda in-

+1°

n
cluido en U Di‘ Por lo tanto posee puntos de E. Luego, E no puede ser
i=1

conexo e infinito. Contradiccidn.

De *) sigue que Pe+1 es una poligonal simple. En consecuencia, tam-

bién ﬁn = P es una poligonal simple, y queda probada asi la proposicidn

3.
Si quitamos Ll a P, la unién de 1los Lj restantes se descompone en com-
ponentes conexas que son pluripoligonales. Denominaremos PI a aquella

que contiene al vértice Al' Sea PII = L1 U restantes componentes cone-

xas.

Entonces P, N (pII\Ll) =@, vy PLNP L =P NL = {A;} por *), QED.



n n
PROPOSICION 5. Sea P = VU L, una pluripoligonal. si Pl = [ L.l y
i=1 i=1
n A}
Ip| = } |Di| entonces para todo r > 0 vale
i=1
2
(14) . |Dr_| < |p| + [Plr + 7p°.

DEMOSTRACION. La proposicidén 1 implica que (14) vale si n = 1. Supon-

i Cr

gamos que vale para todo n < hy sea P = Li' Entonces, usando la

i=1

descomposicidén de la proposicién 4, resulta (ver Fig.4):

|D | - 7r? <

ID IT,r~-

<1

r I,r-l

< (IDII + [Pilr + mr?) + (|DII| + [Py dr o+ mr?) - wrl =

= |D| + [Plr + nrl. QED.

—— -

S. VAINA POLIGONAL. Sea T = U [ai,a

i+1] una poligonal cerrada en sen-



tido estricto. Como T es un continuo, C(T) tiene sus dominios residua-
les simplemente conexos, (IN], p.144). Sea E la componente de C(T) no
acotada. LLamaremos vaina poligonal de T, V(T), a la frontera de E. En-

tonces V es un continuo, (IN], p.144). En realidad es el continuo que

"mejor cifie" a T, (cf.Fig.S5).

/?3-"

[P ko il biad
gt b
NG

y

TEOREMA 3. V es una pluripoligonal.

. v

DEMOSTRACION. V estd formada con lados de T: V= U [a. ,a. ] - Cada
i=1 3 37

uno de estos 1-simplices es limite, por uno de sus lados al menos, de

puntos de E. C(V) consta de un nGmero finitos de dominios residuales

acotados: Dl’ “e ,Dn, y de uno no acotado que coincide con E.
Dies un abierto simplemente conexo cuya frontera es una poligonal

simple, Li’ formada por lados de T que pertenecen a la frontera de E.

Por lo tanto dos dominios residuales de contornos Li’Lj’ no pueden te-



ner un lado com@in. Y en caso de poseer vértices en comln s6lo podran
tener uno pues en caso contrario ﬁi U ﬁj desconectaria al conjunto L.
n —
Por otra parte si D = U Di’ E C C(D). Para demostrar que V es una
i=1
pluripoligonal s6lo resta ver que E 2 C(D). Y para cllo es suficiente

mostrar que ningGn 1-simplice [aj ,a .

| es 1imite por ambos lados de
i 347l P

puntos de E. Sea 1, un T-simplice de V, que podemos suponer sin pérdi-

da de generalidad que es [ao,all. La poligonal T es parametrizable con

un pardmetro t variando en 0,1} y de manera que t crezca estrictamente
al pasar de un punto a otro de T en el sentido impuesto por los vérti-

ces: a_,a;, ... 8- Esto puede lograrse pues T es cerrada en senti-

do estricto. Dado un punto x € T, designaremos con t(x) al menor valor
del pardmetro en ese punto y con 1(x) al mayor. Obviamente, t(x) = T(x)
excepto para los vértices a los cuales concurren mas de dos lados y pa-

ra a_ (T(ao) =1, t(ao) = 0).

(o]

Sea 1, = [ar,ar+1] el lado de T tal que t(a;) = inf{t(x): x € 1,}.

1

Entonces: 1, N 1, = {al}, T(ar+1) > T(al).
Si a1 # a, podemos repetir el proceso, y asi llegamos finalmente

a a_ con un segmento 1m = [a 1, a = a_. Entonces J = {10, cee

s’as+1 s+1

1m} describe una curva de Jordan.

Como J € T, el interior de J no tiene puntos en E. Por lo tanto esta

contenido en C(E) = D UV,

Como V es nunca denso, 1, es limite de puntos de D. QED.

6. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2. Dado & > 0, existe un abierto acotado
O tal que: 0 2D, |O\D| < € y la distancia de cualquier punto de J a

C(0) es menor que €. Reticulando el plano con cuadrados de lado sufi-



iii) cualquiera sea i, el arco que une a;, con a,

cientemente pequefio menor que e, cubriendo D con aquellos que 1lo inter-

secan y conectando las poligonales que en nGmero finito forman la fron-
tera de la unidén de esos cuadrados puede demostrarse que existe un tal
0 que ademds es simplemente conexo con frontera poligonal, (cf.I[N],
Cap. V, VI).

Supongamosidada una parametrizacidn de J de manera que cuando t crez-
ca de 0 a 1, x(t) recorra J, x(0) = x(1).

Dada una particién P = {to,tl, ce. ,tN} de [0,1], a ella correspon-

de una poligonal cerrada: T(P) = U laj,uj+1] donde aj = x(tj) € J.

Tomando esa particidn bastante fina podemos suponer que To = T(P) veri-
fica:
i) T €O
o
ii) [TO] > [J] - ¢

+1 tiene longitud menor

que inf(d,e/2), siendo d la distancia de J a C(0).
Es facil ver que i) es consecuencia de iii).

Diremos que T1 es un refinamiento de TO sobre J si Tl = T(Pl) con
P1 2 P. Como todo refinamiento de TO verifica ii) e iii) vale:
iv) para todo refinamiento de T  vale i).

Mostraremos a continuacién que hay un refinamiento de To, Tl’ tal que

M-1

T, = U

1 [Ci’ci+1] y todo lado de T, satisface la siguiente propiedad:
i

0

v) si [Ci’ci+1] no estd contenido en J entonces no es paralelo a nin-
gin otro lado de Tl'
Entonces Tl satisfard i)-v). Con lo que en particular quedara pro-

bado que J es aproxzimable por poligonales que satisfacen esas cinco

propiedades.



Admitamos la existencia de una tal poligonal T1 por un momento. Si
dos lados de Tl se intersecaran en mids de un punto serian paralelas por

lo que necesariamente estarian contenidos en J. Pero entonces podrin

tener en comn a lo sumo un punto. Es decir, si agregamos a Tl como

vértices todas las intersecciones entre lados, obtenemos una poligonal

T cerrada en sentido estricto que puede pensarse como un refinamiento

de T1 sobre si misma.

Para demostrar la existencia de Tl’ y por lo tanto la de T, basta de-

mostrar la siguiente proposicidn:

*%) dado el lado 1 = [am,am+1] de To, no contenido enteramente en J,
es posible encontrar puntos S, € (tm,tm+l), tm < Sy < Sy e < Sy <
< t i1 tales que todo lado de

[a ,x(s;)] U [~X(sl),X(52)J U ... Uix(s ),a_ 1,

0 estd contenido en J, o no es paralelo a ningin segmento contenido en

J ni a ninglin segmento [ao,al], e ,[am_l,am].

Demostracidn de **): si 1 N J es un segmento con extremo a oa i

el resultado sigue inmediatamente, (cf.Fig.6). Si el arco X de J defi-

nido por los puntos {x(t); t <t < tm+l} contiene un segmento inte-

i . - ] <t <
rior, digamos [bl’bZ] {x(t); tm < W, t W, < tm}, el resultado se

reduce a los ya tratados.




Supongamos ahora que ese arco no contenga ningin segmento incluido

en J. Sea a(t) la pendiente del segmento la_,x(t)], y B(t) la del seg-
mento [am+1,x(t)], x(t) € X. a(t) y g(t) son funciones continuas de

t € (tm,tm+l). Hay un nGmero a lo sumo numerable de valores: Op,0Qy,

BisBys - , que corresponden a pendientes indeseables. Si el conjunto

a-l(aj) (o el conjunto-s-l(gi)) contuviera un segmento esto implica-
ria que X contendria un segmento, contradiccién. Ln consecuencia,
-1 -1 . . .
H= U§qg (aj) UuaBg (Si) es un conjunto de primera categoria. Luego,
existe t € (tm,tm+1)\H tal que B(t) y a(t) corresponden a dos segmentos,

[am,x(t)] y [x(t),am+1], que satisfacen los requerimientos de la propo-

sicidén **), qed.
Sea V la vaina poligonal de T y p > 0. Entonces V C 0. Si F es la u-

nién de los dominios interiores de 1la pluripoligonal V, tenemos (cf.

T.3 y (14)):

(15) |F__| < |F| + Vlp + wp® < [0] + [Tlp + np?,

|

y por lo tanto que:

(16) IE_| < (|D] + ¢) + [Jlp + np?,

p—
pues |J| = |D\ D| = 0.
Sea q = p - 3¢, 0 < ¢ < p/4. Supongamos por un momento la siguiente

relacidn que demostraremos enseguida:

(17) . D CF

En ese caso,

(18) IDg. | < ID| + LIp + wp® + c.
Haciendo ¢+0 se obtiene de (18) la siguiente desigualdad:
(19) D,_| < D] + Wlp + wp.

Sea finalmente r = lim 4 . Entonces D = 1imyD y (13) sigue de (19).
pn r P,
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Veamos ahora una demostracidén de (17). Sea
D' = {x € D: dist(x,J) > 3e}.
Si x € D', el indice de x respecto de J es no nulo: WJ(x) # 0. De 1la

construccidn de T sigue entonces que si recorremos esta poligonal se-
gtn la direccién impuesta por J a los vértices de T obtenemos:

Wo(x)

WJ(x) # 0. Pero si x € E, 1la componente infinita de C(T),

WT(x) = 0. Esto prueba que D' N E @. Por otra parte: D' N T =@, y
sigue que:
(20) D' C F.
Si Dq_ ¢ Fp_ existiria y € Fp_ pero tal que y € Dq_\D'. En cste caso:
dist(y,F) = p. Sea.j € J. Entonces existe m € T tal que dist(j,m) < e/2.
Como T C F entonces m € F y tenemos:

dist(y,j) = dist(y,m) - dist(j,m) = p - /2.
Luego,
(21) dist(y,J) > p - €.
Si y € D, dist(y,J) = dist(y,D) < p - 3e, contradiccién. Si y € D,
dist(y,J) < 3e. De esto sigue: p < 4e, lo cual es imposible y por lo

tanto (17) queda demostrada. QED.



[B]

[G]
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[N]
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