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Resumen

Es bien conocido que el nimero de subélgebras booleanas de un lgebra de Boole
con 7 4tomos es igual al nimero de particiones de un conjunto con n elementos. Es
natural plantearse el siguiente problema: si B es un dlgebra de Boole monddica con
n dtomos, scudntas subdlgebras monddicas tiene B¢

1 Nociones preliminares

-

Si X es un conjunto finito con n elementos, notaremos con N [X] el nimero de elementos
de X y con p(n) el ndmero de particiones del conjunto X. Vamos a representar un algebra
de Boole con n dtomos por By, con A(B,) = {a1,as,...,a,} el conjunto de sus dtomos
y con S(B,,) el conjunto de todas las subélgebras booleanas de B,,. Es bien conocido que
N[S(B,)] = p(n).

De acuerdo con el resultado de O. Ore, [8], si definimos p(0) = 1 entonces:

o+ =3 (T)pw, nzo

=0
Tenemos asi, por ejemplo, que: p(1) =1, p(2) =2, p(3) =5, p(4) = 15, p(5) = 52.

Si B es un élgebra de Boole y b € B notaremos (b] = {x € B:z < b} ysi X C B
notaremos con SB(X) la subélgebra booleana de B generada por el conjunto X.

Recordemos el siguiente resultado (ver por ejemplo [6]): Dada el slgebra de Boole B = B,

sea
P ={X1,Xs,...,X;}, 1<t <n, unaparticién de A(B,).
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Seang; =\V{z:z€ X;}, 1<i<tyGp={g10,.-.,9:) Entonces:

1) Por la definicién de los g;, cada uno de ellos es supremo de dtomos, luego g; # 0,
para 1 <2<t

<<~+

2) giz\/{az:mGiLiJlXi}=V{:c::c€A(B)}=1.

=1

I

3) Sil <i,j <tson tales que i # j entonces g; A g; = (V{z:z e Xih)A(My:v €
X;}). Como X;, X; C A(B) y XiN Xj = () entonces = # y, para todo z € X; y
para todo y € X, por lo tanto g; A g; = 0.

La subélgebra B’ = SB(Gp) de B verifica A(B') = Gp. Definamos:
¥(P) = SB(Gp).

¥ es una aplicacién entre el conjunto de particiones de los 4tomos de B y el conjunto de
subélgebras de B.

Dada una subdlgebra S de B, como S es finita, si t = N[A(S)] entonces 1 <t < n.
Si A(S) = {s1,52,...,5} entonces como s; € B, para todo 7, 1 < i < ¢ tenemos:

81 = \/{alj € A(B): a1 < s1}

=1

Sp = \/{a2j € A(B) : ag; < s2}

J=1

8y = \t/{atj € A(B) : at; < st}

j=1

t
Como s; As; =0, paratodo i # jy \ s, =1, entonces:
i=1

Xl = {&11,(];12,...,0,11;1}
X2 = {a21aa’22) cee 7a'212}
Xt == {at17a’t2>"‘7a’tit}

es una particién de A(B). En efecto:
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1) Esclaro que X; #0, 1<i<t.

2) Xn N X =0, si h#k, 1<hk<t Sizc X,n Xy, entonces z = aps = apr <
{7 {ak; € A(B) : agj < sp} = sg, y por lo tanto aps = aps A s, < 85 A sp = 0, luego
Zl = 0. Absurdo.

¢ ¢

3) U Xi = A(B). En efecto, si a € A(B), entonces a <1 = \/ s,. Como a es primo
i=1 r=1
entonces a < s, para algin r, 1 <r <{. Luego:

a,SaHVa,TzV...VaMT

¥, nuevamente, como a es primo a¢ < app, con 1 < h < 2,. Como ambos elementos
t

son dtomos tenemos que a = a,, ¥, en consecuencia, a € |J X;.
=1

Luego P = {X1, X5, ..., X,} es una particién de A(B) y se verifica que:
U(P) = SB(Gp) = SB({s1,52,---,5:}) = S.

Por lo tanto ¥ es una funcién suryectiva.
Probemos finalmente que ¥ es inyectiva. Sean P;, P, dos particiones de A(B) tales que
U(P) = ¥(Py), esto es Sy = SB(Gp,) = SB(Gp,) = Sy. Probemos que P; = Ps.
Sabemos que si Py = {X1,Xy,..., X} y Po = {¥1,Y5,...,Y;} son particiones de A(B)
entonces:

gi = \/{:c rx € X;}, 1<i<s, son atomos de S,

h; = \/{y cy€eY}, 1<i<t, son atomos de S,.

De S1 = S, resulta que A(S;) = A(S2). Luego {g1,92,...,9s} = {h1,ha,..., hs},
entonces s = t. Reordenemos el conjunto A(S3) de forma tal que g; = h;, 1 <3 <
Tenemos entonces que:

y
s.

gi = \/{:1; :z € X;} donde X; = {a;1,a:,...,0i;}, v ais € A(B), 1 <s<j

hi=\/{y:y €Y} donde Yi = {bu,baz,....bix;}, ¥ biw € A(B), 1 <v <k
esto es
gi:aﬂ\/aizv...Va,iji=b¢1Vbi2V...Vbiki=hi.
Como a;; < g; = bj1 Vb V...V by, luego a;; < by, para algtn h, 1 < h < k; y como

ai; ¥ b, son dtomos tenemos que a;; = by, luego X; C Y;. Andlogamente se prueba que
Y; C X,. Por lo tanto X; =Y, para todo %, 1 < < s, de donde resulta P; = Ps.

Acabamos asi de probar que si B es un algebra de Boole con n dtomos, existen tantas
subélgebras de B como particiones tiene el conjunto de los dtomos de B.
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2 Numero de subalgebras monadicas de B, compara-
bles con la subalgebra de las constantes

Sea (B,,3) un algebra de Boole monddica [2, 4]. Notaremos con K(B,) al conjunto
{z € B, : 3 z = z}. Es bien conocido que K(B,) es una subélgebra booleana de
B,. Ademaés si Vo = —3 — £ donde —« indica el complemento booleano de z, entonces
K(B,) = {z € B, : ¥V z = z}. Reciprocamente dada una subalgebra booleana K de B,,
K induce un operador unario 3 sobre B,, de forma tal que (B,,, ) es un 4lgebra de Boole
monddica y ademés K = K(B,,). Ademds esta correspondencia es biyectiva.

Si K es una subélgebra booleana de B, cuya particion asociada de los 4tomos de B,, es
P = {Cy,Cs,...,Cy}, donde N[C;] = n;, para 1 < i < k, notaremos indistintamente
(Bn,3), (Bn,K) 6 (Bn,n1 +ng+-- - +nz), al dlgebra de Boole monédica correspondiente,
y diremos que P es del tipo ny + ng + - - - + ng. Si P; es una particién de los 4tomos de
B,, indicaremos con S; la subédlgebra booleana de B,, asociada con P;.

Dada una subélgebra booleana K de B,,, notaremos con SM(B,, K) al conjunto de todas
las subdlgebras monédicas de B,,. Queremos determinar N[SM(B,, K)]. Es claro que

Dadon € N, n > 2, sean
SMy(B,,K)={S € SM(B,,K):S C K},

SMy(Bn, K) = {S € SM(B,,K) : K C S},
SM3(B,,K) ={S € SM(B,,K) : S es incomparable con K}.

Luego
SM(B,,K) =S8M;(B,,K)USMy(B,, K)USM3(B,, K).

Es claro que si K = B, 6 K = {0,1} entonces toda subdlgebra booleana S de B,, es
mondadica, ya que si s € S, entonces ds € S.

Como las tGnicas subélgebras booleanas de B, son S; = {0,1} y Sy = Bs, en el primer
caso SMi(By, S1) = B = SM3(B,,S1) vy SMy(Bs, S1) = {{0,1}, B2} y en el segun-
do SM;y(By, By) = {{0,1}}, SM3(By,By) = {Bs} y SM3(B2, Bz2) = (. Por lo tanto
SM(Bs, S1) = SM(By, By) = {{0,1}, B2}. Luego N[SM(B2,K)] = 2 cualquiera que
sea la subdlgebra booleana K de By. Queda asi por resolver el caso en que K es una
subalgebra booleana de B,, que verifica {0,1} C K C B,y n > 3.

En el caso Bs, el conjunto de todas las particiones del conjunto {ay, as,as} de los dtomos
de Bj es el siguiente:

P1 = {a1,az,as}
Py ={{ai},{az,a3}} | Ps={{ae},{an,a3}} | Pa = {{as}, {01, 02}}
Py = {{a’l}a {0’2}a {a’3}}
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Si K = 81 6 K = S5 = Bs entonces N[SM (B3, K)] = p(3) y el diagrama de Hasse del
reticulado de las subélgebras monddicas de Bj es:

Bs

S2

L

S3 Sa

S

Figura 1

Si K = S, entonces el diagrama de las subdlgebras monddicas es:

Bs

S

Figura 2
y lo mismo ocurre si K = S3 6 K = S4.

Luego si K es isomorfa a By entonces SM(Bs, K) = {{0,1}, K, B3}.

Observemos que si § € SM;(B,, K), en particular, S es una subalgebra booleana de
B, tal que S C K. Reciprocamente, si S es una subalgebra booleana de B, que verifica
S C K, entonces S es una subdlgebra monddica de B, dado que, si s € S, como S C K
entonces Is = s € S. Por lo tanto SM;(B,,K) ={S € S(B,): S C K}.

Luego si K es una subdlgebra booleana de B,, con t dtomos, 1 < ¢t < n, entonces:
N[SM; (B, K)] = N[{S € S(B,) : S € K} =p(t) — 1.

Veamos ahora que SMy(B,, K) = {S € S(B,) : K C S}. En efecto, si S € SMy(B,, K),
en particular S € S(B,), y por hipétesis, K C S. Reciprocamente si S es una subdlgebra
booleana de B, tal que K C S, entonces S es una subélgebra monédica de B,. En efecto,
si s € S entonces ds € K C S. Luego

N[SM;y(B,,K)] = N[{S € S(B,): K C S}|.
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Lema 2.1 Sea S una subdlgebra booleana de B,, determinada por la particion P(S) =

{Cy,Cy,...,C} de los dtomos de B,. Si X(S) = {S' € S(B,) : S C §'}, entonces
(4
NIX($) = [T p(NIC):

¢

Dem. Sea P, 1 < i <t, el conjunto de las particiones del conjunto C; y P = I1 E.
i=1

Si P; = {Cu,Ciz,---,Cin,}, s una particién de C;, 1 < i < t, consideremos la siguiente

particién de A(B,) :

PI = {011:012) e )Cln17021,0227 D )O2n2a e Ctla Ot2;' ey Otnt}‘

Sea S’ la subdlgebra booleana asociada con esta particién. Escribiremos
!

¢((731,732, . ,Pt)) =9

Si @ es un 4tomo de S, entonces a = a;, para algin ¢, 1 <37 <¢, luego

a,-=\/{a::a:€(7¢}=\/{:c::EECﬂ}V\/{m:wGC’iz}V...V\/{a::wGCmi}

esto es
az=61Vb2VVbnl

Como b; € A(S"), 1 < j < n;, entonces a; € §', esto es, A(S) C S'. Pero entonces S C S'.
Es decir, se tiene una funcién ¢ : P — X(.5). Probemos que esta funcién es suryectiva. En
efecto, sean S’ € X(S)y P’ = {C,,Cy, ..., Cy} la particién de los 4tomos de B,, asociada

!

con §'. Como S es subélgebra booleana de S’ entonces t = N[A(S)] < N[A(S)] = h.
Como S C S, A(S) C S'. Luego, para cada 4, 1 < i < t, tenemos que a; € S’ y, como
a; # 0, entonces a; es supremo de dtomos de S'. Los atomos de S’ son los elementos
bi=\V{z:2€C;},1<j<h

Sea a; = \/{b; : j € J} donde J = {j1,J2,.-,jr} € {1,2,...,h}. Luego
az-:\/{a::xECJI-l}\/\/{:c:xEC’;2} V...V \/{m:weC’;r}_

Probemos que (1) C’;m C C;, param=1,2,...,r. En efecto, si a’ € C'J'-m, entonces

a/S\/{w:wEC’JI—m}Sai=\/{y:y601-}.

Luego ¢ < y, con y € C;. Pero como a', y € A(B,) entonces a =y y por lo tanto
T T
a € C;. Veamos ahora que |J C}m = (;. Por (1) tenemos |J C'j'-m C C;. Seaa c C;
m=1

m=1
luego a es un 4tomo de B, y se tiene

agaiz\/{w:xeql} v \/{m:mEOJI.z} V...V V{m:mEC;T}.
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Por lo tanto a < z para algin z € C’}m, 1 < m < r, y en consecuencia a = z de donde

T
resulta C; € |J C; -
m=1

4 < . ! ’
Como los C;, son disjuntos dos a dos, tenemos que P; = {CjI,Cjz,...,OJI-T} €s una

particién de C; y es claro que 9((Py, P, ..., Py)) = S'. Acabamos asf de probar que existe
una correspondencia suryectiva ¢ entre P y X(S). Como 9 es claramente inyectiva, se
tiene que ¥ es una biyeccién. B

Tenemos asi:

Lema 2.2 Si K es una subdlgebra de B, con t dtomos, 1 < t < n, y la particion de
A(B,) asociada con K es P(K) = {C1,Ch,...,C:} entonces:

N[SMa(Ba, K)] = [ [ p(NIC)

i=1

N[SM(B,,K)] > (p(t) - 1) + [ [ p(N[Ci]).

i=1

Nuestro problema queda entonces restringido a determinar cuéntas subdlgebras monadi-
cas de B, n > 4, son incomparables con K, donde {0,1} C K C By, esto es, a determinar
en estos casos la cardinalidad del conjunto SM3(By, K).

Si § € SM(B,, K) notaremos (5] = {S' € SM(B,,K): S C S}.

3 Subdlgebras incomparables con la subalgebra de las
constantes

Veamos en primer lugar que sucede con el dlgebra de Boole B;. A continuacién indicamos
el conjunto de todas las particiones del conjunto {ai,az,as,as} de los dtomos de By:

H P = {a’lva'27a’3>a’4} l H
Py = {{a1},{az,03,04}} Ps = {{a2}, {a1, @3, a4}}
Py = {{a’3}’ {al’a2,a4}} Ps = {{a‘l}’ {a15a27a’3}}
Pe = {{aha?}a {a37a4}} Pr = {{a17a3}7 {a27a4}}
Ps = {{a1,a4},{a2,a3}}

Py = {{a1}{az}, {a3,a4}}
Pu = {{al}, {04}, {02, (13}}
Pis = {{a2}, {aa}, {a1, a5} }

Pro = {{al}a {0'3}a {a’2’ a4}}
P12 = {{a2}, {as}, {a1, a4}}
p14 - {{a’3}a {0’4}’ {ala 0’2}}

[ Pis = {{a1}, {az}, {as}, {as}} |

|
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El diagrama de B, es el siguiente:

Figura 3
Las subélgebras booleanas de By son:
| S ={0,1} ] B
S2={Oaa17k71} S3={Ova’2)j11}
Sy = {0> as, 1} Ss = {Oa 04, h': 1}
Se = {0,b, f,1} S7 ={0,¢c,e,1}
SS = {07 dagr 1}

SS)= {O;aly%’b;f’j}k,l}
Sll = {07 al,a4,d,g,h,k, 1}
513 = {O, az,04,C, €, h’ja 1}

SlO = {0,0,1,0,3,0,6,?;, k; 1}
Sl2 = {07a2,a3)d7g7i7j> 1}
814 - {0,&3,&4,1), f) h’:i7 1}

| Sis = Ba

|

J
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Si K =81 6 K = By entonces el diagrama de las subalgebras monédicas es:

Sl5 = B4

Figura 4

Las subalgebras booleanas K que verifican {0,1} C K C B, son isomorfas a Bs 6 isomorfas
a Bs. Veamos que sucede en cada uno de estos casos:

(I) K = B,. Entonces existen dos posibilidades para la biparticién P = {Cy,Cy} de
los 4tomos de By:

(Ia) N[Cy] = 1, N[C3] = 3. Por ejemplo K = Sy = {0,a;,k,1} es una subélge-
bra booleana de B, que verifica {0,1} ¢ K C B,. La misma determina los siguientes
operadores.

|z [O0]ai[as|as[as|b[clde[f[lg |h[i]j[k[I]
dz||O|lay | kK | K| K| 1T |1 |k|k|E|1T|1T|[1]|1]|k|1
Yz 0&1 0 0 0 ay 0/1000011 ay | ay alkl
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En este caso SM3(By,S3) = 0 y el diagrama de Hasse de las subélgebras monadicas de

By, es el siguiente:
By

S11 So

S

Figura 5

So, S10 ¥ S11 son atomos duales de SM(By, S2) y (Se], (Sio] y (S11] son conjuntos orde-
nados isomorfos al indicado en la Figura 2.

El diagrama es el mismo si K = S3, Sy 6 S5. Este ejemplo muestra que en general el
reticulado de las subélgebras monddicas de un 4lgebra de Boole monédica no es modular.

(Ib) N[C4] = 2, N[C5] = 2. Supongamos que K = Sg = {0,b, f,1}. Entonces los
operadores estan dados por:
Lz [0]am[as]aslas|b]c][d]e|flg[h]ili|k[L]
0| b b | FfFIb]L|L 1] FIL 1|11 ]1]1
Ve | O[O O[O0 [b|O|O|O|f|O|B|bB|f|f]|1

En este caso SM3(By, Sg) = {S7, Ss} y el diagrama de Hasse de las sub4lgebras monadicas

de B, es:
B,

S7 38

S
Figura 6
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So ¥ S14 son atomos duales de SM(By, Sg) ¥ (Se] ¥ (S14] son conjuntos ordenados iso-
morfos al indicado en la Figura 2. También S7 y Sg son atomos duales de SM(By, Sg) y
(S7] v (Ss) isomorfos a Bs.

El diagrama es el mismo para K = S; 6 Ss.

(II) K = Bs. Entonces si P = {C},C,,C3} es una triparticién de los 4tomos de By,
debe ser por ejemplo N[Ci] = 1, N[C,] = 1, N[Cs] = 2. Supongamos que K = Sy =
{0,a1,a9,b, f,7,k,1}. Los operadores estan dados por:

Lz 0lafa[a|a]blc[d[e|[flg[h]i[j[k][1]
dx | 0lay|ax | f| fIOl g kVE|fl 7211171k |1
Ve |[O0|a; |az | O |0 |blay|ag|as| filar|b|b|j|k]|1

En este caso SM3(By, So) = {S14} v €l diagrama de Hasse de las subdlgebras monadicas
de B, es:

By

K= Sg 814

Sz SG

S
Figura 7

K y Si4 son 4tomos duales de SM(By,Sy). (Sia] es un conjunto ordenado isomorfo
al indicado en la Figura 2, y (K] es un conjunto ordenado isomorfo al indicado en la
Figura 1.

El diagrama es el mismo para K = Syg, S11, Si2, Si3 6 Sis.

Lema 3.1 Sea (B,K) un dlgebra de Boole monddica. Si S* es una subdlgebra booleana
propia de K y x9 € B\ K, tal que 3xp,Vry € S*, entonces S = SB(S*,zp) es una
subdlgebra monddica de B incomparable con K. Ademds SN K = 8* = K(S).

Dem.

1) S es monadica. En efecto, si y € SB(S*,x¢) entonces y = (s1 A zg) V (s2 A —z9)
donde sy, 8 € S* C K, luego Jy = (s1A3zo) V(s2AT—20) = (s1ATzg) V (82 A —Vp).
Por lo tanto como sy, 89, 3xg, —Vzo € S* tenemos que dy € S* C S.
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2) S es incomparable con K. En efecto, S K pues 2o € S =8B(S*, 1) y 0 ¢ K.
Por hipGtesis S* es subélgebra propia de K, luego existe ke K\S* SiKCS
entonces k € § = SB(S*,x0) , luego por 1) 3k € S* y como Jk = k, tenemos que
k € S*, absurdo. Luego K € S.

3) SN K = S*. En efecto, si s € 57, como S* C K tenemos que s € Ky s € §* C
SB(S*,z9) = S, luego s € SN K. Sea z € SN K luego z € S entonces por lo

indicado en la demostracién de 1) tenemos que 3z € S*, y como z € K tenemos
dz=2€ 5"

Observacién 3.1 1) Sixzo verifica las condiciones del Lema anterior entonces también
—mp las verifica y ademds SB(S*, o) = SB(S*, —x0).

2) Sia € A(B)\ K, entonces sabemos que Ja es un dtomo de K yVa = 0. Luego
si S* es una subdlgebra propia de K tal que Ja € S*, entonces SB(S*,a) es una
subdlgebra monddica incomparable con K.

8) Consideremos el dlgebra de Boole monddica Bs indicada en la Figura 8, donde
K(Bs3) ={0,a1,d,1}. Entonces tenemos que S* = {0,1} es una subdlgebra booleana
propia del conjunto de constantes K(Bs) y no eziste ningin zo € B3 \ K(Bs) que
verifique las condiciones del Lema 3.1.

1
b d
aq as
0
Figura 8

Observemos que si consideramos el 4lgebra de Boole monadica By indicada en (IT) entonces
S¢ es una subdlgebra propia de K = Sy, ag,a4 € By \ K verifican Jaz = Jas € S,
Yaz = Vas € Sg, v SB(Se,a3) = SB(Se,as) = Sis, y también ¢,h € By \ K verifican
Fi=4dh € S(,', Vi=Vh € Ss, y SB(SG,’I,) = SB(Sg,h) = Su.

Lema 3.2 Sea S una subdlgebra monddica de B, incomparable con K entonces:
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1) §* = SNK es una subdlgebra propia de K,
2) An(S) ={b€ A(S):b¢ K} #0,
3) S = SB(S* U Ay(S)).

Dem.

1) S*=SNK CK. SiSNK = K entonces K = SN K C 3, absurdo.

2) Como S € K entonces A(S) € K y por lo tanto existe b € A(S) tal que b ¢ K,
luego AN (S) # 0.

3) Es claro que A(S)
An(S)) € SB(S) =

C S*U An(S) C S. Entonces S = SB(A(S)) C SB(S*U
Sy se tiene 3).

|
Dada una subélgebra K de B, consideremos el dlgebra de Boole monédica (B,, K ) que
le corresponde. Sea Uy = {z € B, : Vz = 0}. Como 0 € Uy entonces Uy es un conjunto
no vacio.

Lema 3.3 Uy = {0} < K = B,.

Dem. Es claro que la condicién es suficiente. Supongamos que Up = {0} luego Vz # 0
cualquiera que sea ¢ € B, \ {0}. Dado a € A(B,) en particular a # 0 y por lo tanto
Va # 0, luego 0 < Va < a y por lo tanto como a € A(B,) tenemos que Ya = a. Por
lo tanto cualquiera que sea a € A(B,) tenemos Va = a = Ja. Luegosiz € B, = # 0
entonces ¢ = \/{a € A(B,) : a < z} y en consecuencia 3z = I(\/{a € A(B,) :a < z}) =
V{3a € A(B,) :a <z} =V{a € A(B,) :a <z} =z y en consecuencia z € K. Como
z =0 € K acabamos de probar que B,, C K y por lo tanto B,, = K. |

Si K es una subalgebra booleana de B, tal que {0,1} C K C B, entonces {0} C Up. Up
es un conjunto ordenado finito. Sea My el conjunto de los elementos maximales de Uy
luego IMp = {Im : m € My} C K y por lo tanto Sy = SB(IMp) C K.

Lema 3.4 §i K # B, y So = SB(3My) es una subdlgebra propia de K entonces S =
SB(Sp,m) es incomparable con K cualquiera que sea m € M.

Dem. Como K # B, entonces por el Lema 3.3 Up # {0}, luego 0 ¢ Mpy. Por lo tanto
si m € Mo como My C Up entonces Ym € S;. Como Im € IMy € SB(AM,) = Sy v
m € B, \ K por el Lema 3.1: S = SB(S;,m) es una subélgebra monédica incomparable
con K. n

Sea xy € B, \ K y consideremos las siguientes subélgebras de B,,:

S (z0) = SB({0,1},3xy) = SM({0, 1}, 3x),
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§*(z0) = SB(S (o), ¥zo) = SM(S' (z0), Vo).

Observemos que S (zo) = {0,1} 6 S'(xp) = {0,1,Izg, —Ixo} ¥ que §'(zo) C S*(zo) C K.
Como z¢ € B, \ K, 3zy € S (z¢) C S*(w0) y Vzg € S*(20) entonces si $*(z9) C K, por
el Lema 3.1 la subalgebra monddica SB(S*(zo),z0) = SM(S*(xo),xo) es incomparable
con K. Observemos que si o € B, \ K entonces también —z9 € B, \ K. Como (1)
Vo € S*(z0) entonces (2) I — zg = —Vzo € S*(20) y como (3) Iz € S'(z0) C S*(zo)
entonces (4) V — zg = —3zp € 5*(x0). Probaremos que

SB(S*(xo), zo) = SB(S*(—x0), —x0)-

Como (i) —z¢ € SB(S*(x0), 7o) si probamos que (ii) S*(—xo) € S*(x0) como S*(zo) C
SB(S*(xo), zo) entonces (iil) S*(—zo) C SB(S*(wo),z0). Luego de (i) y (iii) resulta
SB(S*(—Z'()), '—CB()) (_: SB(S*(ZE()),ﬁ())

Probemos (ii). Sea t € S*(—z¢) = SB(S (—%0),V — To) luego t = (s1 AV — o) V (52 A Izp)
donde sq, 89 € S'(—x0) C {0,1,3 — T, Vzo}.

Como s, AV —xp € {0, =3z} y 82 A Jzg € {0, 30, V0,3 — 20 A Iz} entonces por (1),
(2), (3) v (4) resulta que 81 AY — x9 € S*(20) ¥ s2 A Jzo € S*(@0), luego t € S*(zo). En
forma analoga se prueba SB(S*(zo),zo) € SB(S*(—=0), —%0)-

4 Construccion de subalgebras monadicas

H. Bass en 1958 [1] (ver también [3]) demostré el siguiente resultado. La demostracién
que indicamos se debe a L. Monteiro, M. Abad, S. Savini y J. Sewald y fué publicada en
[5, 7].

Lema 4.1 Si (B,3) es un dlgebra de Boole monddica tal que la subdlgebra booleana de
las constantes K = 3B es finita, entonces para todo x € B, x # 0 se tiene que

3z = \/{k € A(K): kA #0}

Dem. Como z # 0 entonces 3z # 0, luego como K es finita y 3o € K tenemos que
Jz = V{k € AK) : k <3z}

Sea X; ={k € A(K):kAz#0}y Xo={k € A(K): k < 3z}. Luego para probar el
lema nos basta demostrar que X; = Xj.

Sea k € X1, luego (1) k € A(K) y (2) kAz #0. De (1) resulta 3k = k. Como k,3z € K
entonces b=k A3dz € K. Comob e K, b<k yk un dtomo de K tenemos que (3) b=k
6 (4) b= 0. Siocurre (3) entonces k A 3z = k esto es kK < Iz y por lo tanto z € X». Si
ocurriera (4) esto es k A 3z = 0 entonces k Az < k A Jz = b =0, lo que contradice (2).
Por lo tanto = € X,

Sea k € Xo luego (5) k € A(K) € K y (6) k < 3z. De (5) resulta (7) 3k = k. De (6)
resulta k = k A 3z y por lo tanto teniendo en cuenta (7) tenemos que:

0#£k=Fk=3(kATz)=TkAJz=3(FkAz)=3kAz)
y por lo tanto k Az # Qestoes k € X;. |
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Observacién 4.1 Si S es una subdlgebra de B, con particidn asociada

P(S)={Sl,...,Sh}, IShS'Il,

para simplificar la notacidn, vamos a considerar que Sy, ..., Sy son los dtomos de S y los
elementos de S son el conjunto § y uniones de los S;.

Sea S una subdlgebra de B, con particidn asociada P(S') = {S},...,8'}, 1 <r < n,
entonces fijado j, 1 < j < r no puede ocurrir que S; N S; = 0 para todo i, 1 <14 S h,
pues si asi fuera, entonces S; C 0S} = |J{S, : u # j} C A( B,) para todo i, 1 <i < h y

entonces P(S) no seria una partzczon de A(B,).

Sea (B, K) un algebra de Boole monddica, P(K) = {Cy,...,Ci}, 1 < t < n, la particién
asociada a la subdlgebra booleana K.

Entonces, si X € B,, X # ( tenemos por el Lema 4.1 que: 3X = J{C; : C; N X # O}

Sea S es una subdlgebra booleana de (B,, K) con particién asociada P(S) = {S,..., Sp}.
Para cada S;, 1 <1 < h, sea

T,={C’]CJOS,5£®}
Observaciones: Si los subconjuntos distintos T; forman una particién de P(K) entonces

1) 8isNC.#0,1<k<t 1<r<hparaalginC, €T, 1 <i < h entonces
SkNC;j # @ para todo C; € T;. En efecto, si para algtin C; € T;, SyNC; = @ entonces
Cj & Ty, esto es, Ty, # T;. Por otro lado C, € T; N Ty, con T; # Ty. Absurdo.

2) U C; =U{Sk: SN C; #0 para todo C; € T;}.

CieT;
Size |J C; C.A(B,) luego z € C, para algiin C, € T;, esto es C, N S; £ .
CjGTi

h
Por otro lado como z € A(B,) = | S; entonces z € Sy, 1 < k < h, entonces

=1

z € Sy N C; y por lo tanto S N C; # B de donde C; € Ty. Luego C; € Tx N T,
Como T; y T; son clases de una particién y Ty N T; # 0 entonces T = T;. Pero
esto quiere decir por 1) que S, N C; # () para todo C; € T; dado que T; = T, luego
x € {8k : Sy N C; # 0 para todo C; € T;}.

Supongamos ahora que z € | J{S; : Sy N C; # 0 para todo C; € T;}.

Luego z € Sy para algiin Sy tal que Sy N C; # @ para todo C; € T; luego C; € Ty,
y en consecuencia C} E Ti NT; luego Ty N T; # @ y por lo tanto Ty = T;. También

como ¢ € A(B,) = U C; entonces z € C, para alguna clase C, y por lo tanto

z € Cr NS, es decu" C’ NSy # 0 luego C, € Ty = T;, entonces C, € T; y por lo

tantox € |J C;.
CjGTi

Lema 4.2 S es una subdlgebra monddica de (B, K) si y sdlo si la familia de conjuntos
distintos T;, 1 < i < h, es una particién de P(K).
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Dem. Supongamos que los T; forman una particién de P(K). Veamos que 3S; € S
para todo 4tomo S; de S. Pero

38; = U C; = U{S’“ : Sy N C; # 0 para todo C; € T;},

C;eT;
luego 35; € S.

Reciprocamente, supongamos que S es una subdlgebra monédica y probemos que los T;
forman una particién de P(K). Supongamos que T; # T;. Entonces 3S; = |J Cy y
CreT;

3S; = |J Ck. Como S es una subdlgebra monadica y S;, S; son 4tomos distintos de
CkeTj

S, entonces 35; y 35; son dtomos de la subédlgebra de las constantes de S y ademéas son
distintos porque T; # T;. Luego 35; N 3S; = 0. Luego T; N T; = 0. |

Es bien conocido que para un conjunto con n elementos el nimero de t-particiones,
1<t<n,es:
t—1
1 .
S(=1FE -

p(n) ==

t!

Lema 4.3 Con la notacion anterior, el ndmero de subdlgebras monddicas de (B, K) es

k ™5
11 (Z PP (nj1) ... pM(ny,) - (h!)lj_l> ,
P j=1 \h=1

donde P = {{Ci1,Ch2,...,Cu},- ., {Ch1,Cha,-..,Cr, }} es una particion de P(K),
N = N{Oﬂ], my = mzn{[Cﬂ] 1= 1, R ,lj}.

Dem.  Por el Lema 4.2, toda subdlgebra monddica S de (B,, K) est4d determinada
univocamente por una particién P de P(K):

P = {{011, 012, e .,0111}, ce ey {Ckla CkZ, . ,Cklk}}
de modo que (C) |J C; = U{Sk : SiNC; # @ para todo C; € T;}. Luego, basta averiguar

JET;
que ocurre con las S; en cada clase de P en forma independiente.

Consideremos la clase C = {Cj1, Cja,...,Cj;} de P.

Si {Sa : SaNCji # 0 para toda Cj; € C} = {Su1,S42,- -, San}, entonces cada CieC
se intersecta con Su1, Saz, - -, Sen (¥ con ninguna otra S,), es decir que cada Cj; € C se
parte en h clases, donde 1 < h < m; = min{N[Cj;] : i =1,...,1;}. Esto puede hacerse
de

mj
3 pP (1) - ... pP(ngy) - (A1)
h—1

maneras distintas.
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maneras distintas.

Luego el numero total de subdlgebras monadicas asociadas a una particién P es

k

II (f: pM(n51) - ... pP(ny,) - (h!)lj_l) :

=1 =

Finalmente, el nimero de subalgebras monédicas de (B, K) es

> 11 (Z p® (1) - ... p® (ny,) (h!)lﬂ) ,
P =1

h=1
donde P recorre el conjunto de particiones de P(K) que verifican (C). n

Veamos algunos casos particulares.

Consideremos el 4lgebra de Boole monédica (B,, K), donde la particién asociada a K
es P(K) = {C1,Cs,...,Ck,Cry1}t vy tal que C; = {a;} para 1 < i < k < n, Cypy1 =
{@k+1,--.,a,}. Sea S una subélgebra booleana de (B,,K) y P(S) = {S1,5s,...,5:} la
particién de A(B,,) asociada a S.

Por lo indicado en la Observacién 4.1 debe existir al menos un indice ¢, 1 < ¢ < t, tal que
Sika+1 #@ SG&I={7,1 Szgt,SlﬂC’kH #@}

Primer caso: N[I] = 1. Sea I = {i} entonces Ci,; C S; pues caso contrario existiria
as € Cyy1 tal que a, € S, luego como P(S) es una particién de A(B,,) resulta que as € S;
con i # j y entonces S; N Cro 1 # @, contradiccion.

El nimero de subélgebras booleanas de (B, K) en estas condiciones es igual al nimero
de particiones del conjunto {C1,Cy,...,Ck, Ck11}, esto es p(k + 1) y claramente todas
estas subalgebras son monddicas pues 35; = S; para todo j, 1 < j <.

Segundo caso: N[I] > 1. Probemos que si S es monddica entonces S; C C1, para todo
¢ € I. Supongamos que existe 49 € I tal que S;, € Ci.1 luego existe ap, € A(B,) tal
que (1) an € S;, ¥ (2) an & Cry1. De (2) y (1) resulta que (3) C, = {an} € Tj,, pues
Ch N Sy, # 0. '

Como N[I] > 1 existe j € I, j # 49. Por hipétesis Cy11 € T, N Tj y como S es monadica
T, = Ty, luego de (3) resulta C, € Tj, es decir C, N S; # @, por lo tanto (4) ay € S;. Las
condiciones (1) y (4) contradicen que P(S) es una particién de A(B,).

Observemos que {S; }ic; es una particién de Cy ;. En efecto, por lo demostrado preceden-

temente |J S; € Cry1, Si NS; =0 para i # j y S; # 0 para todo i € I, pues P(S) es una
il
particién de A(B,). Por otro lado si a € Ck,; entonces a € S, para algin h, 1 < h <t
luego S, N Cry1 # O y por lo tanto h € I, luego Crq € UJ Si.
i€l

Observemos atn que (5) S; # Cg+1 para todo ¢ € I, pues si para algtn ¢ € I se verificara
que S; = Ck4q entonces N[I] = 1.

En este caso S es monddica si y solo si P(S) se obtiene a partir de particiones de los
conjuntos {a;,as,...,ax} v {@gs1,...,a,} consideradas en forma independiente. Luego
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teniendo en cuenta (5) existen p(k) - (p(n — k) — 1) subélgebras monédicas.

Luegosil < k <

NISM(Bn, 1 +1+--- +L+(n— k)] =pk +1) +p(k)-(p(n — k) —1).

Por los resultados indicados en el parrafo 2, sabemos que

N[SMy(Bp, 141+ -+ 1+n—k) =plk+1) -1,
k

N[SMy(Bn, 1+ 1+ +1+(n— k)] =p(n—k),
k
luego
N[SM;5(Bp,1+1+---+1+(n—k))| =
k

p(k+1)+p(k).(p(n — k) = 1) = [p(k+1) —1+p(n— k)] = (p(k) - 1) - (p(n — k) = 1).
Recordemos que por definicién p(0) = 1. Si n > 3 tenemos dos casos particulares:

e si k =1 entonces N[SM(B,,1+ (n—1))]=1+p(n—1).

En este caso: N[SM3(B,, 1+ (n—1)]=(p(1)—1) - (p(n—1)—-1)=0.

o si k =n — 2 entonces N[SM(B,,1+1+---+142)]=p(n—1)+p(n—2).
—_—
n—2
En este caso:
N[SM3(Bp,14+1+---+142)] = (p(n—2)—1)-(p(n—(n—2))—1) = p(n—2)—1.

n—2

(4.1)
Lema 4.4 En los siguientes casos tenemos una formula para el nimero de subdlgebras:
(1) NISM(Bn,n)] = p(n),
(2) NISM(Bu, L+ 1+ -+ 1] =p(n),

(3) Sin>2yl<k<n entonces:
N[SM(Bp,1+14 -+ 1+(n—k))] =p(k+1) + p(k).(p(n — k) — 1),
k

(38) N[SM(Bn, 1+ (n—1))] =1+p(n—1).
(3b) Sin >3, NISM(Bn, 1+ 14 - +1+2)] =p(n—1)+p(n—2),

n—2
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Sea K una subdlgebra booleana de By, n > 3, tal que K es isomorfa a By y P(K ) =

{C1,C:} la particién de los 4tomos de B,, asociada a K. Veamos si existen subédlgebras

monddicas de B,, incomparables con K.

Ya sabemos que si N[Ci] =1y N[Cs] =n — 1 no existen subalgebras monddicas incom-

parables con K. Supongamos entonces que N[Cy] = j > 1, N[Cy] = n — j > 1. Sean

X1y Xz subconjuntos tales que § # X; C C1, N[Xi] =t 1 <t <jy 0 # Xy C Oy,

N[Xp]=u, 1<u<n—j. Sean V1 =C1\ X1, Va =2\ X3, S1 = X1UXo vy S =Y, UY,

entonces Ty = {C,C,} y To = {C4, Cs}, luego S es monédica, y claramente incomparable

con K. ] )

@ -2 @7 -2)
2

Vamos a probar que si § € SM3(B,,K) y S es isomorfa a B, entonces la particién

P(S) = {51, 52} es de la forma indicada.

Supongamos que alguno de los conjuntos S; tiene un tnico elemento, por ejemplo

N[Si] = 1 entonces S; = {a} con a € A(B,) ya € C; 6 a € Cy, luego T} = {C1} y

Ty = {C1,Cy} 6 Ty = {Cy} y Ty = {C1,Ca} lo que contradice que S es monédica. Luego

N[Si] > 1y N[S,] > 1.

Observemos que (I) S; # C; para 2 = 1,2. En efecto, si S; = C, entonces Sy = 09, =

CC; = C1 luego P(K) = P(S) y en consecuencia K = S, absurdo. Anédlogamente, si

S1 = C1 se prueba que K = S.

(Cuéntas de estas subédlgebras se pueden construir? Es claro que:

Vamos a probar que § # Sy N C; C C; para ¢ = 1,2. Supongamos que (1) § = S; N C},
luego como 7 y Cy son subconjuntos de A(B,,) de (1) resulta que S; C [C; = Cy y por
lo tanto C; = 0Cy C (S; = S». Luego teniendo en cuenta (I) tenemos que (2) S; C Cy v
(3) C1 C S,. De (2) resulta que (4) @ # Sy = SN Cy y de (3) que (5) B #£ C, =S, NCL.
De (2) resulta que existe a € A(By) tal que (6) a € Co y (7) a ¢ S;. De (7) resulta
(8) a € Sy, luego de (6) y (8) tenemos que (9) Co N Sy # 0.

De (1) y (4) resulta que Ty = {Ca} y de (5) y (9) resulta que T = {C4, Oy}, luego {Ty, Tp}
no es una particién de P(K), lo que contradice que S es monadica. Luego @ # S, N C;.
Probemos ahora que S; N C; C C;. Si(10) SN C, = Cy esto es C; C S, en-
tonces por (I) tenemos que (11) C; C Sy, y en consecuencia existe a € A(B,) tal que
(12) a € S1 y (13) a ¢ C1. De (13) resulta (14) a € Co, luego de (12) y (14) tenemos
que (15) C2N Sy # 0. Luego de (10) y (15) resulta que T3 = {C1, Co}. De (11) resulta
(16) @ = C; NCS, = C1 N Sy. De (11) resulta (17) S, = £3;  0Cy = Cy, luego de (16) y
(17) Ty = {Cs}, luego {T,T>} no es una particién de P(K), lo que contradice que S es
mondédica.

En forma andloga se prueba que () # S;NCy C O, luego como C; Uy = A(B,,) tenemos
que

(S1NCHUSINGC) =51 N(CLUCy) =8,
COH@%SlﬂC&CC’ly@%SlﬂCbCCZ

En forma anéloga se prueba que

(S2NCU(SeNCy) =S,
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con ) # 8 NC, CCryld #S:NCy C Cy, loque prueba que P(9) es de la forma
indicada.

Sea n > 4 y K isomorfa a B,_;. Supongamos que P(K) = {C1,C%, ... ,Cn_1} es tal
que Ci ={a;}paral <i<n—-2yChpa1= {@n-1,an}. En B, existen (g) subélgebras
booleanas isomorfas a B,_1. Cada una de ellas proviene de alguna de las (n—1)-particiones
del conjunto de los d4tomos de B,, donde n — 2 clases tienen un elemento cada una y una
sola tiene dos elementos.

Sea S una subalgebra booleana de (By, K) con n — 1 dtomos y supongamos que

P(S) = {S1,52,..., 1}

donde N[S, 1] =2y N[Sij=1paral <i<n— 2 v que Sp—1 # Cn-1.

Si Sp_1 N Cpy # 0 entonces (1) ap_1 € Sp-1 6 (2) an € Spo1. Como Sp_1 # Cn_y si
ocurre (1) entonces Sp_1 = {aj,an-1},conj#nySi= {a,} para algin i, 1 <i<n—2.
Luego Ty_1 = {C},Cpn_1} v T; = {Cpn_1}, entonces por el Lema 4.2 S no es monédica. Se
obtiene la misma conclusién en el caso que ocurra (2).

Por 1o tanto si S es monadica entonces S,_1 N Cp_1 = 0.

Supongamos ahora que la subélgebra booleana S verifica (3) Sp—1 N Cr_1 = 0 y probemos
que S es monadica. De (3) resulta que Sp—1 & CC_1 = {a1,az,...,0n-2}

Luego Sp_1 = {a;,a;} con1 < i,j <n—2eizjyporlotanto 398,..=C; UC; =
S, 1 € S. Ademés N[Sy) = 1 para todo h, 1 <h <n —2. Si S, = {an_1} 6 Sp = {an}
tenemos que 35y, = Cn_1 € S, caso contrario S, = {a,} con r # 14, j,n — 1,n y entonces
A8, = SR € S.

Entonces si n > 4 y K es isomorfa a B,_; existen exactamente (";2) subdlgebras
monédicas isomorfas a K e incomparables con K.
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Las particiones del conjunto {a1,az, as, a4,as} de los dtomos de B; son:

Particién del tipo 5
Subalgebra isomorfa a B,

“ pl = {alaa’2aa'3)a’4,a'5} l

Particiones del tipo 1 +46 243
Subalgebras isomorfas a By

Py = {{a’l}a {0’270’370'470’5}}
Py = {{as}, {a1,02,04,05}}
Ps = {{as}, {a1, a2, a3, 04} }

P3 = {{G'?}: {a’laa’37a4aa’5}}
Ps = {{as}, {a1, a2, a3,a5}}

P7 = {{0’170’2}7 {CL3,CL4, a’5}}
Pg = {{a’laa“l}) {a’2>a’3:a’5}}
Pll = {{&2,@3}, {a’l)a’4)a’5}}
P13 = {{az, a’5}a {ala as, a4}}
Prs = {{ag,a5},{a1, a2>a’4}}

Pg = {{a1,a3},{a2, 04,05} }
Pro = {{a1,as}, {az,a3,04}}
Pl? = {{0’2’(]’4}; {alaa3aaf5}}
P = {{a’3a a’4}’ {al, az, a'5}}
Pis = {{04,(15}, {0,1,0,2,@3}}

Particiones del tipo1+1+361+2+42
Subalgebras isomorfas a B;

Pz = {{al}) {02}) {0’33 04,&5}}
Pio = {{a1}, {as}, {02, 03,05} }
Pa1 = {{a2},{as}, {a1,a4,a5}}
P23 = {{a’2}’ {CI/5}, {CL], as, 0’4}}
Pas = {{as}, {as}, {a1, 02,04} }

Pis = {{a1},{as}, {a2,04,05}}
P20 = {{0’1}7 {a5}> {0,2, as, a4}}
Pa = {{az},{a4},{a1, a3, a5}}
Poy = {{as},{as},{a1,a2,05}}
Pas = {{04},{0,5},{0,1,0,2,0,3}}

P27 = {{al}? {a27 CL3}, {0,4, 0’5}}
Pzg = {{a’l}) {0’2) a5}) {a/3, 0'4}}
Pay = {{0’2}’ {alva'4}: {a3>a5}}
Psz = {{as}, {a1, a2}, {as, a5} }
Pss = {{as}, {a1, a5}, {as, a4} }
Par = {{CM}a {al,as}, {az,as}}
P39 = {{a’f)}) {a'la CI,2}, {a37 04}}
Pu = {{as}, {a1, a4}, {a2, a3}}

Pag = {{a1}, {a2, a4}, {a3,as5}}
Pap = {{az}, {ala (13}, {04, a5}}
Pay = {{az}» {ahas}» {a3, G4}}
P34 = {{a’3}’ {a'la CL4}, {(12, a’5}}
Pas = {{as},{a1, a2}, {as,a5}}
Psg = {{as},{a1,a5}, {az,a3}}
Py = {{as},{a1, a3}, {az,a4}}

Particiones del tipo 1 +1+4+1+42
Subalgebras isomorfas a B;

Paz = {{a1}, {02}, {aa}, {as,a5}}
Pus = {{ar},{a2}, {as}, {a3,a4}}
Pas = {{a1},{as}, {as}, {an, as}}
P48 = {{0'2}3 {0'3}) {a,4}, {a'l; a5}}
Pso = {{az}, {a4},{as},{a1,a5}}

Py = {{0’1}7 {a2}’ {CL4}, {a’3’ 0’5}}
Pas = {{a1}, {as}, {aa}, {a2,a5}}
P47 = {{al}a {a’4}7 {0;5}, {a’2= 0'3}}
P = {{az2},{as}, {as},{a1,a4}}
Ps1 = {{as},{ad}, {as},{a1, a2}}

Particion del tipo 1 +1+1+1+1
El algebra B;

” Psy = Bs = {{a’l}’ {as}, {a3}a {as}, {as}} I

21
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Consideremos la subdlgebra de Boole K = S;7. El diagrama de Hasse del reticulado de
subdlgebras monadicas de (Bs, K) se indica a continuacién:

Bs

Sh
Figura 9

Nimero de subdlgebras monédicas S tales que S C K: p(2) —1=1.
Nimero de subdlgebras monédicas S tales que K C S: p(2).p(3) = 10.

(22 —2)(2° - 2)
2

Nimero de subéalgebras monédicas S incomparables con K: = 6.
Observemos que K = B, Sy7, S33, 536, 530 = Bs y que estos son los tnicos elementos de
SM(Bs, K) que cubren a K, y que los conjuntos ordenados (Si7], (Sas], (Sse, (Sse] son
isomorfos al conjunto ordenado indicado en la Figura 2.

Ademaés Syy, Sus, Sia y S51 son los dtomos duales de SM(Bs, K), los conjuntos ordenados
(Si2], (Sa3] ¥ (S44) son isomorfos al conjunto ordenado indicado en la Figura 6, y en cada
uno de estos conjuntos existen 2 subélgebras incomparables con K y (Ss;] es isomorfo al
conjunto ordenado indicado en la Figura 5.
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Consideremos la subélgebra de Boole K = Sp7. A continuacién se indica el diagrama de
Hasse del reticulado de subalgebras monddicas de (Bs, K).

Bs

Sag Sao

51

Figura 10

Nimero de subdlgebras monadicas S tales que S C K: p(3) — 1 =4.
Nimero de subdlgebras monadicas S tales que K C S: p(1).p(2).p(2) =4.

Ntimero de subdlgebras monédicas S incomparables con K: 4.

Observemos que K = Bs, Sy, Syz = By, que estos son los tinicos elementos de SM(Bs, K)
que cubren a K, y que los conjuntos ordenados (Sg] y (S47] son isomorfos al conjunto
ordenado indicado en la Figura 7 y en cada uno de ellos existe una tnica subdlgebra
monddica de (Bs, K) incomparable con K. Pero existen 2 més, a saber Sag ¥ Sa9, que son

incomparables. Ademads (Sss] y (Sa] son isomorfos al conjunto ordenado indicado en la
Figura 2.
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Consideremos el algebra de Boole Bs y K = S37. A continuacién se indica el diagrama
de Hasse del reticulado de subélgebras monadicas de (Bs, K).

S
Figura 11

Nimero de subélgebras monédicas S tales que S C K: p(3) -1 =4.
Nimero de subélgebras monddicas S tales que K C S: p(1).p(1).p(3) = 5.
Ntmero de subdlgebras monddicas S incomparables con K: (p(2) — 1).(p(3) — 1) = 4.

En este caso K = By. Ademés Sy, 43,84 = By, v estos son todos los elementos de
SM(Bs, K) que cubren a K. Los conjuntos ordenados (Syz], (Sus] y (Su] son isomorfos
al conjunto ordenado indicado en la Figura 7. En cada uno de estos segmentos existe una
linica subalgebra monddica de (Bs, K) incomparable con K, pero existe una més, la Sx;
que es incomparable con K. Los 4tomos duales de SM(Bs,K) son Sz, Ss3,Su v Ssi.
Ademés (S| es isomorfo al conjunto ordenado indicado en la Figura 5.
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Vamos a determinar una cota inferior para el nimero de subélgebras monadicas de (B, K)
incomparables con K.

De la observacién de los dos diagramas de Hasse precedentes surgié el siguiente resultado.
Supongamos que 7 > 3, {0,1} C K C B, y P(K) = {C},C,,...,C;}, donde 1 < t < n.
Luego debe existir 4, 1 < ¢ <t tal que N[C}] > 2.

Las subdlgebras mondadicas S de B, que cubren a K tienen particiones asociadas de la
forma P(S) = {C1,Cs,...,C,Cf,...,Ci} para cada 4, 1 < i < t, tal que N[C}] > 2,
donde C; U C] = C;.

En particular, cada subédlgebra monddica S que cubre a K es isomorfa a:

(B, d+ 14 +1 424141 4---+1).
i—1 t—i

Es bien conocido que el nimero de biparticiones de un conjunto con 7n elementos es
p(n) =21 -1
Entonces, el niimero de subélgebras mondadicas de (B, K) que cubren a K es

> pPWa).

N[C;)>2

Si S es una subdlgebra monddica de (B, K) que cubre a K, y por lo tanto tiene ¢+ 1
atomos, entonces es claro que el conjunto (S] es isomorfo al reticulado de subalgebras
monadicas del dlgebra de Boole monddica (B.;1,K’), donde K’ es una subélgebra de
By, con t dtomos, y por lo tanto de acuerdo con nuestra notacién

(Biy1, K') = (Bey1, 1+ 14 - - + 1 42).
t—1

El ntmero de subélgebras incomparables con K’ en

(Bey, L +14---4+142)

-~
t—1

es, por lo visto en (4.1): p(t —1) — 1.
Observemos que si t = 2 entonces p(t —1) — 1 = 0.

Ademés, si S y S’ son subélgebras monédicas distintas que cubren a K, entonces

(8] N (8] = (K] y por lo tanto (S] N (5] no contiene subalgebras monédicas incom-
parables con K.

Sin > 3, el nimero de subélgebras de (B,, K) incomparables con K donde K tiene ¢
dtomos, 2 <t < n — 1, estd acotado inferiormente por

. W) ee-n-1=[ Y @1 | (p-1)-1).

NI[C;])>2 N[C;]>2

Observemos que si t = 2 entonces la cota inferior es 0.
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Consideremos el 4lgebra de Boole Bg y K la subdlgebra determinada por la particién
{{a1}, {an, a3}, {as,as,a¢}}. Entonces las particiones asociadas a las subdlgebras moné-

dicas son:

Particion del tipo 6
Subdlgebra isomorfa a B,

WSl = {a'la Qg,0d3, 04, A5, 0’6}

Particiones del tipo 3+3,14+56 2+ 4
Subalgebras isomorfas a B,

Sy = {{a1,as,a3},{as,as,06}}
S4 = {{a'270’3}) {a17a4aa’5)a’6}}

Sz = {{a1}, {az,as, a4, 05,06} }

Particiones del tipo 1+2+361+1+4
Subalgebras isomorfas a B3

S5 = {{a1,a2,a3},{as},{as,a6}}
S7 = {{a’1> az, a’3}7 {a’6}7 {a'47 0,5}}
K = So = {{a1},{a2, a3}, {a4, a5, a6} }
S = {{a1},{as, a5}, {as, a4,a6}}
Si3 = {{a1},{as, a4}, {ag,as,a6}}
SlS = {{a’l}) {G’Za 0’5}7 {a3a Ay, GG}}

Se = {{a1, a2, a3}, {as}, {as,a6}}
S = {{az}, {as}, {a1, a4, as, ag}}
Siw0 = {{a1}, {as, as}, {02, 04,05} }
Sz = {{a1}, {a2, a}, {as, a4, a5}}
S1 = {{a1}, {02, a4}, {03, a5, a6} }

Particiones del tipo 1 +1+1+36 1414242
Subadlgebras isomorfas a B,

Sl6 == {{a’la az, CL3}, {CL4}, {a'5}7 {CL(;}}
S1s = {{a1},{az, a3}, {as}, {as, a6}}
S20 - {{al}v {0’2}7 {0’3}) {a4) Qs , aﬁ}}

Sir = {{a1}, {a2, as}, {as}, {as, ae}}
Si9 = {{al}; {a’27 a3}> {0’6}7 {a’4’ 0’5}}

Particiones del tipo 1 +1+14+1+2
Subalgebras isomorfas a Bs

S = {{a1}> {0’27 a’3}a {0’4}7 {a’5}7 {aﬁ}}
S23 = {{afl}’ {a2}v {a3}’ {a5}> {a’4> 0’6}}

Sy = {{a1}, {a2},{as}, {ad}, {as, a6} }
Soa = {{0,1}, {CL2}, {a?’}a {G’G}’ {0’47 0’5}}

Particion del tipo 1 +1+14+14+14+1
El algebra Bg

| Sos = Bs

(BG,K)'

A continuacién se indica el diagrama de Hasse de todas las subdlgebras monddicas de
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Bg

Sh

Figura 12

Numero de subdlgebras monadicas S tales que S C K: 4.

Numero de subdlgebras monédicas S tales que K C §: 10.
Numero de subdlgebras monadicas S incomparables con K: 11.

S17, S18, S19 ¥ Sop son los elementos de SM(Bg, Sg) que cubren a K = Sg. (S17], (Sis), (S1o]
y (S20] son conjuntos ordenados isomorfos al conjunto ordenado indicado en la Figura 7.
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Los 4tomos duales de SM (Bs, Sg) son S21,S22, 523 ¥ S2a ¥ (S21] es isomorfo al conjunto
ordenado indicado en la Figura 11y (Sa2], (Sas] ¥ (S24) son isomorfos al conjunto ordenado
indicado en la Figura 10.

Consideremos el 4lgebra de Boole Bg y K la subdlgebra determinada por la particién

{{a1,as},{as,as}, {as,ae}}. Entonces las particiones asociadas a las subdlgebras moné-
dicas son:

Particion del tipo 6
Subalgebra Isomorfa a B,

” Pl = {a170’2)a’3aa’4)a’570’6} | ”
Particiones del tipo 3+3 6 2+4
Subalgebras isomorfas a B;

P2 = {{a’1>a’3>a5}7 {a’Zaa’4>a'6}} P3 = {{a’laa’4:a5}>{a’2>a’3>a’6}}
Py = {{a1, a3, a6}, {a2, 04,05} } Ps = {{a1,a4,a¢},{a2,a3,as}}
PG = {{Gl,CIQ}, {G3,CL4, CL5,CL6}} P7 = {{0’370’4}7 {a17a2)a’5)a6}}
Pg = {{0’5’0'6}, {a’laa’2>a3>a4}}
Particiones del tipo 2+24+261+1+14

Subalgebras isomorfas a B3

Pg = {{a’l) (12}, {G;g, 0,5}, {CL4, a’G}} PlO = {{a‘l) a?}) {0’37 G’G}a {a’47 CL5}}
Pll = {{a’3, &4}, {a’laa'S}) {a’Z) a’6}} 7312 = {{a3a a’4}a {a'la 0'6}7 {a2a a’5}}
P13 = {{as, a6}, {a1,a3},{az,a4}} P = {{as, a6}, {a1, a4}, {as, as}}
Pi1s = {{a1},{az},{a3, a4, 05,06} } Pis = {{as}, {as}, {a1,02,a5,a6}}
P17 = {{0’5}v {a6}= {a’la G2, a3, CL4}} K= Plg = {{al)a’2}7 {(Lg, a’4}a {0,5, aﬁ}}
Particiones del tipo 1+ 142+ 2
Subalgebras isomorfas a By

Pro = {{al}) {a'2}7 {a3; a5}a {CL4, GJG}}
Pa1 = {{as}, {as}, {a1, a5}, {az,a6}}
Pas = {{as}, {ae}, {a1, as}, {as, as}}
Pos = {{a1,a2},{as,aq},{as}, {as}}
Par = {{a’l}a {a2}’ {a3> 0’4}7 {0,5, 0,6}}

P = {{a1}, {0}, {as, a6}, {as,a5}}
Py = {{as}, {aa},{a1,a6},{a2,a5}}
P24 = {{0’5}’ {0’6}7 {a’lv CL4}, {0’27 a3}}
Pas = {{a1, a2}, {as}, {as}, {as, a6} }

Particiones del tipo 1 +1+1+1+2
Subalgebras isomorfas a By

Posg = {{ab a'2}7 {0,3}, {CL4}, {as}) {GG}}
Pao = {{a1},{a2},{as}, {a4}, {as,06}}

Pao = {{a1},{az}, {as,as}, {as}, {as}}

Particiones del tipo 1 +1+1+1+4+141
El Algebra Bg

| Pa1 = Bs 1 |

A continuacién se indica el diagrama de Hasse del reticulado de subdlgebras monddicas
de (BG, K ) .
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Bs

51
Figura 13

Ndmero de subdlgebras monadicas S tales que S C K: p(3) -1 =4.
Nimero de subédlgebras monddicas S tales que K C S: p(2).p(2).p(2) =8.

Nimero de subdlgebras monadicas S incomparables con K: 19.

En este caso K = Bs. Sas, S, Sor = By, son los elementos de SM(Bg, S1s) que cubren a
K, y que los conjuntos ordenados (Szs), (S26] ¥ (S27] son isomorfos al conjunto ordenado
indicado en la Figura 7. En estos segmentos existe una tunica subalgebra monadica in-
comparable con K, pero ademés existen 16 més que son incomparables.
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Sh9, So0, Sa21, S22, S23, S24 son dtomos duales de SM (Be, Slg) y (Slg], (Szo], (Szl], (Szz],
(23], (S24], conjuntos ordenados isomorfos.

[ NUMERO DE SUBALGEBRAS MONADICAS |
Algebra | Particién de Incom-
de Boole | los dtomos S Cc K| K CS | parables | Cantidad
| Bi 1 [ o[ 1] 0 1]
B, 2 0 2 0 2
141 1 1 0 2
3 0 5 0 5
Bs 142 1 2 0 3
14141 4 1 0 5
4 0 15 0 15
1+3 1 ) 0 6
B, 242 1 4 2 7
14+1+2 4 2 1 7
1+14+1+1 14 1 0 15
5 0 52 0 52
1+4 1 15 0 16
243 1 10 6 17
Bs 1+1+3 4 5 4 13
142+2 4 4 4 12
1+14142 14 2 4 20
141414141 51 1 0 52
6 0 203 0 203
145 1 52 0 53
244 1 30 14 45
3+3 1 25 24 50
1+1+4 4 15 14 33
Bg 14243 4 10 11 25
2+242 4 8 19 31
1+1+143 14 5 16 35
1414242 14 4 13 31
1+14+14142 51 2 14 67
1+1+14+14+1+1 202 1 0 203
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Problemas abiertos

De la observacién de los diagramas de Hasse indicados precedentemente surgen los
siguientes problemas:

1) Si K cubre a S entonces, en el conjunto [S) N C[K) ;siempre hay subdlgebras
monddicas incomparables con K7 En caso afirmativo, jcudntas hay?

2) Si K es una subélgebra de Boole de B,, determinada por una particién de los dtomos
de B,, del tipo 1 +ne +ng + -+ + ng.
Si S es la subalgebra (que es monddica) de B, determinada por la biparticién
1+ (ng +ng + - - - + ng) entonces el conjunto ordenado [S) es isomorfo al conjunto
ordenado de las subélgebras monddicas de (B,,_1,n2 + 13 + - - - + ng,).

Luego en [S) existen tantas subdlgebras monadicas incomparables con K como sub-
algebras monddicas incomparables con la subdlgebra K’ de B,,_, determinada por
la particién ny + n3 + - - - + ny de los dtomos de B,,_;.

Ademss si 9’ es una subélgebra monédica de (B,,,1+ns+n3+---+ng) que cubre a
K ninguna de las sub4lgebras monddicas pertenecientes a (S’] € incomparables con
K pertenecen a [5).

Esto mejoraria, en algunos casos, la cota inferior del niimero de subédlgebras incom-
parables.
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