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1 Introduction

Une logique constructive avec négation forte a été considérée par David Nelson [23] et
par A. A. Markov [10]. Le calcul propositionnel correspondant a été étudié par H. H.
Voroboviev [29], Helena Rasiowa [24], A. Bia lynicki-Birula et H. Rasiowa [1].
Un progres très important, au point de vue de l’algèbre, dans l’étude de cette logique
a été l’introduction par H. Rasiova [25] de la notion de N-lattice, qui joue dans cette
théorie un rôle analogue a celui des algèbres de Boole (Heyting) dans la logique classique
(intuitioniste) et que peut être défine [3], [4] de la manière suivante:

Définition 1.1 Un système (A, 1,∼,∧,∨,→) formé par: un ensemble non vide A, un
élément 1 ∈ A, une opération unaire ∼ (négation forte), et trois opérations binaires
∧,∨,→ définies sur A, sera dit un N-lattice, ou une algèbre de Nelson, si les conditions
suivantes sont vérifiées:

N1) x ∧ (x ∨ y) = x N2) x ∧ (y ∨ z) = (z ∧ x) ∨ (y ∧ x)

N3) ∼ ∼ x = x N4) ∼ (x ∧ y) = ∼ x ∨ ∼ y

N5) x ∧ ∼ x = (x ∧ ∼ x) ∧ (y ∨ ∼ y) N6) x→ x = 1

N7) (x→ y) ∨ (∼ x ∨ y) = ∼ x ∨ y N8) x→ (y→ z) = (x ∧ y)→ z

N9) x ∧ (x→ y) = x ∧ (∼ x ∨ y) N10) x→ (y ∧ z) = (x→ y) ∧ (x→ z)

N11) x ∨ 1 = 1

Nous dirons, pour abréger, que A est un N-lattice ou une algèbre de Nelson.

Les axiomes N1) y N2) montrent, d’après M. Sholander [26], que A est un réticulé dis-
tributif par rapport aux opérations ∧ et ∨. D’après N11) ce réticulé a le dernier élément



1.
Nous poserons 0 = ∼ 1, et l’on voit facilement que 0 est le premier élément de A.
Outre la négation forte (∼) on peut définir les négations1:

⌉x = x→ 0 ⌈x = ∼ ⌈∼ x

entre les quelles nous avons les relations:

⌉x ≤ ∼ x ≤ ⌈x

Les égalités

C1) x ∧ ∼ x = 0 C2) x ∧ ⌈x = 0 C3) x ∧ ⌉x = 0

T1) x ∨ ∼ x = 1 T2) x ∨ ⌈x = 1 T3) x ∨ ⌉x = 1

qui expriment, respectivement, le principe de contradiction et le principe du tiers exclu,
pour chacune de ces négations, ne sont pas démontrables à partir des axiomes N1- N11.
Les formules x ≤ ⌈⌈x; ⌈⌈x ≤ x; ⌈x = ⌈⌈⌈x ne sont pas valables, mais nous avons
⌈⌈⌈⌈x = ⌈⌈x. Signalons encore le règle de calcul:

(x ∨ y)→ z = (x→ z) ∧ (y→ z).

Si nous posons par définition

x← y = ∼ (∼ x→∼ y)

nous avons pour ces algèbres un principe de dualité, qu’on peut exprimer, sous une forme
abrégée, par la table ci- jointe.

1 0
∨ ∧
→ ←
∼ ∼
⌉ ⌈

Pour voir qu’il en est ainsi il suffit de montrer que les égalités duales de N1-N11 sont
vérifiés.

Comme cas particulier des algèbres de Nelson, nous pouvons indiquer les algèbres de
Boole. Si A est une algèbre de Boole, si ∼ x est le complément booléen de x et si nous
posons x→ y = ∼ x ∨ y, alors les axiomes N1-N11 sont vérifiés.

1Dans les travaux de H. Rasiowa, et d’autres auteurs, l’élèment ⌈x est désigné par la notation ⌉x. Ce

changement de notation sera justifié plus loin.
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Théorème 1.1 Pour que l’algèbre de Nelson A soit une algèbre de Boole il faut et il suffit
que l’une quelconque des conditions suivantes soit vérifié:

B1) x ∧ ∼ x = 0 B2) x ∧ ⌈= 0

B1) x→ y = ∼ x ∨ y B4) x ∧ (x→ y) = x ∧ y

B5) x→ y = ∼ y→ ∼ x B6) ⌈⌈x = x.

Il en est de même pour les conditions duales de B1-B6. S’il en est ainsi, ∼ x est le
complément booléen de x et ⌈x = ∼ x = ⌉x.

La loi de contraposition B5) n’étant pas valable nous pouvons considérer avec D. Nelson
[23] l’implication contraposable

x >→ y = (x→ y) ∧ (∼ y→ ∼ x)

Les formules
x→ y = x >→ (x >→ y),

x ∨ y = ∼ (∼ x∧ ∼ x),

1 = x >→ x.

étant démontrables, il est possible de définir une algèbre de Nelson comme un système
(A,∼,∧, >→) vérifiant des axiomes convenables 2; mais l’opération >→ est moins
maniable que→ .

Comme la formule B4), indiquée dans le théorème 1.1, n’est pas valable, l’opération →
n’est pas une implication intuitioniste à moins qu’il s’agisse du cas très particulier des
algèbres de Boole.

Si nous représentons par a ⇒ b l’implication intuitioniste des éléments a, b ∈ A, dans le
cas où elle existe, on peut démontrer que a⇒ (∼ a ∨ b), existe pour tout couple a, b ∈ A
et en outre a→ b = a⇒ (∼ a ∨ b).
Cette formule est très utile pour déterminer l’opération→ dans le cas où A est une algèbre
de Heyting sur laquelle on puisse définir une structure d’algèbre de Nelson [19]. Il con-
vient de remarquer que, en général l’implication ⇒ ne peut pas être définie, au moyen
des opérations: ∨,∧,∼,→ .
Les propriétés les plus remarquables des algèbres de Nelson ont été indiquées dans les
travaux de Helena Rasiowa. Les algèbres de Nelson ont le même degré de complexité que
les algèbres de Heyting et la symétrie des algèbres de Boole (dualitè).
Nous nous proposons, dans cette note, de déterminer et étudier les algèbres de Nelson
semi-simples.

2Ce problème a été résolu en 1962 par Diana Brignole, dans un travail qui n’est pas encore publié.
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2 Homomorphismes

La notion d’homomorphisme se définit à la manière habituelle. Nous nous proposons
d’indiquer une construction permettant d’obtenir toutes les images homomorphes d’une
algèbre de Nelson.

Définition 2.1 Une partie D d’une algèbre de Nelson A sera dite:

1) Un système déductif si:

D1) 1 ∈ D.

D2) Si a, a→ b ∈ D alors b ∈ D (modus ponens).

2) Un système déductif contraposable si:

C1) 1 ∈ D.

C2) Si a, a >→ b ∈ D alors b ∈ D (modus ponens contraposable).

Un système déductif D sera dit propre si D 6= A.

Lemme 2.1 Les notions de système déductif et système déductif contraposable sont équivalentes.

Lemme 2.2 Toute système déductif est un filtre.

On peut montrer que la notion de système déductif est équivalente à celle de filtre spécial
de première espèce introduite par H. Rasiowa [25].
D’après cet auteur il peut existir des filtres que ne soient pas des systèmes déductifs.

Si h est un homomorphisme de A sur A′, le noyau de h, c’est-à-dire l’ensemble D = h−1(1′)
(où 1′ est le dernier élément de A′) est un système déductif. Pour que h(x) = h(y) il faut
et il suffit que:

(x→ y) ∧ (y→ x) ∧ (∼ x→ ∼ y) ∧ (∼ y→ ∼ x) ∈ D.

Théorème 2.1 Si D est un système déductif de A et si nous posons a ≡ b (mod D)
pour indiquer que

(a→ b) ∧ (b→ a) ∧ (∼ a→ ∼ b) ∧ (∼ b→∼ b) ∈ D

alors la relation ≡, ainsi définie sur A, est une relation d’equivalence compatible avec
les opérations définies sur A. La famille A′ = A/D des classes d’equivalence algébrisée
de la façon naturelle est une algèbre de Nelson qu’on nomme algèbre quotient de A par
D. Si |a| est la classe d’equivalence qui contient l’élément a ∈ A, alors la transformation
h(a) = |a| est un homomorphisme (naturel) de A sur A′. Le noyau de cet homomorphisme,
c’est-á-dire l’ensemble N = h−1(1′) (ou 1′ est le dernier élément de A′) cöıncide avec D.
Réciproquement toute image homomorphe de A peut être obtenue de cette manière.
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Ce théorème peut etre considéré comme un cas particulier d’un résultat que nous indi-
querons au §5.
La détermination des images homomorphes de A se trouve ainsi réduite à la détermination
des systèmes déductifs de A.
L’intersection de systèmes déductifs est un système deductif. Le système déductif en-
gendré par une partie G de A est, par définition, l’intersection D(G) de tous les systèmes
déductifs qui contiennent G. Il est clair que D(∅) = {1}.

Théorème 2.2 Pour que x ∈ D(G) (où G 6= ∅) il faut et il suffit qu’il existe des éléments
g1, . . . , gn de G tels que

(g1 ∧ g2 ∧ . . . ∧ gn)→ x = 1.

S’il en est ainsi nous écrirons G ⊢ x ou plus précisément:

g1, g2, . . . , gn ⊢ x

Nous conviendrons aussi d’écrire ∅ ⊢ 1.

Théorème 2.3 Pour que g1, . . . , gn, a ⊢ b il faut et il suffit que g1, . . . , gn ⊢ (a→ b).

D’où l’on déduit:

Théorème 2.4 (Théorème de la deduction) Pour que G, a ⊢ b il faut et il suffit que:
G ⊢ a→ b.

Théorème 2.5 Si D est un système déductif et a ∈ A alors le système déductif engendré
par l’ensemble G = D ∪ {a} est l’ensemble de tous les x ∈ A tels que a→ x ∈ D.

3 Systèmes déductifs irréductibles

Parmi les systèmes déductifs il est important de distinguer ceux qui sont indiqués dans
les définitions suivantes:

Définition 3.1 Un système déductif D sera dit irréductible si:

1. D est propre;

2. Si D1 et D2 sont des systèmes déductifs tels que D = D1 ∩ D2 alors: D = D1 ou
D = D2, (H. Rasiowa [25]).

Définition 3.2 Un système déductif D sera dit premier si:

1. D est propre;

2. a ∨ b ∈ D implique: a ∈ D ou b ∈ D.
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H. Rasiowa [25] a démontré que ces deux notions sont équivalentes et qu’il peut exister
des filtres premiers qui ne soient pas des systèmes déductifs.
Il est aussi important de considérer la définition suivante:

Définition 3.3 Un système déductif D est complètement irréducible si:

1. D est propre;

2. Etant donné une famille de systèmes déductifs {Di}i∈I telle que D =
⋂

i∈I

Di il existe

un indice i ∈ I tel que D = Di.

La famille de tous les systèmes déductifs qui ne contiennent pas un élément c 6= 1 est
inductive supérieurment.

Définition 3.4 Un système déductif D sera dit lié à l’élément c si D est un système
déductif maximal parmi ceux qui ne continnent pas c.

Théorème 3.1 Pour qu’un système déductif D soit complètement irréductible il faut et
il suffit qu’il soit lié à un élément c.

Théorème 3.2 Pour que le système déductif D soit lié à c il faut et il suffit que

1. c 6∈ D;

2. x→ c ∈ D, pour tout x 6∈ D.

Théorème 3.3 Tout système déductif propre est l’intersection de systèmes déductifs complétement
irréductibles.

Ces deux derniers résultats jouent un rôle important au point de vue technique.

Théorème 3.4 La famille I de tous les systèmes déductifs irréductibles, ordonnée par la
relation d’inclusion est inductive supérieurment et inférieurment. Les éléments maximaux
de I seront appelés: systèmes déductifs maximaux.

Théorème 3.5 Pour qu’un système déductif M propre soit maximal il faut et il suffit
qu’une quelconque des conditions suivantes soit vérifiée:

M1) Pour chaque x, x ∈M ou ⌈x ∈M .

M2) Si x, y 6∈M alors x→ y ∈M .
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Les algèbres de Nelson simples se définissent à la manière habituelle.

Soit T un un ensemble formé par trois éléments T = {0, a, 1}. Sur T on peut définir une
seule structure d’algèbre de Nelson, déterminée par les tables:

∧ 0 a 1
0 0 0 0
a 0 a a
1 0 a 1

∨ 0 a 1
0 0 a 1
a a a 1
1 1 1 1

→ 0 a 1
0 1 1 1
a 1 1 1
1 0 a 1

x ∼ x
0 1
a a
1 0

Il est claire que le réticulé T a le diagramme suivante:

❡

❡

❡ 1

a

0

L’ensemble B = {0, 1} algébrisé par les mêmes tables est une algèbre de Boole, donc une
algèbre de Nelson. B est une sous-algèbre de T.

Théorème 3.6 B et T sont les seules algèbres simples.

Corollaire 3.1 Pour que le système déductif M soit maximal il faut et il suffit que A/M
soit isomorphe à B ou à T.

4 Les algèbres de Nelson semi-simples

La définition suivante se présente d’une façon naturelle.

Définition 4.1 Le radical de A est l’intersection, Rad(A), de tous les sys tèmes déductifs
maximaux de A. Un algèbre de Nelson A sera dit semi-simples si Rad(A) = {1}.

Théorème 4.1 Le radical de A est identique à chacun des ensembles suivants:

1. L’ensemble de tous les x ∈ A tels que ⌈⌈x = 1.

2. Le système déductif engendré par les éléments de la forme x ∨ ⌈x, x ∈ A.

3. Le système déductif engendré par les éléments de la forme ((a → b) → a) → a,
a, b ∈ A.

Théorème 4.2 L’algèbre A/Rad(A) est semi-simple. Si une algèbre de Nelson semi-
simple A′ est une image homomorphe de A alors A′ est une image homomorphe de
A/Rad(A).
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Théorème 4.3 Pour qu’un système déductif premier D de A soit maximal il faut et il
suffit qu’il contient le radical, c’est-‘a-dire Rad(A) ⊆ D.

Les algèbres de Nelson semi-simples peuvent être caractérisées de plusieurs manières.

Théorème 4.4 Pour qu’une algèbre de Nelson soit semi-simples il faut et il suffit qu’une
quelconque des conditions suivantes soit vérifiée:

S1) a ∨ ⌈a = 1;

S2) (a→ b)→ a = a;

S3) a→ b = ⌈a ∨ b;

S4) Tout système déductif premier est maximal;

S5) Tout système déductif propre est l’intersection de systèmes déductifs maximaux.

D’où l’on déduit que:

Théorème 4.5 Toute algèbre de Nelson semi-simple A, contenant tout au moins deux
éléments, est isomorphe à une sous-algèbre d’un produit cartésien d’algèbres T.

Indiquons la démonstration de ce théorème dans ses lignes générales.
Dans le cas des algèbres de Nelson semi-simples, les filtres premiers minimaux (c’est-à-
dire les complémentaires des idéaux maximaux) cöıncident avec les systèmes déductifs
maximaux.

Soit E = {M} l’ensemble des filtres premiers minimaux de A. Soit F = T
E la famille de

toutes les fonctions de E dans T algébrisées point par point. F est une algèbre de Nelson
semi- simple. Pour chaque M ∈ E soit m l’homomorphisme naturel de A dans l’algèbre
quotient A/M (qui est une sous-algèbre de T).

A chaque élément f ∈ A faisons correspondre la fonction ϕ(f) = F ∈ F définie par la
formule

F (M) = m(f) ∈ T.

On voit de suite que ϕ est un homomorphisme de A dans F et de la semi-simplicité de A
on déduit que ϕ est un isomorphisme.
Si A est un algèbre de Boole alors A/M = B et la démonstration précédente cǒıncide avec
celle du théorème de M. Stone [28].

Nous allons maintenant montrer que le théorème de représentation 4.5 peut être identifié
avec un théorème de Gr. C. Moisil. Pour cela nous avons besoins de rappeler la notion
d’algèbre de  Lukasiewicz (trivalente), introduite par Gr. C. Moisil [11], [12], [15] qu’on
peut définir de la maniére suivante [18], [21]:

8



Définition 4.2 Un système (A, 1,∼,∇,∧,∨) formé par: un ensemble A; un élément
1 ∈ A; deux opérations monaires ∼,∇ et deux opérations binaires ∧,∨ définies sur A,
sera dit une algèbre de  Lukasiewicz (trivalente) si les axiomes suivants sont vérifiés:

A1) x ∧ (x ∨ y) = x

A2) x ∧ (y ∨ z) = (z ∧ x) ∨ (y ∧ x)

A3) ∼∼ x = x

A4) ∼ (x ∧ y) = ∼ x ∨ ∼ y

A5) ∼ x ∨∇x = 1

A6) x ∧ ∼ x = ∼ x ∧∇x

A7) ∇(x ∧ y) = ∇x ∧∇y

Pour abréger nous dirons aussi que A est une algèbre de  Lukasiewicz.

Pour comparer cette définition avec celle de Gr. Moisil on doit poser ∼ x = Nx;∇x =
µx = Mx.
Cette notion joue dans l’etude du calcul propositionnel trivalent de  Lukasiewicz un rôle
analogue à celui des algèbres de Boole dans l’etude du calcul propositionnel classique.

Théorème 4.6 Si dans une algèbre de  Lukasiewicz nous posons x → y = ∇ ∼ x ∨ y
alors le système (A, 1,∼,→,∧,∨) est une algèbre de Nelson semi-simple, et en outre:
∇x = ∼ x→ 0.

Réciproquement:

Théorème 4.7 Si (A, 1,∼,→,∧,∨) est une algèbre de Nelson semi-simple et si nous
posons ∇x = ∼ x → 0, alors le système (A, 1,∼,∇,∧,∨) est une algèbre de  Lukasiewicz
et en outre x→ y = ∇ ∼ x ∨ y.

Ces deux théorèmes montrent que nous pouvons identifier les algèbres de Nelson semi-
simples avec les algèbres de  Lukasiewicz trivalentes. Ce résultat est à comparer avec le
théorème suivant: les algèbres de Heyting semi-simples cǒıncident les algèbres de Boole
[16], page 157.
Le principe de dualité subsiste dans les algèbres de Nelson semi-simples puisque on peut
démontrer la formule x ∧ ⌉x = 0 [dual de S1), théorème 4.4]. Dans le cas actuel les
formules (C1), (T1), (C2), (T3) ne sont pas démontrables, mais nous avons ⌈x = ⌈⌈⌈x et
⌈⌈x ≤ x.
D’après Gr. Moisil [13], [15] les algèbres de  Lukasiewicz sont des algèbres de Heyting. On
peut montrer que l’implication intuitioniste a⇒ b est donnée par la formule:

a⇒ b = (a→ b) ∧ (∇a→ ∇b) = ∼ ∇a ∨ (∇ ∼ a ∧∇b) ∨ b.
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Donc ⌉x = ∼ ⌈∼ x = ∼ ∇x = x⇒ 0 est la négation intuitioniste de x, ce qui explique le
changement de notations que nous avons adopté d’après une suggestion de Gr. Moisil.

Dans l’algèbre T, l’implication contraposable >→ est donnée par la table ci-jointe.

>→ 0 a 1
0 1 1 1
a a 1 1
1 0 a 1

Elle cǒıncide donc (en posant a = 1

2
) avec l’implication que  Lukasiewicz a utilisée pour

définir son calcul propositionnel trivalent.
Les formules:

x ∨ y = (x >→ y) >→ y

x ∧ y = ∼ (∼ x ∨ ∼ y)

x→ y = x >→ (x >→ y)

1 = x >→ x

valables dans toute algèbre de Nelson semi-simple montrent que les opératins→,∨,∧ et la
constante 1 peuvent s’exprimer au moyen des opérations >→ et ∼, sui sont les connectifs
que J.  Lukasiewicz [8], [9] a utilisé pour décrire son calcul propositionnel trivalente.

5 Les algèbres libres

Nous nous proposons maintenant d’indiquer la répercussion des résultats précédents sur
le calcul propositionnel trivalent de  Lukasiewicz.
La notion d’algèbre de Nelson ( Lukasiewicz) libre se définit à la maniére habituelle. Etant
donné que les algèbres de Nelson et de  Lukasiewicz peuvent êtrê définies au moyen
d’egalités, on en déduit, par un théorème de G. Birkhoff [2], l’existence et l’unicité, à
moins d’un isomorphisme, des algèbres de cette nature avec un nombre donné c > 0 de
générateurs libres.

Le calcul propositionnel constructif avec négation forte a été défini de la maniére suiv-
ante: L’alphabet de ce calcul est constitué par: 1o) un ensemble G, non vide, de variables
propositionnelles G = {gi}i∈I; 2o) Les connectifs: ∼, ⌈,→,∧,∨; 3o) Les symboles auxiliares
(, ). L’ensemble L des formules (bien formées) se définit à la maniére habituelle. Nous
poserons pour abréger x↔ y = (x→ y) ∧ (y→ x).
Une formule est un axiome si elle a une des formes sivantes (où x, y, z sont des formules).

A1) (x→ (y→ x))

A2) ((x→ (y→ z))→ ((x→ y)→ (x→ z)))

A3) ((x ∧ y)→ x)
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A4) ((x ∧ y)→ y)

A5) ((z → x)→ ((z → y)→ (z→ (x ∧ y))))

A6) (x→ (x ∨ y))

A7) (y→ (x ∨ y))

A8) ((x→ z)→ ((y → z)→ ((x ∨ y)→ z)))

A9) ((x→ ⌈y)→ (y → ⌈x))

A10) (⌈x→ (x→ y))

A11) (∼ x→ (x→ y))

A12) (∼ (x→ y)↔ (x ∧ ∼ y))

A13) (∼ (x ∧ y)↔ (∼ x ∨ ∼ y))

A14) (∼ (x ∨ y)↔ (∼ x ∧ ∼ y))

A15) (∼ ⌈x↔ x)

A16) (∼∼ x↔ x)

Une partie D de L ser dite un système déductif si: D1) D contient tous les axiomes; D2)
D vérifie le modus ponens c’est-á-dire: si x, x → y ∈ D alors y ∈ D. L’ensemble T des
théses de L est, par définition, l’intersection de tous les systèmes déductifs.
Etant donné un système déductif D posons, avec Helena Rasiowa, a ≡ b (mod D) si
(a→ b) ∧ (b→ a) ∧ (∼ a→∼ b) ∧ (∼ b→∼ a) ∈ D.
D’après cet auteur la relation binaire ≡ ainsi définie sur L est une relation de congruence
compatible avec les opérations ∼, ⌈,∧,∨,→ définies sur L.
Soit |a|D la classe d’equivalence (module D) qui contient l’élément a ∈ L etL/D l’ensemble
des classes d’equivalence. En définissant les opérations ∼, ⌈,∧,∨,→ sur L/D de la façon
naturelle, nous obtenons une algèbre de Nelson qu’on appelle l’algèbre quotient de L par
D. La transformation h(l) = |l|D est un homomorphisme de L sur L/D. Si d ∈ D alors
|d|D = 1 est le dernier élément de L/D. Le noyau de l’homomorphisme h, c’est-á-dire
l’ensemble h−1(1) coincide avec D.
Si D = T alors l’algèbre quotient L/T = L, qu’on nomme l’algèbre de Lindebaum de L,
est une algèbre de Nelson (H. Rasiowa [24], [25]) et l’on peut montrer plus précicément
que les |gi|D sont des générateurs libres de L.
Nous voyons ainsi que la syntaxe du calcul propositionnel constructif avec négation forte
permet de décrire l’algèbre de Nelson ayant autant de générateurs libres qu’il y a de vari-
ables propositionelles.
Remarquons que les axiomes schémes A1)-A10) avec la régle de Modus Ponens cara-
ctérisent le calcul propositionnel intuitionniste, donc le calcul propositionnel constructif
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avec négation forte peut être considéré comme l’extension du calcul propositionnel intui-
tionniste qu’on obtient en ajoutant un noveau connectif (à son alphabet) et les axiomes
schémes A11)-A16), tout en conservant comme seule régle celle de Modus Ponens.
D’aprés un résultat de H. Vorobiev [29], [30] cette extension est conservative, c’est-á-dire
les formules de T dans lesquelles ne figure le connectif ∼ coincident avec les thèses du
calcul propositionnel intuitionniste. Cependant cette extension n’est pas simple (single-
valued) au sens de Smetanic [27] car, d’après H. Vorobiev [29], les formules de la forme:

(S) (((x→ y) ∧ (y→ x))→ ((∼ x→∼ y) ∧ (∼ y→∼ x)))

ne sont pas des théses de L.
Remarquons maintenant que si l’on ajoute aux axiomes schéma A1)-A10) du calcul propo-
sitionnel intuitionniste l’axiome schéma

A0) (⌈x ∨ x)

tout en conservant comme seule régle celle de Modus Ponens, nous obtenons le calcul
propositionnel classique; donc d’après les théorèmes 4.4 et 4.7 nous pouvons affirmer que:

Théorème 5.1 Si l’on ajoute aux axiomes schéma A1)-A16) du calcul propositionnel
constructif avec négation forte l’axiome schéma A0) et si T ′ est l’ensemble des théses du
calcul ainsi obtenu alors l’algèbre quotient L′ = L/T ′ est l’algèbre de Nelson semi-simple
ayant autant de générateurs libres qu’il y a de variables propositionnelles.

En tenant compte du théorème 4.5 on voit de suite que T est une matrice caractéristique
pour le calcul propositionnel indiqué dans la théorème 5.1, d’où l’on déduit que:

Corollaire 5.1 Les axiomes schéma A0)-A16) avec la régle de Modus Ponens caractéri-
sent le calcul propositionnel trivalent de  Lukasiewicz.

L’algèbre de  Lukasiewicz avec un générateur libre a été determinée par Gr. Moisil [12].
Nous ne savons pas si le résultat suivant est connu ou non.

Théorème 5.2 Le nombre d’éléments de l’algèbre de  Lukasiewicz Ln avec n générateurs
libres, est donné par la formule:

N(Ln) = 33
n
−2

n

22
n

Plus précisément Ln est isomorphe au produit cartésien de 3n−2n algèbres T et 2n algèbres
B.
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6 Relations du calcul propositionnel de  Lukasiewicz

avec d’autres calculus

Les résultats précédents montrent que le calcul propositionnel trivalent de  Lukasiewicz
peut être considéré comme une extension du calcul propositionnel classique (formulé au
moyen de schémas A0)-A10) et de la régle de Modus Ponens), moyennant l’adjonction du
connectif ∼ (à son alphabet) et des axiomes shémas A11)-A16).
Cette extension est conservative, c’est-á-dire toutes les formules de T ′ dans lesquelles ne
figure pas le connectif ∼ sont des théses du calcul propositionnel classique, mais elle n’est
pas simple au sens de Smetanic, car les formules de la forme (S) n’appartiennent pas á
T ′.
Remarquons encore que si l’on définit le radical de L comme l’intersection Rad(L) de tous
les systèmes déductifs maximaux de L, alors:

Théorème 6.1 L/Rad(L) est isomorphe à l’algèbre de Lindenbaum du calcul proposi-
tionnel trivalent de  Lukasiewicz.

Il est bien connu que si l’on ajoute l’axiome schéma x ∨ ∼ x à ceux du calcul proposi-
tionnel trivalent de  Lukasiewicz, nous obtenons comme extension un calcul propositionnel
équivalent au calcul propositionnel classique et il est clair que cette extension n’est pas
conservative.
L’important résultat de Gr. Moisil d’après lequel les algèbres de  Lukasiewicz sont des
algèbres de Heyting lui a permis de montrer [12], [15] que le calcul propositionnel trivalent
de  Lukasiewicz peut être considéré comme une extension du calcul propositionnel intu-
itionniste (plus précisément du calcul propositionnel positif au sense de Hilbert-Bernays)
moyennant l’adjonction du connectif “∼” á son alphabet, et des
axiomes schémas convenables; en outre on doit ajouter à la régle de Modus Ponens pour
l’implication intuitinneste la régle:

R2) Si x⇒ y est une thése alors ∼ y⇒ ∼ x est une thése.

Cette extension n’est pas conservative, mais on peut montrer qu’il s’agit d’une extension
conservative du calcul propositionnel trivalent, considérée par A. Heyting, et dont l’étude
a été développée par  Lukasiewicz [8], [9] , L. Monteiro [20] et d’autres auteurs.
Cette extension n’est pas simple, au sens de Smetanic, car, si nous posons x⇔ y = (x⇒
y) ∧ (y⇒ x), les formules de la forme:

((x⇔ y)⇒ (∼ x⇒∼ y))

n’appartiennent pas à T ′ (Pour l’étude des extensions simples du calcul propositionnel
trivalent de Heyting voir les travaux de Smetanic).
Le calcul propositionnel modal S5, [7] - dont l’alphabet contient les connectifs: →,∨,∧, ⌈, ∆

13



(Nous représentons le symbole de nécessité par ∆), et les symboles auxiliares (,) - peut
être caractérisé (K. Gödel [5]) par les axiomes schéma A0)-A10) et

∆1) (∆x→ x)
∆2) (∆(x→ y)→ (∆x→ ∆y))
∆3) (⌈∆x→ ∆⌈∆x)

en ajoutant à la régle du Modus Ponens la

Régle R2) Si x est une thése alors ∆x est une thése.

Si dans le calcul propositionnel trivalent de  Lukasiewicz nous posons:

∆x = ∼ ∇ ∼ x = ∼ ⌈x,

alors les axiomes A0)-A10) ∆1)−∆3) et les régles R1) et R2) sont valables, et cela montre
que ce calcul est une extension de S5.
Cette extension n’est pas conservative, car les formules de la forme:

(∆(gi ∨ gj)→ (∆gi ∨∆gj))

appartiennent á T ′ et ne sont pas des théses de S5; et, en outre, elle n’est pas une extension
simple.
L’implication stricte doit être définie dans le calcul de  Lukasiewicz par la formule:

x−−≻ y = ∆(x→ y) = ∆(∇ ∼ x ∨ y) = ∇ ∼ x ∨∆y

En résumé: le calcul propositionnel trivalent de  Lukasiewicz peut être considéré comme
une extension des calculs propositionnels classique, trivalent de Heyting et modal S5, tout
en étant un cas particulier du calcul propositionnel constructif avec négation forte.

Dans un autre travail nous montrerons que le calcul propositionnel trivalent de  Luka-
siewicz peut être aussi obtenu dans le calcul fonctionnel monadique classique [6], ce qui
montre son intêret, même dans le cadre de la logique classique.
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